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Povidani ke treti sérii
Mily fesiteli, jsou-li pro Tebe polynomy uplnou novinkou, mas nyni moznost se s nimi trochu
seznamit. Nuze Cti.

Co je polynom?

O funkci f(x) fekneme, Ze je polynomem, jestlize je ve tvaru
f(@) = anz™ + an_12" "1+ +arz + ao,

kde ¢islim a; Fikdme koeficienty polynomu f(z). Navic Ti je$té povime, ze je-li an # 0, Fikdme
éislu n stupen polynomu. Tedy naptiklad

224+z+1 z'7 -1 z+ V2 1 0

jsou vsSechno polynomy, jejichZ stupné jsou po fadé ¢isla 2,17,1,0 a 0. Hodi se téz védét, ze
koeficientu a,,, tedy tomu u nejvyssi mocniny, se nékdy fiké vedouct koeficient.

Koreny polynomu
Dalsi pojem, s nimz se bude§ setkdvat v ulohéach, je kofen polynomu. Kofeny polynomu P(z)
jsou takova reédlna ¢isla a, pro néz plati P(a) = 0.

Kupfikladu polynom P(z) = x2 +2x mé dva koteny, a to &isla 0 a —2, naopak polynom x4+ 1
nemd zadny kofen, protoze nabyva pouze kladnych hodnot.

Neni tézké si uvédomit, ze kdyz fesis kvadratickou rovnici, pak vlastné hledas kofeny polynomu
stupné 2. Dodejme, Ze sice existuji néjaké vzorecky pro hledéni kofen polynomu stupné 3 a 4,
ale jsou velmi slozité a nebudes je potiebovat®.

Souéinovy tvar polynomu
Prace s kofeny polynomu tzce souvisi s takzvanym soucinovym tvarem. Vezméme si napiiklad
polynom z2 + 52 + 6 a upravme ho do tvaru (z + 2)(x + 3). Zname-li tento rozklad, je jiz jasné,
ze kofeny tohoto polynomu jsou —2 a —3.

Provadét takovéto rozklady u polynomt vyssich stupnt samoziejmé neni vibec lehké a
mnohdy to ani nejde. Casto ndm vsak miize souéinovy tvar pomoci. Vice napovi piiklad.
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Priklad. Urcete kofeny polynomu P(z) = x° — 2* — x + 1, vite-li, Ze jeden z nich je 1.

Dodatecnou znalost vyuzijeme k ipravé polynomu na soucinovy tvar. Pokusime se totiz z po-
lynomu vytknout élen (z—1), ktery by se podle v§eho mél v hledaném rozkladu objevit. Provedme
tedy upravu

2 -2 —r+1=@-2) (-1 =22(z—-1)— (z—-1) = (2?2 - 1)(z —1).

Vsimnéte si obzvlast prvniho kroku, v némz se k sobé sdruzily nasobky (z — 1). Nyni jiz rozklad
podle zndmého vzorce dokonéime a mame

P(z)=(z+1)(x — 1)2.

1Pro vyssi stupné uz takovy vzoreéek ani sestavit nelze.



A kofeny jsou tedy ¢isla 1 a —1.

Pouceni tedy zni, Zze znadme-li néjaky kofen a polynomu, mizeme vytknout (z — a) a zapocit
tak rozklad na kofenové Cinitele. Takové vytykani lze sice provést vzdy, nicméné obcas mize byt
docela naméhavé spravné sdruzit nasobky (z—a), proto existuje i jind metoda, jak toto spolehlivé
provadét. Jmenuje se déleni polynomu polynomem, a pokud ji budes potfebovat, neboj se oslovit
svou pani uc¢itelku nebo nam napsat.

Obecné tedy nemizeme o rozkladu polynomu na souc¢inovy tvar fici nic (jelikoz nevime, kolik
ma kofent), ovSem kdykoliv vime o néjakém disle, Ze je jeho kofenem, pak mtizeme prohlasit, ze
se jeho kofenovy Cinitel objevi v nasem rozkladu. Dokonce fekne-li nam nékdo, ze dany polynom
ma tfeba pét kofent, vime pak, Ze souéinovy tvar tohoto polynomu se skladd z alespon péti
élenti. VSeobecné plati, Ze prace se soué¢inovym tvarem je velmi Gi€innou zbrani pri
feseni tloh o polynomech.

Nyni uz snadno odvodime dvé dutlezita tvrzeni.

Tvrzeni. Nenulovy polynom stupné n mé nejvyse n kofeni.
Takovy polynom se zkratka neda zapsat jako soucin vice nez n zavorek stupné 1.

Tvrzeni. Vime-li o polynomu
P(z) = apz™ + An_1z" '+ -+ a1z + ao,
ze ma n realnych korent, které si nazveme a1, a2 ... an, pak mizeme psat
P(z) =an(z —a1)(z —a2)...(x — ay).

Pokud souéinovy tvar rozndsobime, ziskame vztahy mezi kofeny a koeficienty znamé téz jako
Vietovy vztahy. Tyto vztahy nabyvaji prehlednéjsi podobu, pokud a, = 1 a téz spiSe pro poly-
nomy nizsich stupnu. Schvalné si to zkus pro polynom tretiho stupné.

A na zavér pfiddme jedno tvrzeni o polynomech s celoéiselnymi koeficienty. Jesté predtim si
v8ak objasnime, Ze ¢islo a — b déli ¢islo a™ — b™, kdykoliv a, b jsou celd Cisla a n je pfirozené.

Podivame-li se na polynom proménné a s pfedpisem P(a) = a™ — b", vidime, Ze b je jeho
kofenem, tedy ¢len (a — b) je mozné z polynomu vytknout. Takze a — b vskutku déli a™ — b™.

Tvrzeni. Je-li P(z) polynom s celociselnymi koeficienty, pak pro kazda celd ¢isla a, b plati
a—"b| P(a) — P(b).

Zde staci napsat
P(a) — P(b) = an(a™ —b™) +an_1(a® 1 ="V +---+ai(a—10b)

a z ptredchoziho tvrzeni vidime, Zze kazdy Clen je nasobkem a — b, tedy i cely vyraz.

3. série
Téma: Polynomy

Datum odeslani: 1. PROSINCE 2008

0.ULOHA (1 BOD)
Jaky je tvij nejoblibenéjsi polynom? A pro¢ zrovna on?



1. 0LOHA (3 BODY)
Uréete viechna redlna &isla g tak, aby polynomy P(z) = 3z + ¢ a Q(z) = 22 + 3z + q mély
spolecny kofen.

2. ULOHA (3 BODY)
Maje dlouhou chvili, vymyslel si Lubo$ realna ¢isla b, B a zjistil, ze pro kazdé redlné x plati
nerovnosti

22 +202+1>0

22 4+2Br+1>0
Mysli si, ze pro kazdé realné = bude platit i

22 +20Bx +1>0
Pomozte mu to dokazat.

3. ULOHA (3 BODY)
Pro ktera piirozena n > 2 je vyraz n® —n? 4+ n — 1 prvoéislo?

4.ULOHA (5 BODU)
Polynom z3 — 3241 m4 tfi redlné kofeny, které oznaéime a, 3, . Napiste polynom tietiho stupns,
jehoz kofeny jsou ¢isla a+ 1,8+ 1,7 + 1, a svoji odpovéd zdiivodnéte.

5. ULOHA (5 BODU)
Meéjme polynom P(z) s celoéiselnymi koeficienty, o kterém navic vime, ze P(0) = 1. Urcete, jaky
je nejvétsi mozny pocet n navzijem ruznych celych ¢isel z1,x2,...,xn takovych, aby P(z1) =
= P(z2) = --- = P(xzyn) = 2008.

6. ULOHA (5 BODU)

Pavel si napsal polynom P(xz) s celo¢iselnymi koeficienty a zjistil, Ze mé alespon jeden celo¢i-
selny koren. Nyni Zuzce pokazdé fekne néjaké prirozené ¢islo k a chce po ni, aby mezi Cisly
P(0), P(1),..., P(k — 1) nasla takové, které je délitelné? ¢islem k. Dokazte, Ze se to Zuzce vidy
podafi.

7.ULOHA (5 BODU)
Pavel s Kennym si kazdy vymysleli kvadraticky polynom s kladnym vedoucim koeficientem a
vsimli si, ze plati ohromné zajimava véc. Kdykoliv jeden z nich dosadi do svého polynomu realné
¢éislo tak, Ze mu vyjde druhd mocnina prirozeného ¢isla, pak pfi dosazeni téhoz ¢isla vyjde druha
mocnina pfirozeného éisla i tomu druhému z nich. Dokazte, ze pokud ozna¢ime R(z) souéin onéch

dvou polynomii, pak existuje polynom Q(z) takovy, ze plati R(z) = Q(x)?.
8. ULOHA (5 BODU)
Méjme n navzajem riiznych celych &isel a1, aq, ..., an. Dokazte, Ze polynom f(z) = (z —a1)(xz —

—a2) - (x — an) — 1 nelze zapsat jako souéin polynomi g(x), h(z) s celo¢iselnymi koeficienty,
které jsou oba stupné mensiho nez n.

2Cislo 0 je délitelné kazdym prirozenym &islem.



Reseni 3. série

0. aloha
Jaky je tvij nejoblibenégjsi polynom? A pro¢ zrovna on?

Seslo se nam celych 15 feSeni, jejichz autofi popisovali nejriznéjsi polynomy plné oblibe-
nych cisel, oblibenych pismen, oblibenych vlastnosti, které takovému nejoblibenéjsimu polynomu
v zadném pripadé nemohou chybét ...

Na uvod zvefejnime tzasnou 6du na kvadraticky polynom slozenou nadéjnym mladym poetou
Honzikem Vanharou.

MUJ NEJMILEJSI POLYNOM
A PROC JE TO ZROVNA ON

Kvadraticky

Predci dycky

Vsecky ostatni

Bo je tak zdatny

A ta jeho chlouba
Realnych kofenii zhouba
Parabolus velky

Je nade vsechny celky

Ma tvar ktery muze
Zaujmouti vSechny muze

A jen nékdy potka to cosi
Tu pfimku x-ovy osy

A tak jej fesi

Cimz on i tak trochu hiesi
Proti fadu jenz zde stvoreny
Svymi imaginarnimi koreny
A ten muj obliben

Lepsi nez byt poliben

Od krasné ony

Je resit kvadratické polynomy
Protoze to je on!

Ten pravy Sampion

Neni pochyb, Ze po pfecteni tohoto dojemného dila vétsina Ctendiu zamackne slzu v oku,
prehodnoti sviij dosavadni postoj k polynomiam a kvadraticky polynom se razem stane i jejich
nejoblibenéjsim. Prectéte si vSak, co pise Vitek Musil.

Mym jednoznacné nejoblibenéjsim polynomem je polynom Tayloriiv. Ptate se pro¢? Protoze
je to mistr pievleki! Bez potizi se schova za mistra Sina, jeho bratra Cosina, vérné napodobi i
samotného kréale Logaritma. Tim to vSak nekondi, pratelé! Kdyz chce, nerozeznéte jej od prince
Arcuse von Sina ¢i sester Tangens a Cotangens. A co vic je vrcholem uméni nez napodobit
samotnou princeznu e®. Snadno vsak miizete namitat: ,A co Laurent? Ten je také schopny!“
Pratelé ... neberme si imaginarni vzory!



Pokrocili jisté uznaji, ze Taylorav polynom je distojnym soupefem polynomu kvadratickych.
A vy, ktefi nerozumite, co Vitek pise, nezoufejte. Rozsifite-li fady matfyzdka, jisté potom i
vy budete schopni plné docenit zminovanou mistrnou maskovaci schopnost Taylorova polynomu.
A je-li mezi vami nékdo, kdo o studium matematiky nestoji, bude se mu jisté libit aspon jedineéné
feseni Karla Kolare, ze kterého jsem se toho o polynomech dozvédéla vic nez za celou svoji
matfyzackou kariéru. :)

Tato otazka je opravdu zaludna a zadajici si hlubsi zamysleni. Co je to vlastné takovy poly-
nom? Polynom by mélo byt seskupeni mensich nomu. A nom je oznaceni pro spravni jednotku
ve starovékém Egypté. Rozdéleni na tyto mensi spravni celky sahé do preddynastické doby (pred
rokem 3100 pi.n.l.) a zistalo ve viceméné nezménéné podobé po celé t¥i tisice let. Kdyz bych
se mél vratit k tomu, ktery polynom je miij nejoblibenéjsi, tak musim zminit to, ze v Egypté
byly pouze dva velké spravni celky (Horni Egypt (z 22 nomu) a Dolni Egypt (z 20 nomii)), které
puvodné byly samostatné staty (i kdyz Dolni Egypt byl mozna tvoren vice nezavislymi mést-
skymi staty) pfed 3000 lety p¥. n. I. Déleni na Horni a Dolni Egypt se ovSem ujalo a i dnes se
stale pouzivd (minimélné pii vyuce déjepisu). TakZe mam na vybér ze dvou polynomi — Horniho
Egypta a Dolniho Egypta. Vzhledem k tomu, ze ve starovékém Dolnim Egypté byla takova mésta
jako Alexandrie, Heliopolis a Memfis, tak volba jasné pada pravé na Dolni Egypt. Dolni Egypt
je mij nejoblibenéjsi polynom.

To koukate, co? J& také. Znovu a znovu Ctu tento neuvéfitelny text a premyslim, jak je
mozné, ze jsem o tomto skvélém polynomu nikdy neslySela. A nyni jsem byla obohacena. Jaky
to povznasejici pocit!

A predstavte si, Ze i pfes to, ze existuje takova spousta polynomu, které maji veskeré pred-
poklady k tomu, aby se staly nékym oblibené, jeden z fesiteltt, Ondra Smid, stile odolava a
rozhodl se nas presvédcéit o tom, ze v zddném pripadé neméa k zaddnému polynomu zadny citovy
vztah.

Pravdivé tvrzeni je: Nemam zadny oblibeny polynom. Mnozi lidé by se mnou nemuseli sou-
hlasit a mohli by tedy mou vétu negovat. Rekli by, Ze existuje alespon jeden polynom, ktery se
mi libi. Jejich tvrzeni bych ovsem znegoval, abych jim takzvané , oplatil“ jejich metody.

Pravdivost tvrzeni, které jsem vyslovil, je podloZzena takto: V mém mozku neprobihaji ta-
kové bilologické déje, které by spolu s urcitymi vnéjsimi podnéty v urcité ¢asti mozkové tkané
vyvolavaly sebemensi reflexe v podobé citovych pout, zde ,,oblibenosti“. Zminéné , ur¢ité*“ vnéjsi
podnéty jsou v mém pripadé i ziskavani informaci z tzv. matematickych disciplin. V téchto
informacich je zahrnut mimo jiné i pojem polynom.

K tomuto i jinym pojmum si ma mozkova tkan nevytvari zadnou citovou vazbu v podobé
elektrickych napéti mezi nervovymi bunikami, zde , oblibenost*.

No tedy ... uznale pokyvuji hlavou, vyznas se jako doktor a mluvis jako pravnik. Vazné jsi
mé presvédcil. Ale co ted? Jesté pofad si za tim stojis? I po zvefejnéni nékolika nadhernych
polynomi véetné oduvodnéni, pro¢ je ten ktery nejlepsi? Nebo mam nabidnout jesté néjaky?
Mam jich tady slusnou zasobu. Nékteré dokonce tspésné maskuji to, ze to ani nejsou polynomy.
To vse diky spousté prednostem, kterymi zaslepili své uctivatele.

Také mi prisel jeden polynom od Kaji Rezkové, kterazto je velka Sarlatdnka a jasnovidka,
nebof mé oslovuje nikoli ,,Mé milé PraSatko*, nybrz ,Mila Hamno“. A jeji polynom je dlouhatan-
sky, strasné barevny a vysoce obskurni. Ba co vic, jeSté mi piSe, ze mi nepovi, ¢im si ziskal jeji
oblibu. Mam si na to pfijit sama, abych se pry nenudila. Ale fika, Ze si mizu od nékoho nechat



poradit. Skoda %e v ¢ernobilé verzi by se spousta jeho obskurnich vlastnosti ztratila. Ale bude-li
mi nékdo chtit pomoci, necht se ozve, milerdda mu barevnou verzi zaslu.

A Kaja si za svuj duvtip zaslouzi ¢okolddu. Stejné tak Karel Kolar s Honzikem Variharou.
I kdyz to tedy bylo velmi tézké rozhodovani.

Sléva polynomtm! A PraSatku. :)

1. iloha
Uréete vSechna realna &isla g tak, aby polynomy P(z) = 3z + ¢ a Q(z) = 22 + 3z + ¢ mély
spolecny kofen.

Staci si vSimnat, ze ak maji polynémy P(z), Q(z) spolo¢ny koren a, tak P(a) = 0, Q(a) = 0,
a teda aj Q(a) — P(a) = 0. Preto a2 = 0 = a. Potom P(a) = 3a + ¢ = ¢ = 0. Jediné riesenie je
teda ¢ = 0 a vyhovujicim koretiom je prenho z = 0.

2. uloha
Maje dlouhou chvili, vymyslel si Lubo$ realna ¢isla b, B a zjistil, ze pro kazdé redlné x plati
nerovnosti

a® +2b2+12>0

22 4+2Bx+1>0

Mysli si, ze pro kazdé realné = bude platit i
2 +20Bx +1>0
Pomozte mu to dokazat.

Jelikoz prvni nerovnost musi platit pro kazdé x, plati i pro x = —b. Tedy (—b)2+2b(—b)+1 > 0,
neboli b2 < 1. Analogicky z druhé nerovnosti pro x = —B vidime, ze B? < 1. Vynasobeni d4
(bB)? < 1. Plati tedy:

(z+bB)2>0> (bB)2 —1.

Upravou prvniho a posledniho &lenu dostaneme dokazované 0 < (x + bB)2 — (bB)2 +1 < 22 +
+ 2bBzx + 1.

3. tlloha

Pro ktera piirozena n > 2 je vyraz n3

—n? +n — 1 prvocislo?
Zacneme tim, ze si vyraz upravime:
Pn)y=n®—n24+n—-1=n?(n-1)+n—-1)=02+1)(n-1).

Prvocislo je délitelné pouze jednickou a samo sebou, tedy jedna ze zévorek se musi rovnat 1 a
druh4 onomu prvoéislu. Spolu s podminkou, ze n > 2, dostavame (n2 4 1) > (n — 1) pro vsechna
zvazovana n. Tedy (n — 1) se musi rovnat 1, z ¢ehoz plyne n = 2. Uz zbyva jen ovéfit, Ze pro
n = 2 opravdu prvodislo vyjde. Po dosazeni dostaneme P(2) = 5, a jelikoz pétka je prvocislo,
nezbyva nez konstatovat, ze jediné n vyhovujici zadani je n = 2.

4. uloha
Polynom z3 — 3z +1 ma t¥i redlné koteny, které oznacime «, 3, y. Napiste polynom tietiho stupné,
jehoz kofeny jsou ¢&isla a + 1,3+ 1,7 + 1, a svoji odpovéd zdtvodnéte.



Prvni reseni:

Kofeny polynomu odpovidaji priiseciktim funkce p(z) = 3 — 3z + 1 s osou . Abychom ziskali
polynom s kofeny o jednic¢ku vétsimi, staéi funkci ,,posunout doprava“. Piesnéji, je-li ¢(z) hledany
polynom, pak musi platit g(z + 1) = p(z). No ale pak uz je snadné ziskat polynom g(z), staci
do zadaného predpisu dosadit namisto z hodnotu x — 1. Mnoho fesSiteli se spletlo a namisto x
dosazovalo = + 1, coz je ale posun doleva (rozmysli si). Spravny vysledek je tedy polynom

g(z) = 2% + 322 - 3
a v8echny jeho nenulové nasobky (identickou nulu ndm zakazuje zadani).

Nastin druhého reseni:

pro polynom tietiho stupné a3 + paa? + p3x + ps s kofeny «, 8, podle Vietovych vztahti plati

a+ B+~ =—ps2, (&)
af + By + oy = p3, (8)
afy = —p4. (+P)

Zde konkrétné ps = 0,p3 = 3,ps = 3. Mame-li ziskat polynom g(z) = 22 + q222 + g3z + g4 (opét
bychom mohli cely polynom nasobit libovolnym n € R\ {0}) s kofeny o + 1,8+ 1,7 + 1, musi
pro jeho koeficienty podle pravé odvozeného platit

(a+D+ B+ +0+1) =—q, (M)
(a+ DB+ + B+ + D)+ (a+D(y+1) = g3, (~)
(a+DB+D(H+1) = —qa (<)

Nyni roznasobime vztahy (A), (~), (<) a dosadime do nich vztahy (X), (), («P) tak, Ze ndm
zmizi vSechny «, 3, v. Hledané koecienty g2, g3, g4 tak dostaneme vyjadfeny pomoci p2, p3 a pa
a to je konec.

5. illoha

Meéjme polynom P(z) s celoéiselnymi koeficienty, o kterém navic vime, ze P(0) = 1. Urcete, jaky
je nejvétsi mozny pocet n navzajem raznych celych ¢&isel x1,z2, ...,z takovych, aby P(z1) =
= P(x2) =+ = P(xn) = 2008.

Uvazujme polynom Q(z) = P(z) — 2008. @ ma rovnéz celoéiselné koeficienty, Q(0) = —2007
(protoze P(0) = 1) a P(xz) = 2008, pravé kdyz Q(x) = 0. Chceme tedy zjistit, jaky je nejvétsi
mozny pocet raznych celo¢iselnych kofent polynomu Q.

Predpokladejme, Ze zi,...,xy, jsou vSechny navzajem rtzné celociselné kotfeny Q. Potom
muzeme psat

Q(z) = (¢ — z1)(x — z2) ... (x — zn)(apz® + - - + a1z + ag), (*)
kde apz® + - -+ a1z + ao je polynom, ktery nema zadné celoéiselné kofeny rizné od 1, ..., Zn.
Navic plati, ze vSechny koeficienty ag, . . ., ar jsou cela ¢isla. Jinak by totiz existoval necelociselny

koeficient a; takovy, ze vSechna a;1,. .., ax by uz byla celo¢iselna. Pak ale roznasobenim posledni



rovnosti dostaneme, %e (Q ma u mocniny z't" koeficient (a; + celé &islo), tj. onen koeficient je
neceloé¢iselny, coz je spor.

Dosadme nyni do rovnosti (*) hodnotu z = 0. Potom Q(0) = (—1)"-z1-2z2 - - - xn-ag = —2007,
Gili |z1|-|z2| -« - |Zn]| - |ao] = 2007. Protoze prvoéiselny rozklad 2007 = 3-3-223 je nejdelsi rozklad

¢isla 2007 na soucin prirozenych ¢isel vétsich nez 1, mohou byt mezi Cisly z1,...,z, nejvyse tii
ruzné od 1 a —1. Pfidame-li navic 1 a —1, dostaneme n < 5. Pro n = 5 uz odpovidajici polynom
snadno sestrojime: polozme x1 = 1,290 = —1,23 = 3,24 = —3,25 = 223,a0 = 1,a; = 0 pro
vSechna ¢ = 1,..., k. Dostali jsme polynom

P(z) = (z — 1)(z+ 1)(z — 3)(z + 3)(z — 223) + 2008,
ktery zfejmé spliuje podminky zadani, tedy nejvétsi mozné n je rovno 5.

6. tlloha

Pavel si napsal polynom P(xz) s celo¢iselnymi koeficienty a zjistil, Zze mé alespon jeden celo¢i-
selny kofen. Nyni Zuzce pokazdé fekne néjaké prirozené ¢islo k a chce po ni, aby mezi ¢isly
P(0), P(1),...,P(k — 1) nasla takové, které je délitelné® ¢islem k. Dokazte, Ze se to Zuzce vidy
podari.

Vasou tlohou bolo ukézat, ze medzi ¢islami P(0), P(1),..., P(k — 1) je pre kazdé prirodzené
¢éislo k aspon jedno ¢islo delitelné k, pri¢om vieme, ze P(z) je polyndm s celo¢iselnymi koeficietmi,
ktory ma aspon jeden celociselny koren. Oznac¢me si ho pismenkom c. Kedze c je koreniom, vieme
si polyném P(z) zapisat ako nasledujuici stcin:

P(z) = (z - ) - Q).

Kedze P(z) ma celociselné koeficienty, koeficient u = je 1 a c je tiez celé ¢islo, bude mat polyném
Q(z) celo¢iselné koeficienty (¢o ku koncu dokazeme).

To vSak znamen4, ze nam staci dokézat, Ze x — c je deliteIné k pre niektoré z =z € {0,1,...,k—
— 1}. A to plati, pretoze po dosadeni dostaneme —c¢,1 —¢,...,k —c — 1, ¢o je postupnost k za
sebou iducich &isel. A teda medzi nimi musi byt prave jedno delitelné k. Uloha je temer vyriesena.

Tvrdenie, ze Q(z) ma iba celo¢iselné koeficienty, v8ak nie je trividlne, a tak ho treba doka-
zat. Polyném P(z) mé stupen aspon jedna, Q(z) ma stupenl o jeden mensi a moézme zaviest
nasledujice, mnohym zname, znacenie

P(z) = anz™ + an—12" "1 + -+ + ag,
Q(CIZ) = bnflxnil + bn72xn72 + -+ b07

pri¢om vieme, Ze a; € Z pre i € {0,1,...,n}. Zo vztahu
ant™ + an_12" '+ +ao=(x—c) (bn_12" ' +bp2z" 2+ +bo)
medzi P(z) a Q(x) si mozme odvodit nasledujtce vztahy medzi ich koeficientmi:

an = bn,1,
ap = bg_1 — cbg,

ag = —cbg

3Cislo 0 je délitelné kazdym prirozenym &islem.



pre k € {1,2, ...,n — 1}. Z prvej rovnosti vieme usudit, ze b,_1 je celé &islo. Dalej budeme
pokracovat indukéne pomocou druhej rovnosti. Ak vieme, ze ay, by a c st celé &isla, musi byt
potom nutne aj by _1 celé a takto sestupime az k bg. Tym sme dokézali celoé¢iselnost koeficientou

polynému Q(x).

7.aloha
Pavel s Kennym si kazdy vymysleli kvadraticky polynom s kladnym vedoucim koeficientem a
vsimli si, ze plati ohromné zajimava véc. Kdykoliv jeden z nich dosadi do svého polynomu realné
¢islo tak, ze mu vyjde druha mocnina pfirozeného ¢isla, pak pri dosazeni téhoz ¢isla vyjde druha
mocnina pfirozeného ¢isla i tomu druhému z nich. Dokazte, Ze pokud oznaéime R(z) soudin onéch
dvou polynomii, pak existuje polynom Q(z) takovy, ze plati R(z) = Q(x)?.

Diky tomu, Ze Pavliv i Kennyho polynom (ozna¢me je P(x) a K(z)) maji kladny vedouci
koeficient, existuje interval tvaru (a,+00), a € R, takovy, Ze na ném jsou oba polynomy kladné
a rostouci nade vSechny meze. VSechny dalsi ivahy jiz budeme provadét jen v tomto intervalu.

oy

(n+3)2-

Uvazujme nyni redlna ¢isla to < t1 < t2 < ... (vSechna z intervalu (a, +00)), v nichz polynom
P(x) nabyva postupné hodnot n2, (n 4+ 1)2, (n +2)2,..., tj. P(to) = n2, P(t1) = (n + 1)?,...,
kde n € N. Podle zadani je K(to) = m? pro n&jaké m € N. Ze zadani je i K(¢1) druhou mocninou
pfirozeného ¢&isla. Uvédomime si ale, Ze je pfimo K (1) = (m+1)2. Kdyby bylo K (t1) < (m+1)2,
tak uz je K(t1) < m? = K(to), jenZe to je spor, nebot jsme na intervalu, kde K (z) roste. Kdyby
bylo K(t1) > (m+1)2, tak musi existovat realné &islo s € (tg, t1), pro které je K(s) = (m+1)2,
jenze pak by musel i Pavltv polynom P(z) pfi dosazeni ¢isla s nabyvat druhé mocniny pfirozeného
&isla, jenze P(tg) = n? < P(s) < (n+1)2 = P(t1), coz je tedy spor. Postup miizeme libovolnékrat
opakovat a dostavame

P(t;) = (n+1)?
K(t;) = (m+1)*



pro ¢ =0,1,.... Takovato skutecnost se da interpretovat i tak, Zze rovnice
P(z) — /K(z) = (n+14) — (m +1) = n — m = konstanta

mé nekoneéné mnoho Feseni (FeSenim jsou ¢isla to,t1,...). To uz ovSem zaéina byt krajné po-
dezfelé, nebotf rovnice s polynomy mivaji jen koneéné mnoho fesSeni (polynomy maji totiz jen
kone¢né mnoho kofenti). Nage rovnice sice neni pfimo rovnice s polynomy (vyskytuji se v ni
odmocniny), ovSem snadno ji umime na takovou rovnici prevést. Nyni provedeme neekvivalentni
apravu umocnéni. Tim ndm mohou pfibyt néjaka dalsi feseni, coz nam ale nevadi. Dostaneme

2
(\/P(z) — \/K(z)) = P(z)+ K(z) — 2+/P(z)K(z) = (n — m)2
a snadnou tpravou (opét umocnénim mohou pfibyt néjaka reseni)

P(z) + K(z) — (n— m)2>2
2

P(z)K(z) = (

Radgji znovu zdiiraznime, %e se pohybujeme jen v intervalu (a, +00), takze i feSeni rovnice
hleddme jen v tomto intervalu. Vime v8ak, Ze vSechna ¢isla tg,t1,... jsou feSenim této rovnice,
ve které jiz vystupuji pouze polynomy. To ale znamend, Ze na obou stranich rovnice musi byt

P(2)+K(z)=(n—m)*
2

tytéz polynomy.? Nakonec staéi polozit Q(z) = a jsme hotovi, protoze mame

R(z) = P(2)K(z) = Q(z)?

Muzeme si vS§imout, Ze jsme nikde nepotfebovali, Zze polynomy P(x), K(x) byly kvadratické,
takZe snadno bychom mohli ditkkaz pouzit i pro obecnéjsi polynomy (libovolného stupné, ale
majici kladny vedouci koeficient, protoze je dilezité mit interval (a,400), na kterém jsou oba
polynomy rostouci).

8. dloha

Méjme n navzajem riiznych celych &isel a1, az, ..., an. Dokazte, Ze polynom f(z) = (z —a1)(xz —
—a2) - (x — an) — 1 nelze zapsat jako souéin polynomi g(x), h(z) s celodiselnymi koeficienty,
které jsou oba stupné mensiho nez n.

Ulohu dokaZeme sporem. Pedpokladejme tedy, e existuji polynomy g(z) a h(z) takové, ze
f(z) = g(z)h(x). Z tvaru

f@)y=(z—a1)(z—a2) - (r—an)—1
vidime, ze

fla;) = =1 =g(a;)h(a;) pro vSechnai=1,2,...,n.

4Pokud ti toto tvrzeni nepiipadéa ani ziejmé, ani znadmé, tady je dikaz. Vezmeme si polynom
(doporucuji p¥isné rozliSovat mezi slovy rovnice a polynom) %(P(z) + K(z) — (n — m)?)?2 —
— P(z)K(z). O ném vime, ze mé nekoneéné mnoho kofenti ¢g,¢1,.... OvSem z povidani pfed
sérii také vime, Ze nenulovy polynom ma nejvyse tolik kofent, jaky je jeho stupen. Nezbyva nic
jiného, nez ze nas polynom i(P(x) + K(z) — (n — m)2)? — P(z)K () je nulovy, tj. roven 0 pro
vSechna z. Z toho uz ale snadnou upravou méame rovnost dvou polynomut P(z)K(z) = i(P(:):) +

+ K(z) — (n—m)?)*.



Jenze a; i koeficienty u g(z) a h(z) jsou celoéiselné, tudiz i hodnoty g(a;) a h(a;) musi byt
celociselné. Jejich soucin je —1, a proto je bud

g(a;) =1a h(a;) = -1,
nebo

g(a;)=—-1lah(a;)=1 proi=1,2,...,n.

Vezmeme-li polymom p(z) = g(z) + h(x), dostaneme z predeslého odstavce, ze p(a;) = 0 pro
i=1,2,...,n. To oviem znamena?, e je polymon p(z) bud konstantni, nebo ma stupen alespoii
n. Rozeberme tyto pripady:

Je-li p(x) konstantni, potom nutné p(z) = 0. Pak ale g(z) = —h(z) a tudiz f(z) = —(h(m))2,
coz ovSem znamena, ze f(x) < 0 pro kazdé x € R. AvSak dle zadani mé f(x) vedouci koeficient
1, a proto pro dostate¢né velkd = (napfiklad kterékoli z > max{a1,...,an}) bude f(z) kladné.
Spor.

Bude-li p(z) mit stupen alespoii n, pak ovéem g(z) nebo h(x) musi mit stupeii® alespoii n.
Coz je také spor s predpokladem tulohy.

Timto jsme dokazali, ze

f@)=(z—a1)(xz—a2) - (x —an) — 1 # g(z)h(x)

pro g(z), h(z) s celo¢iselnymi koeficienty.

5Polynom s n kofeny je bud, nula nebo je aspoii n-tého stupné.
6deg(g + h) < max {deg(g),deg(h)}



