1. seridlova série
Téma: Teorie Cisel

Datum odeslani: 1. PROSINCE 2008

1. 0LOHA (5 BODU)
Naleznéte vsechna = € Z, aby platilo

P+l=z (mod 21).

2. ULOHA (5 BODU)
Necht m a n jsou pfirozena ¢isla. Dokazte, ze 2™ — 1 a 2™ — 1 jsou nesoudélnd, pravé kdyz m a
n jsou nesoudélné.

3. ULOHA (5 BODU)
Necht n je pfirozené a a, b jsou cela ¢isla takova, ze davaji stejny zbytek po déleni n. Dokazte, ze

a® =b"  (mod n?).
ResSeni 1. seridlové série

1. tloha
Naleznéte vSechna x € Z, aby platilo

z24+ 1=z (mod 21).

Nejdfive si kongruenci trochu upravime:

z?2 +1 =2z (mod 21)
22 —24+1=0
22—z —-20=0
(z=5)(z+4)=0

tedy vime, ze plati 21 | (x — 5)(z + 4). Bohuzel 21 neni prvocislo, takze nemizeme pouzit stejny
postup jako v textu seridlu. Zato pokud rozlozime 21 na prvocinitele, tj. 21 = 3 - 7, tak budeme
védet, ze 3| (x —5)(x+4) 17| (x—5)(x+4) a tentokrate 3 i 7 jsou prvocisla, tedy kazdé z nich
musi délit jednu nebo druhou zavorku.

Snadno nahlédneme, ze 3 |z —5 <= 3|z +4 <= x =2 (mod 3), sta¢i jen vSe zapsat
pomoci kongruenci a pricist nebo odecist néjaké nasobky 3 k jedné strané.

Podobné muzeme postupovat i pro modul 7, tentokrate nam vsak vyjdou zbytky 5 a 3 modulo
7. Tedy vime, Ze x je tvaru 7k + 5 nebo Tk + 3 pro néjaké k. Ted najdeme vsechna takova k, aby
z splnovalo i kongruenci modulo 3. TakZe fesime kongruence

7k +5 =2 (mod 3) 7k +3 =2 (mod 3)
k=0 k=2



Tedy vime, ze v prvnim pfipadé jsou fesenim vSechny z tvaru 7k+5 pro k tvaru 3[, tj. x = 211+5.
V druhém pripadé x = 7(3l 4 2) +3 = 211 + 17. Pfitom v8echna tato ¢isla jsou feSeni, to se ovéri
snadno dosazenim do zadéani. (Samoziejmé k,! jsou celd ¢isla.)

Nebo na konci mizeme postupovat i tak, ze si uvédomime, ze 3 déli kazdopadné obé zavorky,
a tedy kdyZ si vezmeme tu zévorku, kterou déli 7, tak ji délii 7-3 = 21. Tj. plati 21 | x — 5 nebo
21 | x + 4 a mame feSeni x = 5,17 (mod 21). Tedy vSechna ¢isla tvaru 21k + 5 nebo 21k + 17,
pro néjaké k € Z.

2. tlloha
Necht m a n jsou pfirozena ¢isla. Dokazte, Ze 2™ — 1 a 2™ — 1 jsou nesoudé&lnd, pravé kdyz m a
n jsou nesoudélna.

Namisto déleni diikazu na dvé implikace, zkusme nejprve spocist nejvétsi spolecny délitel cisel
2" —1 a 2™ — 1. Tedy é&islo (2™ —1,2™ —1).
Pouzijeme Euklidiiv algoritmus. Pedpokladejme BUNO, ze m > n.

2M 1 =2m (2" —1) (27" — 1)

Méme tedy (2™ —1,2" — 1) = (2" —1,2m~ ™ —1).
V jednom kroku jsme dvojici exponentd [m, n] nahradili dvojici [n, m—n|. Opakovanim tohoto
postupu tedy vlastné provadime Eukliduv algoritmus pro ¢éisla m a n! To znamené, ze

(2™ —1,2" —1) =20mn) _1,

Nyni jiz snadno dokon¢ime dikaz ekvivalence, nebot pro (m,n) =1 je (2" —1,2™ —1) =1 a
pro (m,n) > 1je (2% —1,2™ — 1) > 21 — 1 = 1. Tedy é&isla m, n jsou nesoudélnd, pravé kdyz
jsou nesoudé€lnia cisla 2™ — 1 a 2™ — 1.

3. uloha
Necht n je pfirozené a a, b jsou cela ¢isla takova, ze davaji stejny zbytek po déleni n. Dokazte, ze

a® =b"  (mod n?).

Reseni podle snEka
Podivejme se na vyraz a™ — b", o kterém chceme dokézat, e je délitelny n?. Dle znamého vzorce
plati:
a — b = (a _ b)(an71 _,'_an72b+ L +bn71)
Pritom vime, Ze n | a — b. A pokud se nam povede dokdzat, ze n déli i druhou zavorku, tak

budeme mit hotovo. Znovu zopakujeme argument, ze a = b (mod n), tedy mizeme v kongruenci
za b dosadit a dostavame:

a" P a" 4+ =" 40" 20+ a0 P =na" 1 =0 (mod n)

A tedy n déli prvni i druhou zévorku a tedy n? déli jejich soudin.



Reseni podle Kennyho
Vime, ze n | a — b. Ekvivalentné existuje k € Z, pro které plati a = nk + b. Podivejme se nyni na
rozdil a™ — b™, dosadime za a a rozepiSeme podle binomické véty:

@ — b = k45" =" ="k 4 ()t o (7 Ykl e — b
1 1

n —

Vidime, Ze posledni dva ¢leny se nam odedtou. Vsechny ostatni jsou vsak délitelné n?, nebof

v prvnich ¢lenech se n vyskytuje pfimo v alespon druhé mocniné a ve ¢lenu (nﬁl)nkb” -1
n
n—1
déli aplné vSechny zbyvajici ¢leny, tedy i rozdil a™ — b™.

muzeme jesté dosadit za kombinaéni ¢islo ( ) = n a mame opét n v druhé mocniné, tudiz n2

2. serialova série

Téma: Teorie ¢isel

Datum odeslani: 16. GNORA 2009
4. 0LOHA (5 BODU)
Necht p je prvocislo a b celé ¢&islo. Dokazte, ze p°-1 = 1 (mod p?), pravé kdyz bP~1 = 1

(mod p?).

5. ULOHA (5 BODU)
Dokazte, ze z posloupnosti a, = 2" — 3 lze vybrat nekonecné mnoho cisel tak, aby kazda dvé
z nich byla nesoudélna.

6. ULOHA (5 BODU)
Kenny a $nEk chystaji na Frantu néjakou vylomeninu (ted v zimé ho asi budou chtit spi§ zkou-
lovat, nez hodit do Vltavy). Franta o tom dobfe vi, dokonce se dozvédél, ze to bude v patek, ale
potad nevi v kolik hodin — na tom se musi Kenny se $nEkem jesté domluvit (idedlné tak, aby se
Franta nic nedozvédél). Jenze Kennymu zrovna prestal fungovat internet a $nEk zase zapomnél
mobil ve vlaku, a proto se mizou dorozumivat jen pfres nasténku na Matfyze.

Rozhodnou se, Ze budou komunikaci Sifrovat. Nejdiive si Kenny vymysli klice a vefejny kli¢
povési na nasténku. Franta si klice na nasténce vSimne, tak si ho rychle opise: n = 55,d = 17.
Opise si ho i snEk, zakéduje hodinu pomoci tohoto klice a na nasténku pak povési nic netikajici
¢islo 24. Franta vsak nezavaha a opise si ho také. Nakonec si Kenny ¢islo precte a desifruje, takze
uz vi, kdy se na Frantu néco chysta.

Pomozte Frantovi: Kenny se $nEkem pouzivaji algoritmus RSA. Zlomte ho (tj. naleznéte
soukromy Kennyho kli¢) a desifrujte pfedanou zpravu.

Reseni 2. seriadlové série

4.dloha y
Necht p je prvoéislo a b celé ¢&islo. Dokazte, ze b?°~1 = 1 (mod p?), pravé kdyz »P~! = 1
(mod p?).



Zadanou ekvivalenci si miizeme rozdélit na dvé implikace.! Nejprve se pustime do té jedno-
dussi: .
W l=1 (modp?) = ¥ ~1=1 (modp?)

Pfi dikazu této implikace si vysta¢ime s tvrzenim, ze kongruence miuzeme nasobit. Pak nam staci
uZ jen (p+ 1)-krat vynasobit kongruenci ¥»~1 =1 (mod p?) samu sebou (neboli ji umocnime na
(p 4+ 1)-tou) a dostaneme kyZenou kongruenci w1 =1p+l =1 (mod p?).
Implikaci
=1 (mod p?) = P71 =1 (mod p?)

vyfesime pomoci Eulerovy véty.

Na zacatek si uvédomime, Ze pro kazdé prvocislo plati ¢(p?) = p(p — 1). Tento fakt lze jed-
noduse nahlédnout z definice Eulerovy funkce. S druhou mocninou prvoéisla jsou totiz soudélné
jen nasobky tohoto prvodisla.

Déle potiebujeme vylouéit pfipad, kdy b a p? jsou soudélné. Z prvoéiselnosti p vyplyva, ze
tento pripad nastava pouze pro takova b, ktera jsou ndsobkem p. Pak ale nemuze platit pp°-1 =1
(mod p?), protoze -1 =0 (mod p?) (p? — 1 je zfejmé vétsi nez 2, a proto dostavame na levé
strané &islo délitelné p?).

Nyni mame splnéné podminky pro Eulerovu vétu, do které dosadime b a p2. Dostavame
tedy novou platnou kongruenci pwi-p =1 (mod p?). Obé strany vynasobime b?~1 a dostavame
pp? =1 = pp—1 (mod p?). K dokonéeni uz si sta¢i jen uvédomit, ze vyraz na levé strané je kon-
gruentni s 1, a dopracovali jsme se tim k hledané kongruenci 1 = b?~1 (mod p?).

5. illoha
Dokazte, ze z posloupnosti a, = 2" — 3 lze vybrat nekoneéné mnoho cisel tak, aby kazda dvé
z nich byla nesoudélna.

Vybranou posloupnost budeme konstruovat indukci, pfi¢emz prvni ¢len zvolime libovolné.
Uvazme nyni, Ze jiz mame vybrana ¢isla z1,x2,...,xr_1. Prvocisla, ktera déli alesponn jedno
z nich, ozna¢me p1,p2 ... pm. VSechna ¢isla x; jsou lichd, takze ¢islo 2 mezi vybranymi prvodisly
neni. PoloZzme

T = 2(?1*1)(172*1)-“(1’171*1) — 3.

Toto ¢islo je zfejmé vybrano z posloupnosti a, a navic jest
zr = —2 (mod p;) proi=1,2,...,m

jak snadno ovéfime z malé Fermatovy véty. No a diky tomu, Ze ¢&isla p; jsou liché, tak p;  z pro
zadné i a Cislo z je nesoudélné s Cisly x1,...,zr_1. A to nam jiz k dikazu staci.

6. tloha

Kenny a $nEk chystaji na Frantu néjakou vylomeninu (ted v zimé ho asi budou chtit spi§ zkou-
lovat, nez hodit do Vltavy). Franta o tom dobfte vi, dokonce se dozvédél, ze to bude v patek, ale
pofad nevi v kolik hodin — na tom se musi Kenny se $nEkem jesté domluvit (idedlné tak, aby se
Franta nic nedozvédél). Jenze Kennymu zrovna prestal fungovat internet a snEk zase zapomnél
mobil ve vlaku, a proto se miizou dorozumivat jen pres nasténku na Matfyze.

1Tedy musime dokézat, ze z prvni kongruence plyne druhé a naopak.



Rozhodnou se, ze budou komunikaci Sifrovat. Nejdrive si Kenny vymysli klice a verejny kli¢
povési na nasténku. Franta si klice na nasténce vsimne, tak si ho rychle opise: n = 55,d = 17.
Opise si ho i snEk, zakdduje hodinu pomoci tohoto klice a na nasténku pak poveési nic netikajici
¢islo 24. Franta vSak nezavahé a opiSe si ho také. Nakonec si Kenny cislo precte a desifruje, takze
uz vi, kdy se na Frantu néco chysta.

Pomozte Frantovi: Kenny se $nEkem pouzivaji algoritmus RSA. Zlomte ho (tj. naleznéte
soukromy Kennyho kli¢) a desifrujte pfedanou zpravu.

Ukolem je rozlousknout RSA, zname vetejny kli¢ (n, d), potfebujeme zjistit soukromy, ozna(:mel
ho t¥eba (n,e). Cislo n uz zname, to se vyskytuje v obou kli¢ich. Hleddme tedy jen &islo e, aby
pro libovolnou zpravu m platilo m%® = m (mod n). Pfitom vime, %e pokud de = 1 (mod ¢(n)),
tak toto bude platit z Eulerovy véty. Hodilo by se nam tedy spocitat ¢(n).

K tomu potiebujeme rozklad ¢isla n na prvocinitele — pokud budeme znat ¢(n), tak z néj
rozklad n muzeme zpéatky spocitat. Vskutku vime, Ze je-li n = pq, tak ¢(55) = (p—1)(g— 1) =
=pqg— (p+4q)+1=n+1—(p+q). Znali bychom tedy soucet i soucin dvou éisel p a ¢ a pak uz
neni problém je spocitat (jsou to pravé feseni kvadratické rovnice x2 + (¢(n) —n — L)z + n).

Dobre, tak tedy uhodneme rozklad 55 = 5-11 — tim jsme provedli jediny netrividlni krok. Ted
uz staci jen postupovat podle textu seridlu a dopocitat druhy kli¢. Mame ¢(55) = 4 - 10 = 40.
Hleddme tedy e, ze 17e 4+ 40k = 1 pro néjaké celé cislo k. To umime z Euklidova algoritmu:

40=2-17+6
17=2-6+4+5
6=5+1

a zpétnym chodem
1=6-5=3-6—-17=3-40—-7-17

dostavame, ze —7 - 17 = 1 (mod 40). OvSem na —7 se celkem $patné umocnuje, nezbyde ndm
tedy neZ pri¢ist modul 40, tedy e = 33. A mame soukromy kli¢ (55, 33).
Vrhnéme se na desifrovani zpravy 24. Chceme spoéitat 2433 = 2432+1 mod 55.

242 =26, 24*=262=16, 24®=162=36, 24'6=362=31, 2432 =312 =26 (mod 55)
2438 = 24321 = 26 . 24 = 19 (mod 55)

Desifrovali jsme zpravu 19, nezbyva nam tedy nez zavolat Frantovi a Fict mu, ze v sedm hodin
veler se na néj néco chysta (nebo se pfidat v tuto dobu ke $nEkovi a Kennymu;-)).

3. seridlova série
Téma: Teorie ¢isel

Datum odeslani: 14. puBNA 2009

7. ULOHA (5 BODU)
Najdi vSechny dvojice celych ¢isel a, b, ktera splnuji

a® = b3 +4b% + 4b+ 2.



8. ULOHA (5 BODU)
Najdi vSechny trojice x,y, z celych ¢isel, které fesi rovnici

z2 —l—y2 = 1122

9. ULOHA (5 BODU)
Najdi vSechna celociselna feseni a, b, ¢ rovnice

a? + 2b% = 3c2.
Reseni 3. seridlové série

7. aloha
Najdi vSechny dvojice celych ¢isel a, b, ktera splnuji

a® = b3 +4b% + 4b + 2.

Idea feseni tkvi v pouziti Twrzeni o po sobé jdoucich mocnindch, o némz jste se docetli
v poslednim dile seridlu. Nuze zkoumejme tedy, pro kterd b plati nerovnosti

(b4+1)% < b3 +4b% 4 4b+2 < (b+2)3.

Pro takové b nebude vyraz b® +4b2 4-4b4-2 zcela jisté t¥eti mocninou celého &isla. Prvni nerovnost
je ekvivalentni s nerovnosti
2+b+1>0,

kterd plati pro kazdé b, jak se snadno sami presvédcite. Druhd nerovnost po roznasobeni a
ekvivalentnich upravach prejde v
b2 +4b+3>0,

ktera plati pro b € (—oo0, —3) U (—1, 00).
Ukazali jsme, Ze jeding pokud b € {—3,—2, —1}, miZe mit dand rovnice feSeni. Tyto pfipady
ru¢né prozkousime a ziskdme dvé feseni (1,—1), (—1,—3).

8. iloha
Najdi vSechny trojice x,y, z celych Cisel, které fesi rovnici

2?2 +y? = 1122,

Je snadné vidét, ze x = y = z = 0 je FeSeni. Déle vyloucime vSechna ostatni reSeni nekonec¢nym
sestupem.

VSimni si, ze je-li z = 0, tak nutné uz jediné takové feSeni musi byt dfive popsané trivialni.
Tedy vsechna ostatni feSeni maji z # 0. Dale pro spor predpokladejme, ze x,y, z je feSeni ulohy,
ze z # 0. Bez Gjmy na obecnosti muzeme navic pfedpokladat, ze x,y a z jsou nezdporna.



Podivejme se na zadanou rovnici modulo 4. Vime, ze mozné kvadratické zbytky modulo 4
jsou jeding 0 a 1. Tedy prava strana ma hodnotu 0 nebo 3 (modulo 4). V pfipadé 22 = 1 (mod 4)
feSime rovnici

22442 =3 (mod 4),

ktera zfejmé nema feSeni, protoze z kvadratickych zbytka miize leva strana nabyvat pouze hodnot
0,1 nebo 2. Tedy nutné plati 4 | 22, tj. 2 | z. Re$ime kongruenci

22 +y?2=0 (mod 4).

Ta méa z podobného diivodu jako vyse jediné feseni modulo 4, a to 22 = y? = 0 (mod 4), tj.
2 | «,y. Necht tedy © = 2z1, y = 2y1 a z = 221, pak podélenim puvodni kongruence étyfmi:

(221)% + (2y1)% = 11(221)?

of +yf =117

dostaneme mensi feseni x1,y1 a z1. Takto mizeme postupovat indukci, ¢imz dostaneme ostie
klesajici nekone¢nou posloupnost feSeni (&n, Yn, 2n)peq . Aviak tieba (zn),-; je nekonecn ostie
klesajici posloupnost pfirozenych cisel. Takova nemuze existovat, a tedy dostavame spor.

Uloha mé tedy jediné (trivialni) feSeni z =y = 2z = 0.

Urcité té zarazila na prvni pohled volba modulu. Pro¢ vzit zrovna 47 Duvod neni skoro zadny,
stejny postup by fungoval tieba i pro 11, jen by se muselo rozebirat vice kvadratickych zbytka.
Naproti tomu 4 je pfece jen nejlepsi modul pro tuto tlohu?, protoze celé feseni funguje nejen pro
rovnici 22 + y2 = 1122, ale i pro libovolnou rovnici tvaru z2 + y2 = (4k + 3)22, kde k je dané
celé cislo.

9. tloha
Najdi vSechna celociselna feseni a, b, ¢ rovnice

a® + 2b% = 3c2.

Budeme postupovat podobné jako pfi feSeni vzorové tlohy v posledni sekci seridlu, misty ale
telné, muze ti pomoci, pokud si napred prectes feseni zminéné vzorové ulohy.

Pokud ¢ = 0, dostavame jediné feseni (0,0, 0); dale predpokladejme, Ze ¢ # 0. BUNO miizeme
predpokladat, ze ¢isla a, b, ¢ jsou po dvou nesoudélnd — kdyz najdeme vSechna nesoudélna feseni,
bude kazdé feseni tvaru (ka, kb, kc) pro né&jaké k € N a nesoudélné feseni (a,b,c) (rozmysli si,
ze totiz NSD(a,b,c¢) = NSD(a,b) = NSD(b,c)). Budeme-li uvazovat i k& < 0, mizeme navic
predpokladat, ze ¢ > 0. Ozna¢me = = a/c,y = b/c; vidime, Ze (z,y) je racionalni bod elipsy
224242 =3. A= (1,1) je racionalni bod na této elipse, vSechny racionélni body pak dostaneme
jako pruseciky elipsy s raciondlnimi pfimkami prochéazejicimi bodem A.

Rovnice pfimky je tvaru ¢ = ¢,q € Q nebo y = kx + I, k,l € Q. V prvnim pfipadé mame
g =1 (aby bod A lezel na pfimce), kromé bodu A je jediny prusecik bod (1, —1).

2Souvisi to se sou¢tem dvou druhych mocnin: kdyby ses pokousel fesit rovnici 22 + y2 = a
s parametrem a € N, pak bys brzo pfisel na to, ze tu vyznamnou roli hraje pravé modul 4, ktery
ti ukaze, ze pro cisla a tvaru 4k + 3 dana rovnice nema zadné celociselné feseni.



Ve druhém ptipadé musi byt { = 1 — k. Dosadime-li hodnotu y = kxz + 1 — k do rovnice
elipsy, po tipravé dostaneme, %e z-ové soufadnice prisecikt spliiuji rovnici (2k2 + 1)x2 + 4k(1 —
— k)z + (2k% — 4k — 1) = 0. Jeden z kofentl odpovida zndmému priseéiku A, tedy = = 1. Druhy

2 2
koten r pak snadno dopoéitame z Vietovych vztahti:3 zr = 2’“%_27‘1“1_1, cilir = %4 Druha
b= —2k>—2k41
- 2k2+1
Zjistili jsme tedy, ze mnozina vSech racionalnich bodd na kruznici & je

2k2 —4k —1 —2k2 —2k+1
M= ,
2k2 +1 2k2 +1

soufadnice hledaného pruseciku je pak s = kr +1 —

) ke Q} U{(1,%1)}.

Témto bodim zpétné odpovidaji feseni zadané rovnice, pojdme je tedy spoéitat! k je racio-
nalni ¢islo, muzeme ho tedy napsat ve tvaru zlomku k = u/v, kde u € Z,v € N, (u,v) = 1. Pak

a _ o _ 2k2—ak—1 _ 2u®—duv—v? _ b _  _ —2k2-2k+1 _ —2u%2uviv? 5y o <1
T T SE T T T awtier 2. TYT oy T TuT o2 . Uz uz bychom chtéli
Fict, ze a = 2u? — duv — v2, b = —2u2 — 2uv +v2 a ¢ = 2u? +v2, to by ale byla chyba — nesmime

totiz zapomenout na to, ze nas zatim zajimaji jenom nesoud€élné feseni.

Zkusme tedy uréit nejvétsiho spole¢ného délitele D &isel ag = 2u2 — duv —v? a ¢g = 2u? +v2.
Pokud D # 1, existuje prvoéislo p, které déli D, a tedy i ag a cp. p pak musi délit i soudet téchto
dvou é&isel, coz je 4u(u — v). Tedy p | 4 nebo p | u nebo p | u — v.

V prvnim piipadé zjevné p = 2.

Pokud p | u, pak také p déli v (protoze p | co = 2u? + v?), a tedy p musi délit v, coz je spor
s nesoudélnosti u a v.

Koneéné pokud p | u — v, mdme v = v (mod p), a tedy vztah p | cp muZeme piepsat jako
3u? = 2u® +v2 = 0 (mod p). Tedy p | 3u?. Podle piedchoziho odstavce p nedéli u, tudiz nutné
p|3ap=3.

Zjistili jsme, ze D mohou délit pouze prvocisla 2 a 3; necht D = 2™3" pro m,n € N. Vidime,
ze 2 déli D, pravé kdyz 2 déli v. Kdyby 4 délilo D, pak by bylo v sudé a ¢ = 0 (mod 4). Pak
ale u musi byt liché (u,v jsou totiz nesoudélnd) a plati co = 2u? +v2 =2-1+0 = 2 (mod 4),
coz odporuje cog = 0 (mod 4). Zjistili jsme, Ze pokud je v liché, je m = 0 a pokud je v sudé, je
m = 1.

Posvitme si jesté na zoubek trojce z prvodéiselného rozkladu ¢&isla D: Pfi zkouméni obecného
p jsme vidéli, ze p = 3 | D se muzZe stat, jen pokud u = v (mod 3). Pokud toto plati, tak naopak
opravdu 3 déli ap a cop. Protoze jsou u,v nesoudé€lnd, nemohou byt obé délitelna 3. Zbyva jesté
zjistit exponent n v tomto pfipadé. Pfedpokladejme, ze 9 déli D. Pak 9 déli ag + co = 4u(u —v).
Jelikoz 3 nedéli 4u, je 9 nesoudélné s 4u, takze nutné 9 déli u — v. Vidime, ze dokonce u = v
(mod 9). Pak ale mame 0 = cp = 2u? + v2 = 3u? (mod 9), tedy 9 | 3u?, neboli 3 | u2, coz neni
mozné, protoze 3 nedéli u. Mizeme tento odstavec uzaviit zjisténim, ze pokud u # v (mod 3),
jen =0, a pokud u = v(£ 0) (mod 3), jen =1.

Spocetli jsme tedy hodnotu D v zavislosti na u a v:

D =1, pokud je v liché a u Z v (mod 3);

D = 2, pokud je v sudé a u Z v (mod 3);

D = 3, pokud je v liché a u = v (mod 3);

D = 6, pokud je v sudé a u =v (mod 3).

Podle poznamky v zavorce v druhém odstavci vyjde NSD(bo, co) Gplné stejné. VSechna ne-
soudélna feseni tedy jsou a = (2u? — 4uv —v2)/D,b = (—2u? — 2uv +v?)/D a c = (2u? +v?)/D,

3Pro matematické blaho ¢tenafovo tentokrate pouzivame druhy ze vztaht namisto toho, jenz
jsme pouzili v seridlu.



kde u € Z,v € N, (u,v) =1 a D zavisi na u,v tak, jak jsme pfed chvili spo¢itali. Neméli bychom
samoziejmé zapomenout ani na feSeni a = 1,b = £1, ¢ = 1 odpovidajici bodam (1, +£1).

Uplné viechna feseni pak jsou a = k(2u? — 4uv — v2)/D,b = k(—2u? — 2uv + v2)/D a
c=k(2u? +v2)/D,kde u € Z,v €N, (u,v) = 1,k€Z,aa=k,b=+k,c=k,k€Z (prok =0
dostavame trividlni Feseni (0,0, 0)).

A méame to za sebou. (: Na zavér jiz jen otdzka pro zvidavé ¢tenarky: Kde jsme v feSeni
pouzili pocateéni predpoklad, ze ¢ > 07



