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Povidani ke ¢tvrté sérii
Teorie ¢isel je jednou z nejstarsich ¢asti matematiky. Aby se ti Gllohy z ni lépe Fesily, uvedeme
zde nékolik uziteénych faktt a ukdZzeme si zde, jak FeSit rovnici v pfirozenych ¢islech (takovym
rovnicim se Fika diofantické). VSechna uvedend tvrzeni mizes pouzivat v feSenich bez dukazu.
Casto je vyhodné prozkoumat délitelnost &isel, o kterd se v tloze jedna. K vyfeseni naseho
zavéreéného prikladu pouzijeme skute¢nost, ze druhd mocnina pfirozeného ¢isla dava pri déleni
Gislem 8 jeden z téchto tii zbytku: 0, 1, 4 (rozmysli si, pro¢ tomu tak je).
Pro praci s celymi &isly lze nékdy vyuzit kongruenci. Rekneme, ze ¢&islo a je kongruentni
s ¢islem b pfi modulu m (a piSeme a = b (mod m)), pokud ¢&isla a a b dévaji stejny zbytek pii
déleni m.
Pro kongruence plati nékolik uziteénych faktd. Predné, pokud je a = b (mod m) a ¢ =
= d (mod m), pak také a+c¢ = b+ d (mod m) a ac = bd (mod m). Tedy kongruence
stejného modulu lze mezi sebou s¢itat a nasobit podobné jako obycejné rovnosti. Pro od¢itani to

O kongruencich plati i silnéjsi tvrzeni, uvedme zde jen to nejznaméjsi (a hojné uzivané).

Véta. (Mala Fermatova) Necht p je prvocislo a a je pFirozené ¢islo nedélitelné p. Potom
a?"'=1 (mod p).

Nase povidani ukonéime feSsenym prikladem:
Piiklad. Ukazte, Ze rovnice 22 = 3 — 82z + 2y2 nema4 Feeni v celych &slech.

Reseni. Asi nejprirozenégjsi pristup k feSeni této tlohy je sporem. Piedpokladdme, Ze néjaké
feSeni mame a odvodime spor. K tomu tucelu je dost Casto dobré pocitat obé strany zadané
rovnosti modulo néjaké ¢islo. V nasem pfipadé muzeme postupovat naptiklad takto: Vidime, ze
22 =0,1,4 (mod 8) (tzn. leva strana nasi rovnice dava pii déleni osmi jeden ze zbytkt 0,1, nebo
4). Pokud je y sudé, pak pro pravou stranu plati 3 — 82 + 2y2 = 3 (mod 8), coZ nelze. Pokud je
y liché, pak 3 — 8z +2y%? =5 (mod 8), coz opét neni mozné, nebot leva strana ani zbytek 3, ani
zbytek 5 pii déleni ¢islem 8 nemuze nikdy dat.
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4. série
Téma: Teorie ¢isel

Datum odeslani: 14.L.EDNA 2008

0. 0LOHA (1 BoOD)
Vymyslete ¢islo s co nejosklivéjsimi vlastnostmi.

1. 0LOHA (3 BODY)
Kral lentilkového kralovstvi se rozhodl vdat svou nejstarsi dceru. Prislo mnoho napadniki, a tak
jim kral fekl: ,,Svoji dceru dam za zenu tomu z vas, kdo mi donese tolik lentilek, ze kdyz je
rozdélim stejnym dilem Sesti dcerdm, zustanou mi ¢tyti, kdyz je rozdélim na sedm dni v tydnu,
zbudou mi tfi, a kdyz se rozhodnu rozdat je tém deseti détem, co si hraji pod hradbami, zbudou
mi dvé.“ Poradte hloupému Honzovi, jak ziskat princeznu.



2. ULOHA (3 BODY)
Pro prvocislo p a prirozené cislo m plati: ¢isla m + 2007 a m — 2007 jsou nasobky p. Najdéte
vSechna mozna p.

3. ULOHA (3 BODY)
Najdéte vSechny dvojice prirozenych cisel n a m, pro ktera plati:

™2 =m2.
4.ULOHA (5 BODU)

Necht z, y jsou libovolna celd c¢isla. Dokazte, ze 2x + Ty je délitelné jedenacti, pravé kdyz je
4x + 3y délitelné jedenacti.

5. ULOHA (5 BODU)
Najdéte takové ctyfciferné ¢islo, Ze jeho prvni cifra je stejnd jako druhd, tfeti cifra je stejna jako
Gtvrtd a soucasné je toto ¢islo druhou mocninou (néjakého) ptirozeného éisla.

6. ULOHA (5 BODU)
32007 _ 1

Dokazte, ze cislo — je liché a slozené.

7.0LOHA (5 BODU)

Najdéte prirozend Cisla a, b a ¢ takova, ze Cislo a je délitelné jedendacti a neni délitelné deviti,
naopak cislo b je délitelné deviti, ale neni jedenacti. Navic ¢isla a, b, ¢ splnuji:

a99 4 b99 — 6100.

8. ULOHA (5 BODU)
Najdéte vSechna prvodisla p takova, ze k nim existuji pfirozena a,b spliujici p = a3 — b2 a
pfitom NSD(b,3p) = 1.1

Reseni 4. série

0. tloha
Vymyslete ¢islo s co nejosklivéjsimi vliastnostmi.

Vsichni feSitelé ziskali za svd feSeni bod. Nejzajimavéjsi feSeni otiskujeme nize, cokolady
putuji tém nejlepsim: Heléi Pudelikové, Pepovi Tkadlecovi, Kubovi Tépferovi a Hance Sustkové.
Vyhercam gratulujeme :)

Které ¢islo je opravdu nejosklivéjsi, to nevim. Kazdy na to mé také jiny nazor. Vétsina resiteld
postupovala dle znamého rceni: ,Kdo hleda, najde®“. Prosté si vybrala néjaké jim nesympatické
¢islo, at z objektivnich, ¢i osobnich dtvodi. Napriklad divod Heleny Pucelikové lze jen stézi
oznacit za objektivni.

1Kouzelna zkratka NSD zna¢i mejmrenstho nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel b a 3p.



Helena Pucdelikova

Chtéla bych se s vami podélit o zjisténi, ze ¢islo 107 mé jednu z nejosklivéjsich vlastnosti, co lze.
Chudinka 107 za to skoro vlastné ani nemuze, takze ho nebudu pomlouvat Gplné a na zacatek bych
uvedla dvé pékné vlastnosti. Prvni z nich je, Ze pfepisu-li 107 do dvojkové soustavy (pozn. takové
¢islo se vétsinou znaci (107),.), dostanu ¢islo symetrické, tedy z obou stran jde pfeéist stejné.
Druha pékné vlastnost je, ze kdyz ve svém datu narozeni poodeéitam vzdy dvojice ¢isel, dostanu
0,1,7 a 8. A 8 jesté lze rozepsat na 1+ 0+ 7.

Kazdopadné 107 mé jednu jedinou osklivou vlastnost, ktera je ale schopna zastinit vSechny
pékné. U nas na gymplu existuje kabinet 107, ve kterém sidli nase chemikarka, nase Cestinarka
a naSe tfidni, angli¢tindfka. A préavé s pani chemikaikou (manzelkou pana feditele) je nejvétsi
problém. Jako diikaz posilam fotecku?. Netvrdte mi, Ze tohle je normalni ¢lovék schopny.

To bych se vskutku tvrdit neodvazil. Josef Tkadlec a Miroslav Olsak k feseni pfistoupili o trochu
vice matematicky.

Josef Tkadlec
Nejosklivéjsi ¢islo je 133. Duvody:

o Je tlusté.
e Je nevyvazené (pada doprava).
e Tvari se jako prvocislo, ale neni.
o Ma prilis Gzké vztahy s ¢islem 2007, které uz je OUT.
133=27+7-2  133= G 47, 133= 1 (2007 +(22+ (42)))
N ’ 2.7 7 S 2\247 42/))"
24+04+04+7=1-3-3, 3¥=21.
e Je to nejmensi &islo, které neumim zapsat z 1,9,9 a 9 pomoci +,—, -, :, “,v/, la ().

19=1+V0-V9+9=19-9+9, 42=1-(V9)!- (V) + (VI)L

Miroslav Olsak
Nejosklivejsi vlastnost ma €islo 7, protoze ma malo krasnych matematickych vlastnosti na rozdil
od predchozich cisel:
1 je neutrdlni prvek v nasobeni, nejmensi pfirozené ¢islo a navic jedna z nejlepsich znamek,
které jdou na zékladce® dostat.
2 je nejmensi prvocislo, které je navic jediné sudé, a k tomu ma krasnou vlastnost 2+2 =2-2 =
=22
3 je souctem téch predchozich prirozenych ¢isel, je nejmensi liché prvocislo a zbytek libovolného
¢isla po déleni trojkou je stejny jako zbytek po déleni jeho ciferného souctu.
4 je vysledek té krasné vlastnosti dvojky. 4 je s dvojkou navic provazana krasnou vlastnosti

V1= 3.
2souéasti feseni byla piilepend fotografie, o kterou se s vami bohuzel nemizeme podélit, je to
fotka tfidy pfi hodiné chemie a uvnitf visi pét nasténych periodickych tabulek.

3nejenom na zékladce (pozn. red.)



5 je prvodéislo, které je souctem piedchozich prvoéisel. Dale plati, ze 5711 je pro kazdé piirozené
n zakonc¢ené na dvojéisli 25.
6 =1+24+3=1-2-3.

Jakub Té6pfer se naopak ve svém krasném feSeni vubec neinspiroval matematikou, nybrz medi-
cinou.

Jakub Topfer

Petr byl jednou nemocny a musel si kazdy den nékolikrat mérit teplotu. Jako vétsina lidi k tomu
pouzival obyc¢ejny rtutovy teplomér. Petr ale nechtél byt nemocny, a tak se vzdy na stupnici
dival s obavami. Obzvlasté se bal téch cisel, ktera byla nejvys. Nejosklivejsi mu pripadalo to
uplné nahotre, vzdy se désil, aby jeho teplota nedosdhla tak vysoko. Bylo to ¢islo 42.

Pokud nevérite, tak se dojdéte presvédcit do své lékarnicky. Skutecné standardni teplomér
kon¢i na teploté 42°C. To mé svij davod. Pii této teploté totiz dojde k devastaci nékterych
bilkovin v lidském téle a naslednému kolapsu.

Také se tak bojite vysoké teploty? Pak je moznd i pro vas nejosklivéjsim éislem 42.

Jiri Hadrava
Nejosklivéjsi cislo je:

89264837258427964151048274587132816978462782959925873621089547245961.

Toto ¢islo mé velmi osklivou vlastnost: je nezapamatovatelné. A i kdyby se ho nékdo naudil,
stejné mu jeho znalost k nicemu nebude.

i podobné divody. Osobné se mi také nula nelibi, ostatné vétsina lidi s timto Cislem nechce byt
spojovana.

Alena Busakova

Dle mého nazoru ma nejosklivéjsi vlastnosti ¢islo nula. Nékolikrat se mi pfi pocitani stalo, Zze mi
vysel krasny vysledek jako f = %. Ale my pfece nulou neumime délit! Prosté nula kazi, co jen
muze. Zkuste tieba zadat na kalkulacku ¥/1 — error, 01 — error, cotg0 — error, 0° — error.
A tak dale, a tak déle.

Nuly jsou tvrdohlavé a vSemozné se snazi, aby s nimi neslo rozumné pocitat.

Pavel Kratochvil

Nejosklivéjsi ¢islo je nula. Ma hned nékolik osklivych vlastnosti:

Nejde s ni délit.

Pfi nésobeni nulou nevyjde zadné hezké ¢islo — vzdy vyjde nula.

M4 osklivé znaceni, neforemny oval 0.

P#i umoctiovani a® vzdy vyjde stejné &islo — jednicka.

Pfi umocnovani 0% vzdy vyjde osklivé ¢islo — nula.

Odmoctiovani ¥a pro jistotu viibec nejde.

A odmociiovani V0 sice jde, ale zase vyjde néco osklivého — nula.

Nula je k ni¢emu, at ji k né¢emu pfi¢tu nebo odec¢tu, nikdy nic nezméni.



Josef Ondrej naopak tvrdil, ze nejosklivéjsi ¢islo neexistuje. Spravnost jeho argumentace muzete
posoudit sami.

Josef Ondrej

Ukézeme, ze takovéto cislo neexistuje. Jak vsichni vime, nejhezci ¢islo je bezesporu jednicka.
Nejosklivéjsi ¢islo by logicky mélo byt obraceno hodnotou ¢isla nejhezciho, ale protoze obracena
hodnota 1 je zase 1 (17! = 1), nejosklivéjsi ¢islo nemiize existovat, protoze by to byl spor
s bezespornym predpokladem, Ze jednicka je nejhezéi ¢islo.

A na zavér jedna moc pékna pohadka od Hany Sustkové.

Hana Sustkova

Zilo bylo jedno &islo s velmi osklivou naturou. Byla to oranzova trojka ze seSitu jednoho druhaka,
kterd si velmi rada otvirala usta na ojedin€lé jednicky ¢i raritni dvojky. Vedla partu trojek uz od
dokonce i samotnou Lybusi, na nichz demonstrovala svou silu v rucickach. Jednoho kvétnového
dne, kdy se maly Lubos drbal za uchem a vymyslel, co s tou trojkou z cestiny asi udéla, vylezla
trojka Bétka z tkrytu mezi Fadky a zavelela: ,,Holky, zase to trochu rozto¢ime!“ Viibec nedbala
krniuceni jednicek, zalézajicich dvojek mezi fadky, ba ani podpist rodicu, které se uplné zapletly
a rozpletly.

Jenze jednou, jednou ji nékdo trumfnul. Lubo$ si totiz o hodiné matematiky vedle Bétky
napsal nové ¢islo. Jmenovalo se 3.

,Co je to za jméno?“ ofrnovala se Bétka a lomila rucickama nad briskem.

A malé i se zavrtélo a Seplo: ,,J4 jsem odmocnina z minus jedné.“

Bétka, ktera zatim jesté nevidéla ani minus jednicku, malem upadla, zatocila ockama a krikla
na svou partu trojek, co zrovna rabovaly v Cestiné. Holky pfibéhly a vSechny cucely na i jako
tvrda y.

»Co je to?“ zachrochtala jako prvni trojka s velkym prase¢im ¢umackem.

1, predstavilo se 1.

»,Odmocnina z minus jedné,”“ dodala trojka Bétka.

Byla tak pfekvapend, ze Gplné zapomnéla nicit ostatni zndmky v sesité. Chodila po $pickich
kolem % a ruce se ji klepaly. Byla vedle jak ta jedle. Dosud si myslela, ze ona ma ty nejhorsi
vlastnosti, které muze ¢islo mit — drza, panovaénd, sklony k hegemonii. Ale pak si pfijde to i a
vymysli si! To bylo nad kapacity Bétky. V sesitech se uklidnilo. Bétka se stahla.

»To je ale osklivé ¢islo!“ fikal si pak Lubo$ a ¢islo schranoval a schranoval. A trojka si pak
vedle i zacala libovat, jak vyzrila na vSechny — muze byt horsich vlastnosti, nez ze k sobé ptivola
jesté silnéjsi kamarady? Vzdyt diky ¢ se Bétka dostala i k takovym jméntm, jako byl Ludolf nebo
sir Sin.

A pak ji jednou néco napadlo, nasla jedno + a — a dala je nad sebe, vzniklo + (to také dosud
nevidéla), a jak tak byla v tom tvofeni, pfibéhla k i a polozila ho za né&j. Najednou uklouzla a
uz tam lezela taky. Tak na jednom radku bylo ¢ + 3.

Lubo$ se divil, co to tam ma, a tak se pokusil si své nové znamkové ¢islo prevést do gonio-
metrického tvaru, ale zakopal se na zradném 7. JeStéZe se mu podafilo urcit alespon absolutni
velikost.

1. tloha
Kral lentilkového kralovstvi se rozhodl vdat svou nejstarsi dceru. Ptislo mnoho napadnikd, a tak
jim kral fekl: ,,Svoji dceru dam za Zenu tomu z vas, kdo mi donese tolik lentilek, Ze kdyz je



rozdélim stejnym dilem Sesti dceram, zistanou mi ¢tyfi, kdyz je rozd€lim na sedm dni v tydnu,
zbudou mi tfi, a kdyZz se rozhodnu rozdat je tém deseti détem, co si hraji pod hradbami, zbudou
mi dvé.“ Poradte hloupému Honzovi, jak ziskat princeznu.

Prvé riesenie:

Zo zadania vieme, Ze pocet lentiliek n sa musi dat zapisat v tvaroch n = 6a+4 = 7643 = 10c+2,
kde a,b,c € N. Teda a = % eNab= Lfl € N. Aby %{2 € N, musi sa ¢ dat vyjadrit
v tvare ¢ = 3k + 2;k € No (plati 10(3k2_2)_2 = 30k6+18 € N). Aby 1%77_1 € N, ¢ sa musi dat

vyjadrit v tvare ¢ = 7l 4+ 5;1 € Ng (plati 10(71;5)71 = 701;49 € N). Takze c =3k +2 =Tl +5,
teda 3k = 7l + 3. Z tohto zapisu je zrejmé, Ze | musi byt nadsobkom troch, teda | = 3m;m € Np.
Odtial 3k =Tl +3=21lm+ 3, pretoc=3k+2=2lm+5an=10c+ 2 =10(2lm +5) + 2 =
= 210m + 52; m € Np.

Druhé rieSenie pomocou kongruencii:
Zo zadania vieme, ze pre pocet lentiliek n plati:

n =4 (mod 6)
n =3 (mod 7)
n =2 (mod 10)

To mo6zme prepisat ako
(n—10) = —6 =0 (mod 6)
(n—10) =0 (mod 7)
(n —10) =2 (mod 10).

Teda ¢islo (n—10) je delitelné ¢islami 6 a 7 a zaroven kondi éislicou 2. Najmensi spolo¢ny nasobok
Cisel 6 a 7 je Cislo 42 (NSN(6,7) = 42), ktoré zaroveii kondi ¢islicou 2, teda najmensie mozné je
n = 42 + 10 = 52. Kazdé dalsie n bude vicsie o nsn(6,7,10) = 210, pretoze tymto krokom sa
nezmenia zvysky po deleni ¢isla n ¢islami 6, 7 a 10.

2. aloha
Pro prvodislo p a prirozené ¢islo m plati: ¢isla m + 2007 a m — 2007 jsou nasobky p. Najdéte
vSechna mozné p.

Hlavnym cielom pri tejto tilohe bolo uvedomit si, Ze ak éislo p deli nejaké dve éisla a a b,
tak musi delit aj ich rozdiel. Dékaz tohto tvrdenia je lahky, dalo sa to spravit napriklad tak, ze
oznalime a = kp, b = lp a od¢itanim dostavame a —b = (k —[)p. Iny sposob vyuzival kongruencie
z avodu k stvrtej sérii:

a=0Ab=0 (modp) = a—b=0 (mod p)

Hurd, moézme to pouzit na nasu tlohu. Ak p deli m + 2007 aj m — 2007, tak p deli aj ich
rozdiel m+2007— (m—2007) = 2-2007 = 2-32.223. Ked¥e p je prvocislo, musi byt z prvoéiselného
rozkladu 2 - 2007, ¢ize p moze byt len 2, 3 alebo 223.

Mohlo by sa zdat, Ze tym sme ulohu vyriesili. Ale nie je to pravda, touto tivahou sme len
vylaéili vSetky ¢isla okrem 2, 3 a 223. Preco? PretoZe sme ukéazali, Ze ak nieco plati, tak to ma



nejaky doésledok. (V nasom pripade je dosledok ,p deli 2 -2007“.) To ale neznamena, ze ak je
désledok splneny, plati aj povodna podmienka.

Co zostava, je overif, ze pre 2, 3 a 223 vieme najst nejaké m tak, aby nase prvodisla delili
oba vyrazy. Najjednoduchsie je priamo ho zvolit, napr. m = 2007. To vyhovuje pre vSetky tri,
pretoze p mé delit 0 a 2 - 2007 = 2 - 32 - 223, &o je splnené. A tym je dokaz uplne hotovy.

3. aloha
Najdéte vSechny dvojice prirozenych ¢isel n a m, pro ktera plati:

% = m2.

Ulohu ste mali spravne skoro vsetci a pre tych par, ktorym sa to nepodarilo, je tu vzorové
rieSenie:

2 a n? st druhé mocnimy prirodzenych é&isel. V prvociselnom rozklade

Zo zadania vieme, Ze m
éisla, ktoré je druhou mocninou prirodzeného ¢isla, sa kazdé prvocislo nachadza s parnym expo-
nentom (skus si rozmysliet pre¢o). To ale znamena, Ze na lavej strane rovnice mame prvocislo 7
s neparnym exponentom a na pravej strane s parnym exponentom, ¢o je spor. Preto neexistuja

nijaké prirodzené m a n vyhovujtce zadaniu.

Iné riesenie:
m a n su prirodzené ¢isla, preto rovnicu moézeme odmocnit

Vin=m

a po uprave dostaneme:

m
VT=—.
n

V/7 je ale iracionélne &islo a to sa nikdy neda zapisat v tvare zlomku, preto tiloha nemé rieSenie
v N.

4. tloha
Necht z, y jsou libovolnd cela ¢&isla. Dokazte, ze 2z + 7y je délitelné jedendcti, pravé kdyz je
4x + 3y délitelné jedenacti.

Abychom dokézali ekvivalenci, je potfeba dokazat obé dil¢i implikace.

(i) Je-li vyraz 22+ Ty délitelny jedenacti, pak jisté i vyraz 2(2z+7y) = 4x + 14y je délitelny
jedenacti, a tedy i vyraz 4z + 14y — 11y = 4x + 3y je délitelny jedenacti, coz jsme presné
potiebovali dokazat.

(ii) A naopak, pokud vyraz 4z + 3y je délitelny jedenécti, tak také vyraz 6(4x + 3y) = 24z +
+ 18y je délitelny jedenacti, tudiz je délitelny jedendcti i vyraz 24 + 18y — 11(2z +y) =
=2z + Ty.

A dikaz je hotov. :)
5. aloha

Najdéte takové ctytciferné ¢islo, ze jeho prvni cifra je stejnd jako druhd, tfeti cifra je stejna jako
Gtvrtd a soudasné je toto ¢islo druhou mocninou (néjakého) ptirozeného éisla.



Budeme hledat vSechna feSeni. M&-li mit ctyfciferné cislo prvni dvé cifry stejné, oznacime je
a, posledni dvé cifry stejné, oznacime je b, a navic byt druhou mocninou, pak lze zapsat ve tvaru

1000a + 100a 4 10b + b = 1100a + 11b = 11(100a + b) = ¢2,

kde a, b jsou jednociferna ¢isla a ¢ je néjaké pfirozené &islo. Vidime vsak, ze 11|11(100a + b), a
tudiz musi 11|c2. JenZe jelikoz 11 je prvoécislo, potom nutné 11|c, a tedy ¢? = (11n)? pro né&jaké
pfirozené &islo n. Dosadime-li zp&t do prvni rovnosti, dostaneme 11(100a + b) = c? = 112n2.
Upravou dostaneme 100a + b = 11n2, a proto 11|100a + b. Dale ekvivalentné postupujeme:

[11]100a + b] < [11|99a + a + b] < [11|a + b],

ale jelikoz jsou a,b jednociferné ¢isla a a # 0, dostaneme a + b = 11. Nyni muzeme prosetfit
vSechny moznosti pro a a b (celkem 10), ale my pfedvedeme jiny postup. Dosadime danou rovnost
do pfedchozi a dostaneme

11n2 = 100a + b = 100a + (11 — a) = 99a + 11,
a proto n? = 9a + 1, coz zapsano jinak dava
9a = (n+1)(n—1).
JelikoZ n+1 a n—1 maji rozdil roven 2, tak bud 9|n+1, nebo 9|n — 1. Dale 909 > 100a+b = 11n2,

a tedy n < 9.

(1) Kdyby 9|n + 1, pak n = 8, ¢ = 88 a hledané ¢islo je 7744.
(2) Pokud by 9|n — 1, pak n = 1, ¢ = 11 a hledané ¢islo je 121.
Z nalezenych vhodnych cisel vyhovuje zadani pouze ¢islo 7744, které je také jedinym fesenim

zadané tulohy.

6. uloha
32007 —1

Dokazte, ze cislo — je liché a slozené.
Prvni reseni:
Dukaz lichosti: Nejrychleji:

32007 —1 32007 -1

2 To3-1

=1+3+3%+. ..+ 32006

coz je soucet prvnich 2007 clenti geometrické posloupnosti s kvocientem 3.
Alternativné (dle Jana Sosnovce):
Prevedeme ¢islo do trojkové soustavy, upravime a prevedeme zpét do desitkové soustavy:

(32007—1) 7(102007—1) 7<100...00—1) 7(22...22> _
2 (10) 2 3) 2 (3) 2 3)

=11... 11 = (3%°°0 4+ ... 432 4+ 31 4+ 3%) ).

Cislo je sou¢tem 2007 rtiznych mocnin trojky, tj. 2007 lichych &isel, a proto je liché.



Diikaz sloZenosti:

30 431 432 ... 432006 — (30 1 31 4 32y 4 (33 4 3% 4-3%) 4 ... 4 (32004 4 32005 4 32006y _
:(30+31+32).(30+33+36+“.+32004)

Zkoumané cislo je délitelné t¥inacti a je jisté vétsi nez t¥inact, je proto slozené.

Druhé feseni:

Drikaz lichosti (dle Lukdse Drdpala): Cislo (32006 —1) = (31003 —1).(31003 4 1)  je tedy nasobkem
dvou sudjch ¢&isel, je délitelné ctyimi a také &islo 3 - (32906 — 1) je délitelné ¢tyfmi. Plati 32007 —
—1=32007 _342=3.(32006 _ 1) 4 2 a proto je toto ¢islo sice délitelné dvéma, ale uz ne
C¢tyfmi. Po vydéleni dvéma tak dostavame liché ¢islo.

Dukaz sloZenosti:

32007 -1 _ (3669)3 -1 _ 3669 -1

. (31338 + 3669 + 1)’

2 2 2
669
kde zlomek 2 271 je jist& roven celému ¢&islu, nebot m4 v ¢itateli sudé &islo.
Nebo ...
32007 _ 1 (33)669 —1 27669 _ 1 668 668

27 —1
= = = Sy et =13 2k,
2 2 2 2 = =

a chceme-li jen tak pro radost opravovateltim nalézt jesté dalsi délitele, upravime vyraz jako Pepa
Tkadlec:

32007 _ 1 (39)223 _1 19683223 1 19683 — 1 222 23
_ 39 = = - 19683 =213 757> " 19683
2 2 2 2 = =

Treti feSeni:

Diikaz lichosti: Nékteri fesitelé rozhodovali o parité zkoumaného ¢isla pomoci znalosti jeho po-
sledni cifry. Ta se v mocninach trojky periodicky opakuje: je 3 pro 3**1 9 pro 3*+2 7 pro
34k+3 5 1 pro 3%k*4 kde k € Ng. Exponent 2007 miizeme zapsat ve tvaru 4 - 501 + 3, posledni
cifrou &isla 32997 tedy bude 7. Po odecteni 1 se posledni cifra zméni na 6 a po vydéleni dvéma
na 3. Zkoumané cislo je tedy liché.

Ctvrté feSeni vyuzitim kongruenci:
Dukaz lichosti:
3=-1 (mod 4)

32007 = _1  (mod 4)
32007 _1=2  (mod 4)
32007 _ |

2

Zkoumané ¢islo dava po déleni dvéma zbytek 1, je tedy liché.

=1 (mod 2)



Diikaz sloZenosti:

27 =1 (mod 13)
32007 — 97669 = 1 (mod 13)
32007 —1=0 (mod 13) & 3?°°" —1=0 (mod 2)

Cislo 32907 — 1 je sudé a délitelné 13, a proto je i ¢islo % délitelné 13.

7.aloha
Najdéte prirozena cisla a, b a ¢ takova, ze Cislo a je délitelné jedendacti a neni délitelné deviti,
naopak ¢islo b je délitelné deviti, ale neni jedenacti. Navic ¢isla a, b, ¢ spliuji:

CL99 4 b99 — 6100.

Jako kompletni feSeni stacilo uvést trojici, ktera byla fesenim a splniovala podminky kladené
na délitelnost (ty slouzily pfedeviim k tomu, abychom zamezili trividlnimu feseni 299 + 299 =
= 2100) O néco ptinosnéjsi viak bude, uvedeme-li i struény postup, jak se dalo na feseni pfijit.

Na zacatku budeme chtit najit viibec néjaka feSeni bez podminek na délitelnost a budeme
doufat, ze jich najdeme dostatek na to, abychom mezi nimi nasli néjaka spliujici podminky na
délitelnost. Spravnou cestou je pokusit se rovnici néjakym zpusobem zjednodusit, ale ne zas prili§
(prilis je naptiklad polozit a = b = ¢, pak dosateneme jen a = b = ¢ = 2). Mame tedy

a99 4 b99 — ClOO

Leva strana je urcité délitelna c. Jednim z vhodnych zjednodusenti je, ze ¢ déli oba s¢itance, tedy
cla®, ¢|b?9. To samoziejmé jesté neznamena, Ze by nutné ¢ muselo délit a (samozfejmé ani ¢
nemusi délit b), ale pravé tento krok bude nase druhé zjednoduSeni, tedy c|a a c|b. Potom je
a = cu, b= cv (u,v € N) a ptivodni rovnice se zjednodusi na c??u + 9 = c100, tedy jen

w9 409 = ¢

Nyni ale pfi libovolné volbé u, v dostaneme prirozené ¢ a snadno dopocitame a,b. Dostali jsme
tim tedy velmi velkou mnozinu Feseni ve tvaru (a,b,c) = (uc,vc,c) = (w(u®® + v99),v(u +
+v99),u% +099) (chapej jako usporddanou trojici). Jesté nam zbyva zjistit, jestli jsme nedoufali
marné, tedy jestli opravdu néjaké z nalezenych feseni splnuje podminky na délitelnost. Ma byt
11|a, 9|b, takZe se nabizi zvolit w = 11, v = 9 a potiebujeme ovéfit, zda opravdu 9 t a, 11 t b.
Vzhledem k tomu, Ze ¢isla 9,11 jsou nesoudélna, tak aby a bylo délitelné 9, musel by vyraz
999 4+ 1199 byt délitelny 9, tedy ¢&islo 11°° by muselo byt délitelné 9, coz zjevné neni pravda
(vzdyt 9,11 jsou nesoudélnd). Analogicky zdtvodnime, ze 11 tb.
Hledana trojice je
a=11-(9% +11%)

b=9-(9% +11%9)
c=9%411%

Vzhledem k tomu, Ze jsme vzdy na a,b, ¢ kladli sice omezujici podminky, ale vzdy takové, aby
a, b, ¢ bylo feSenim, neni zkouska nezbytné nutna. Sam si jesté muzes rozmyslet, Ze u, v mizeme



volit mnoha zptisoby (u je libovolny nésobek 11 nedélitelny 9, v je libovolny nasobek 9 nedélitelny
11).

8. tlloha
Najdéte vSechna prvodisla p takova, ze k nim existuji p¥irozena a,b spliujici p> = a3 — b2 a
pfitom NSD(b,3p) = 1.4
Zac¢neme rozkladom podla zndmeho vzorca a ukdzeme, Ze oba vyrazy v zatvorkach st nestide-
litelné:
v? = a® — p® = (a — p)(a® + ap + p°)

Dokaz prevedieme sporom. Nech ¢ je prvoéislo a plati (qla — p) & (g|a? + ap + p?), a dalej
a?+ap+p® = (a—p)a+2p) +3p> = dql(a—p)a+2p)+3p°

Podla predpokladu st vyrazy (a? + ap + p?) a (a — p)(a + 2p) delitelné q. Z toho vyplyva, ze
q|3p?, a teda kedze q je prvoéislo, musi byt ¢ rovné 3 alebo p. Predpoklad g|(a — p) implikuje q|b,
pretoze q je prvoéislo b? = (a — p)(a? + ap + p?). Potom je ale g spoloény nasobok b a 3p, ¢o je
spor.

Ked%e a — p a a® + ap + p? st nesudelitelné a ich stéin sa rovnéa $tvorcu (rozumej druhej
mocnine prirodzeného ¢&isla), potom st nutne oba tieto vyrazy Stvorce. PiSeme:

Ju,veN: a—p=u?

a® +ap + p? = 0? (1)
Potom po vyjadreni dostaneme b = uv, a = p+u?. Toto vyjadrenie dosadime do (1) a upravime:

(p+ud)?+ (p+u?)p+p? =07

u? + 3pu? 4 3p? =02 /-4
au? +12pu® + 12p? = 402
(2u? 4 3p)? + 3p? = 402

A teda podla vzorca A? — 0% = (A — ©)(A + ©) méame:

3p? = (2v — 2u? — 3p)(2v + 2u? + 3p)
3p? =1-3p>=3-p>=p-3p

Kedze vyraz 3p? sa da rozlozif prave tymito troma spésobmi, mézme priradit jednotlivym za-
tvorkam hodnoty. Vieme totiz, ze prava zatvorka je vicsia ako Tava.
Pripad (2v + 2u? + 3p) = 3p mézme vyluéit okamzite, pretoze 2v + 2u? > 0.
Nech plati druhd moznost (2v + 2u? + 3p) = 3p? & (2v — 2u? — 3p) = 1. Odéitanim tychto
dvoch rovnosti dostaneme:
4?2 :3p2 —6p—1

Na lavej strane mame $tvorec, ktory nikdy neddva po deleni 3 zvySok 2, pokym prava strana
déva po deleni 3 prave zvysok 2. Tato rovnost teda neplati a druhd mozZnost nevedie k rieSeniu.

4Kouzelna zkratka NSD znaéi nejvétsiho spoleéného délitele &isel b a 3p.



Ostal nam pripad (2v 4+ 2u? 4+ 3p) = 3p & (2v — 2u? — 3p) = 3. Opit, urobime rozdiel tychto
dvoch rovnosti a dostaneme:
w? = p2 —6p—3
2u? = (p—3)% —12
12 = (p—3)? — (2u)°
12=(p—3—-2u)(p—3+2u)

Teraz si vSimneme, Ze sucet vyrazov v zdtvorkach je parny, a teda hladdme taky rozklad &isla
12, aby sacet ¢initelov bol parny. Jedingm vyhovujicim je 6 - 2 = 12. Takze (p — 3+ 2u = 6) a
(p — 3 — 2u = 2), z ¢oho po séitani dostaneme p = 7 a po odéitani v = 1, ¢o implikuje a —p = 1,
a teda a = 8. Zo zadania b2 = 83 — 73 = 169, &ize b = 13.

Uloha mé iba jediné riesenie a = 8,b=13 ap = 7.



