Serial — neklasické logiky

I. Klasicka vyrokova logika

Nediv se, ze serial o neklasickych logikach zaciname povidanim o logice klasické. Za prvé nam to
umozni 1épe pochopit, co je na neklasickych logikach nového, zajimavého a neobvyklého; za druhé
Ti dobré znalost klasické logiky miize pomoci vSude tam, kde je tfeba se jasné a jednoznacné
vyjadiovat, napiiklad pfi feSeni matematickych tloh, at uz v nasem seminafi nebo ve skole.!

Césti oznacené hvézdickou se Ti mozna p¥i prvnim ¢teni budou zdat celkem slozité, miizes je
ale bez obav preskocit a vratit se k nim pozdéji.

Pohadka

Byl jednou jeden Matematik a ten si pral, aby nikdo nikdy nepochyboval o pravdivosti toho,
co fekl. Jeho kamaradi Literat a Filozof, ti se v rtznych slovnich potyckach a putkach citili
jako doma, ba dokonce né€kdy to vypadalo, ze kdyby s nimi vSichni souhlasili, vysla by vSechna
jejich snaha o originalitu naprazdno. Ne tak Matematik. Sedéval celé dny doma a premyslel, jak
to udélat, aby si ho Skodolibi skolaci kone¢né prestali dobirat, je-li soucet thlia v trojahelniku
skutecné 180° a jestli i pfi teploté —273°C plati, ze 1 +1 = 2.

Jednoho dne navstivil Matematika Hraé a povida: ,, Rekni néjaké tvrzeni.“

Matematik chvili pfemyslel, no nic rozumného ho zrovna nenapadalo, ale na dvofe si zrovna
zpivalo néjaké dévcatko, tak zopakoval, co slysel: ,Kocka leze dirou, pes oknem.“

Hrac nejprve vykoukl z okna, a pak povida: , Tak ty tvrdis, ze kocka leze dirou a ze pes leze
oknem, rozumim tomu spravné? No dobra, kocku vidim tamhle vylézat dirou ze sklepa. Dovol
mi vybrat si druhou polovinu tvé véty. Pes leze oknem. Muzes to prokazat?«

Matematik samozfejmé nemohl, a tak musel uznat, ze fekl néco, co neni pravda. Zadoufal
ale, ze se mu podaii podobné nachytat Hréace, a tak povida: , Ted zkus fict néjaké tvrzeni ty.“
stoji docela novy mercedes.“

Matematik uzasl a vyhrkl: ,To mi teda fekni, co z toho je pravda.

Hrac¢ ukézal z okna a fika: ,,Taky jsem nevédél, ze méate tak bohaté sousedy!“

Na dvore totiz stal docela novy zarivé zluty mercedes.

Hintikkova logicka hra*

Pak se Hra¢ zamradcil a rika: ,,Myslel jsem, ze budes v téhle hie docela dobry.“

,V jaké hre?“ divil se matematik.

»No v té, kterou jsme zrovna hrali. Vymyslel ji slavny finsky logik Jaako Hintikka uz nékdy
v 60. letech 20. stoleti a ty ji jesté neznas?

Prvni hra¢ — ¥ika se mu proponent — fekne néjaké tvrzeni. Ukolem druhého hrage, tomu se
fikd oponent, je ukéazat, ze tvrzeni prvniho hrace neni pravdivé. Musi pfi tom ale postupovat
presné podle pravidel.

Kdyz to tvrzeni je tvaru ,,A a B“, tak si oponent muze vybrat, jestli budou dal hrat s A nebo
s B. Takze kdyz jsi ty v roli proponenta fekl, ze kocka leze dirou a pes oknem, mohl jsem si
vybrat, ze se dal chci bavit o vété ,Pes leze oknem.“.

IMozna jsi uz o logice néco slysel ve $kole v hodindch matematicky nebo filozofie. V tom
ptipadé muzes preskocit ¢ast nadepsanou ,Vyrokova logika — povidani o vyznamu®. V té se navic
oproti tomu, co se bézné uci ve skolach, doctes pouze néco malo o podivnosti implikace.



Kdyz to tvrzeni je tvaru ,A nebo B, tak si vybrat muze proponent. Takze kdyz jsem ja
v roli proponenta fekl, Ze jsem ¢insky velvyslanec nebo u vas ve dvofe stoji docela novy mercedes,
mohl jsem si vybrat zase ja, k cemuz jsi mé ostatné sam pobidl vétou ,, To mi teda fekni, co z toho
je pravda.“.

Kdyz to tvrzeni je tvaru ,ne A“ nebo ,neni pravda, ze A“, tak si prohazuji role a dal se
hraje s tvrzenim A. Tteba kdybys ty fekl ,,Dnes neprsi.“, hrali bychom dal jako kdybych ja fekl
»Dnes prsi.«.

Nakonec se dojde k né€jaké docela jednoduché véte, o které je i bez hrani jasné, jestli je pravdiva
— v tom pfipadé vyhrava ten, kdo je zrovna proponentem, nebo nepravdiva — to vyhraje oponent.
Rozumis?¢

CvicCeni 1. Zkus si rozmyslet, jak by asi mohla byt formulovana pravidla pro vyroky tvaru Pro
kazdé x plati, Ze ...a tvaru Ezistuje néjaké takové z, Ze ...

Napi$ pribéh hry, ve které proponent za¢ne nasledujicimi tvrzenimi:
(a) Pro kazdé prirozené ¢islo n plati: jestlize je n délitelné ¢islem 6, je délitelné éislem 2 a také
je délitelné cislem 3.
(b) Existuje ptirozené ¢islo, které je délitelné 2 a neni délitelné 3.

Vyrokové logika — povidani o vyznamu?

Matematik rozumél a hnedka ho napadla dulezitd véc: je dilezité mit néjaka pravidla, kterd
uréuji, co tim myslime, kdyz tfeba fekneme, ze plati A a B, pfesné jako to fikaji pravidla té hry.
Pochopil, ze prvnim krokem k tomu, aby nikdo nemohl pochybovat o spravnosti toho, co fika,
je kazdému vysvétlit, co tim mysli, kdyz pouziva slovicka jako a, nebo, jestlize, pak. Coz o to,
se sluvky a a nebo az tak veliky problém nebude, ale jeho oblibené jestlize A, pak B, to bude
orisek.

Premyslel a premyslel a nakonec sepsal tohle:

Védu zabyvajici se vztahy mezi pravdivosti slozené véty a pravdivosti jejich ¢asti nazvu logika.
Pijde v ni o to, co nejlépe zachytit a popsat vyplyvdnt, tedy to, jak jedna pravda vynucuje jinou
pravdu.

Presné tak, jako to zndme z Cestiny, se i v logice slozené vyroky (v ¢estiné jim fikdme souvéti)
vytvareji z jednodussich pomoci spojek. Pritom logické spojky vyjadiuji urcité vztahy mezi
vyznamem jednodussich vyroki a vyznamem celku.

Jsou-li oba vyroky, které spojuje spojka a, pravdivé, je i slozeny vyrok se spojkou a pravdivy,
jinak je slozeny vyrok nepravdivy.3

2Jak v lingvistice, tak v logice (neni divu, Ze maji aspoii néco spole¢ného, vzdyt se obé
zabyvaji jazykem, i kdyZ z Gplné jiného thlu pohledu), se otdzkami souvisejicimi s vyznamem
pravdiva nebo ne, a jak jeji pravdivost souvisi s pravdivosti ostatnich vyrokt. Proto logiky, na
rozdil od lingvist, zajimaji jen vygroky, tedy véty, které jsou budto pravdivé nebo nepravdivé.
30 tom, ze ne vzdy sltivko ,a“ oznacuje konjunkci vyroki, svédéi nasledujici piiklady:
(a) Firma Novék a syn.

(b) Prfisel domu a zjistil, Ze je vykradeno. (Pro konjunkci totiz musi platit ,zfejma“ formule
(AAB) = (BAA). OvSem véta ,,Zjistil, ze je vykradeno, a ptisel domi.“ ¥ikd néco trochu jiného
nez puvodni véta.)

Dalsi priklady vét, ve kterych ,,a*“ neoznacuje konjunkci, najdes ve cvicenich.



K tomu, aby byl vyrok se spojkou nebo pravdivy staci, aby byl pravdivy alespon jeden z obou
spojovanych vyroki.

Vztah vyplyvani mezi dvéma vyroky zachycuje implikace, kterou vyjadiuji vyrazy jako Jestli-
ze A, pak B. Kdykoli A, potom B. Necht A. Pak B. A implikuje B.

Implikace je nepravdiva, pokud pfedpoklad A je pravdivy, ale zavér B je nepravdivy; jinak je
pravdiva.*

Ekvivalenci mezi dvéma vyroky rozumim tvrzeni, ze A pravé tehdy, kdyz B. Nékdy pro ni
také pouzivame obrat ,A tehdy a jen tehdy, kdyz B.“ Ekvivalence je pravdiva, jsou-li A a
B budto oba pravdivé, nebo oba nepravdivé. Lze to fict i jinak: ekvivalence je pravdiva, pokud
A implikuje B a B implikuje A.

»2Neni pravda, ze“ je také logickd spojka, ackoli to neni spojka z hlediska jazykovédy. Tato
spojka nespojuje dva vyroky, ale z jednoho vyroku vytvari slozitéjsi vyrok. Pfitom z pravdivého
vyroku déla vyrok nepravdivy a naopak.

Pro prehlednost mizeme vyznam téchto spojek zachytit tabulkou. Je-li vyrok pravdivy, bu-
deme fikat, ze jeho pravdivostni hodnota je 1, je-li nepravdivy, je jeho pravdivostni hodnota
0.

ne A AaB A nebo B | jestli A, pak B | A pravé kdyz B
—-A ANB AVB A=B AsB
A | B | negace | konjunkce | disjunkce implikace ekvivalence
1|1 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
0|1 1 0 1 1 0
0|0 1 0 0 1 1

Cviceni 2. Obraty jako ,A nebo B, ne vSak oboji.“, ,Bud A, nebo B.“, |Pravé jedna
z moznosti A, B je pravdiva.“ a podobné neoznacuji logickou spojku nebo, ale jinou, ktera
se Casto nazyva ,vyluéovaci nebo“. Jako cviceni si pro ni zkus napsat tabulku.

Cviceni 3. Jak rozumis ceskému sltivku ,leda“? Zahraj si na chvili na logika a zkus nalézt
tabulku, ktera by zachytila pravdivostni hodnotu vyroku , A, leda ze by B.“ a ,Jestlize A, pak
B, leda ze by C.“ (,,A, ibaze B. Ak A, tak B, ibaze C.“)

Domnivas se, ze tyto tabulku lze navrhnout jedinym moZnym zptsobem? Lze tabulku pro
»Jestlize A, pak B, leda ze by C.“ vyplnit pouze na zdkladé znalosti tabulky pro , A, ledaze by
B.«?

Na zakladé tabulek, které navrhnes, nalezni vyrok obsahujici pouze obvyklé vyrokové spojky,
ktery je logicky ekvivalentni s vyrokem , A, leda ze by B.“

Popis vSechny situace, ve kterych jsou pravdivé nasledujici vyroky:

(a) Zustanu doma s détmi, ledaze bys mé zastoupil.
(b) Pes, ktery $tska, nekouse — leda ze by stékal. (Nebo presnéji: Jestlize pes $tékd, nekouse —
leda Ze by stékal.)

4To se Ti muze na prvni pohled zdat divné, ale zkus si piedstavit nasledujici situaci: ka-
maradka Ti fekne ,,Nebude-li prset, pijdu do kina.“ V pfipadé, ze prset nebude, je jednoduché
o pravdivosti jejiho tvrzeni rozhodnout. Pokud kamaradka do kina puajde, mluvila pravdu. Pokud
do kina neptijde, muzes se na ni pravem zlobit. Na pfipad, ze prset bude, se jeji vyrok ale viibec
nevztahuje; jak tedy rozhodnout, mluvila-li pravdu? Asi by se Ti ale zdédlo nefér kamaradku
osocit z toho, Ze lhala. JenZe logika pozaduje, aby kazda véta, kterou se zabyvame, byla budto
pravdiva, nebo nepravdiva — neni-li nepravdiva, musi tedy byt pravdiva.



Pozorné si prohlédni tabulku implikace! Implikace je nepravdiva pouze tehdy, kdyz vyrok A je
pravdivy a vyrok B nikoli.

Kdyz se rozhodneme vyrokim tvaru ,Jestlize A, pak B.“ rozumét tak, jak nam radi tabulka,
budou pravdivé i nasledujici prekvapivé véty:

Jestlize 59876542665 : 123456789 je celé cislo, tak 1+1=2.

Jestlize 1+1=2, tak tohle je seridl v matematickém koresponden¢nim seminafi a slunicko je
zluté.

Jestlize jsem cinskd princezna, tak 14+1=2.

Jestlize jsem ¢inskd princezna, tak je dneska patek tfinactého.

Zkratka a dobre, libovolny pravdivy vyrok je implikovan libovolnym jinym vyrokem, ktery
nejenze s nim vibec nemusi souviset (jako v prvnich dvou pfikladech), ale mtize dokonce byt i
nepravdivy! Navic, libovolny nepravdivy vyrok implikuje Gplné cokoli, at uz to je pravda (prvni
prfiklad s ¢inskou princeznou), nebo neni (druhy piiklad s ¢inskou princeznou).

A¢ se to muze zdat prekvapujici, je skuteéné tézké rozumné matematicky ¢i formalné popsat
vztah mezi A a B, ktery normalné vyjadiujeme slovy ,,Jestlize A, tak B¢“. Reseni, které na-
lezl nas matematik, a kterého se skutecné drzi vétsina matematiki na celém svéte, je krasné a
jednoduché v tom, Ze ho lze popsat pomoci nul a jednicek tak, jak jsme to udélali v tabulce.
Znamena to, ze pravdivostni hodnota sloZzeného vyroku zavisi pouze na pravdivostni
hodnotach jednodussich vyroku, které obsahuje.? Tomu, jak rozumime implikaci v nor-
malni lidské feci, to moc neodpovida: kdyz feknu ,,Jestli dostanu z té pisemky pétku, budu doma
bita,”“ budou tomu moji spoluzaci rozumét tak, ze budu bita kvili té pétce z pisemky, a ne tfeba
proto, Ze jsem rozbila vzacnou vazu po dédeckovi.

Presto ma tento zpusob chapani logickych spojek nesporné vyhody:

Pravdivost néjakého slozitého tvrzeni muzeme ovérovat tabulkou. Néktera tvrzeni, ¥ika se jim
tautologie, budou ohodnocena jednickou bez ohledu na to, jaké pravdivostni hodnoty maji jejich
Casti.

Podivejme se tieba na to, jak vypad4 tabulka pro tvrzeni tvaru (A < B) < ((A = B)A(B =

tabulky:

A/B|A=B |[B=A |(A=B)A(B=A) |A&B (A< B)e
< (A=B)A(B=A))

(=) Nl i
OO
=l
=l
= oo
R =lR=l
=[] |

Cviceni 4. Zkus si vyplnit tabulku tfeba pro tvrzeni tvaru AV—A a pro tvrzeni tvaru (AA(A =
= B)) = B.

Jind tvrzeni, tém se tika kontradikce, budou vzdy mit pravdivostni hodnotu 0.

5*Téhle vlastnosti se fiké, ze spojky vyrokové logiky jsou extenziondini. Az budeme mluvit
o modélnich logikach, v§imni si, Ze spojka ,,mozZna (=muze byt pravda, Ze)*“ neni extenzio-
nalni (takovym spojkam se pak ¥ik4 intenzionalni). Naptiklad véta ,MozZnd zitra bude prset.“je
pravdiva, bez ohledu na to, zda véta , Zitra bude prset.“ je pravdiva. Pravdivost slozeného vy-
roku zavisi nejen na pravdivosti jeho ¢asti, ale i na tom, jakym zplusobem jsou tyto pravdivosti
popsany — nejde jen o to, zda hodnota je 1 nebo 0, ale i o to, jak se k tomu dojde.



Nepotiebujeme vsechny spojky — ve skutecnosti staci negace a implikace, nebo negace a

vybranych spojek.
Cviéeni 5. Dejme tomu, Ze se Ti libi spojka — a spojka A, zato V se Ti nelibi (plete se

s pismenem V). Ovéf tabulkou, ze A V B m4 ve vSech Fadcich stejné hodnoty jako —(—=A A =B)!
To znamena: Dokaz, ze (A V B) < —(—A A =B) je tautologie.

Cviceni 6. OvVér, ze A prdvé tehdy, kdyz B. vlastné znamend A a B maji vzdycky stejné hod-
noty. Tedy jinak Feceno, ukaz, ze A < B m4 stejné pravdivostni hodnoty jako (AAB)V (—AA—-B)!
Cviceni 7. Najdi formuli, kterou nelze ekvivalentné zapsat pouze pomoci spojek A,V,= a <.

Cviceni 8. Podivej se na tabulku vyrokové spojky, jejiz vyznam je ,ani A, ani B“.

A|B|A®B
1|1 0
110 0
0|1 0
0|0 1

Ukaz, ze pomoci této jediné spojky lze vyjadiit vSechny spojky vyrokové logiky, tedy najdi
formule, které obsahuji pouze spojku ® a jsou ekvivalentni s “A, AAB, A= B, AVB, A< B.

Toho, ze nepotfebujeme vsechny spojky, se hodné vyuzivd v informatice. Kazdému pocita-
éovému programu totiz lze rozumét tak, Ze jen pocita pravdivostni hodnoty néjakych slozitych
formuli. K tomu, aby to mohl udélat, potfebuje v sobé mit zabudované soucastky, které umi
spocitat pravdivostni hodnotu negace, konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence z pravdi-
vostnich hodnot jejich casti. Muze se ale stat, Zze je o hodné levnéjsi nebo jednodussi vyrobit
soucastku, kterd pocita konjunkci, nez tfeba soucastku, kterd pocita implikaci . . .

Vyrokova logika — povidani o formé&®

Vratme se k naSemu Matematikovi. Kdyz prisel na to, ze pravdivostni hodnoty slozenych
vyroku se daji urcovat pomoci tabulek, a ze existuji tautologie, tedy tvrzeni pravdiva bez ohledu
na pravdivost jednotlivych ¢asti, zacalo ho zajimat, jestli existuje néjaky zpusob, jak napsat
pocitacovy program, ktery by je postupné vypsal vSechny. Brzy mu doslo, ze téch vzdy pravdivych
tvrzeni je nekoneéné mnoho, takze to nejlepsi, co se mu muze podafit, je najit program, ktery
bude postupné vypisovat jedno za druhym a na kazdé nékdy prijde fada (i kdyz on sdm se toho
moznéa uz nedozije, a kdyz to bude néjakd hodné slozitd tautologie, nedozije se toho ani jeho
pravnuk).

Nakonec takovy program objevil. My si ho zde nebudeme ukazovat, ale ukazeme si néco,
s pomoci ¢eho uz by se dal napsat. V logice se takovymbhle schémattim pro programy, které vypi-
suji jednu tautologii za druhou, fika kalkuly. Kalkuly a pocitacové programy vibec samoziejmé

6Tuhle ¢ast bychom také mohli nadepsat cizim slovem syntaze. Syntaxe se zabyva tim, jak
vypada spravné utvoreny vyrok, jaké musi mit ¢asti, tak jako véta musi mit podmét a prisudek
a souveéti musi byt spravné rozdéleno ¢arkami. Zajimavé na tom je, ze pfi zkoumani spravné
utvorenych slozenych vyrokt miuzeme zapomenout na to, jaky maji vyznam. Déale se syntaxe
zabyva v8im, co lze zkoumat pouze na zdkladé tvaru (formy) jednotlivych tvrzeni, aniz bychom
znali jejich konkrétni vyznam.



nevédi nic o tom, jestli venku prsi, a dokonce ani o matematickych pojmech, ¢islech, trojihelni-
cich, zkratka ni¢emu nerozumi. Proto jsou ¢isté formalni — takovy kalkul pracuje tak, Ze vezme
néjakou radku znaki, a udéla s ni néjakou jednoduchou upravu podle pfedem daného pravidla.
To jen c¢lovék, ktery se na to diva z venku, vi, Ze ta Uprava znamenala tieba to, ze z vyroku
A A (A = B) vyplyva vyrok B. Kalkul sam nic takového ,nevi“.

Kalkul také neobsahuje ani nevytvari uplné véty, ale jen zjednodusena schémata, podle kterych
1ze z jednoduchych vyroku vytvorit slozeny vyrok. Takovym schématim se fikd formule. Formule
je takova radka znaki, kterda by byla vyrokem, kdybychom za pismena v ni obsazend dosadili
néjaké jednoduché vyroky. Tieba A A (A = B) je formule, a dosazenim ,Prsi.“ za A a ,Je
mokro.“ za B dostaneme vyrok ,Prsi a kdyz prsi, tak je mokro.“.

Kazdy kalkul obsahuje néjaké axiomy, které rikaji, ze na zacatku smime vzit libovolnou radku
znaku takového a takového tvaru. V kalkulu vyrokové logiky to jsou tfi axiomy

(Al) A= (B=A)

(A2) (A=B=0)=(A=B)=A=0)

(A3) (-B=-A)= (A=B)

Nenech se prekvapit tim, Ze se zde vyskytuji jen dvé spojky. Mohli bychom, samoziejme,
napsat i axiomy obsahujici ostatni spojky, my se ale spokojime s tim, Ze vime, Ze ostatni spojky
jsou jen zkratkami za slozité formule obsahujici jen = a —.7

To, ze nas kalkul obsahuje axiomy (A1), (A2) a (A3) znamen4, Ze pfislusny program muze do
seznamu tautologii napsat libovolny radek znaku, ktery vznikne tak, Ze za pismenka A, B a C
dosadi néjaké formule. Naptiklad nase tfi axiomy jsou formule a dosazenim vyroku 14+1=2 za A,
a vyroku ,Teplota je —273°C.“ za B do axiomu (Al), dostdvame vyrok ,Jestlize 14+1=2, potom
kdyz je teplota —273°C, tak 1+1=2.¢

Nas kalkul ma taky jedno pravidlo, logikové mu fikaji modus ponens. To fika tohle: Pokud
jsi uz na vystup napsal formuli A a také formuli A = B, muze$ tam napsat také formuli B.

Piiklad dukazu v kalkulu*

Ukézeme si, jak pomoci tohoto kalkulu dostaneme formuli p = p, ktera rika ,,Kdyz je pravda
p, tak je pravda p“. Tedy napriklad ,Kdyz prsi, tak prsi,“ coz urcité chceme, aby bylo pravda.
Nejdfiv pouZijeme axiom (A2); za B dosadime p = p, a za A a C dosadime p.

A= B=0)=(A=B)=(A=0) (A2)

p=((p=p=p)=(p=@=p)=@P=Dp) (1)

"Kdyby Ti zvédavost nedala spat, tady pieci jen jsou i ostatni axiomy:

(AA1)  (AAB)=A
(AAY)  (AAB)=B
(AN2) A=B)=(A=0C)=A=BAQ)))
(AvVl) A= (AVB)
(AV1’) B= (AVB)
(AV2) (A=0C)=(
(A&l) (A& B)=>
(Ae1) (A< B)=
(As2) (A=B)=(

B=C)=((AVvB)=0())
A = B))

B=A))
B=A)=A<B))

R~ —_—=



Potom pouzijeme axiom (A1) a dosadime do né&j stejné jako v pfedeslém kroku.

A= (B=A) (A1)
p=((p=p)=0p) (2
Ted mizeme pouzit pravidlo modus ponens na (1) a (2):

(MP) A=B (p=(p=p)=p)=>((r=@=p)=@=Dp)
A p= ((p=p) =0p)

B (p=(=p)=(=p ®3)
Ted znovu dosadime do (A1), ale tentokrat za A i B dosadime p.

A= (B=A) (A1)
p=(p=p) 4)

No a nakonec znovu pouzijeme modus ponens, tentokrat na (3) a (4)

(MP) A=B (p=@=0p)=@=Dp)
A p=(p=0p)

B p=p
Vidime, ze dokazovani v takovém kalkulu neni viibec jednoducha véc a rozhodné si dovedeme
predstavit i jednodussi zpusoby, jak zjistit, ze ,,Jestlize prsi, tak prsi.“ je vzdycky pravda. Presto
se logikové kalkuly radi zabyvaji, dokazuji o nich rizné véci a vymysli dalsi (v nékterych z nich
se dokazuje o néco lépe, ale museli bychom si vysvétlit jesté spoustu dalsich neznamych pojmid,
abychom se s nimi mohli sezndmit). My si bez dikazu uvedeme dvé typické véty o kalkulu
vyrokové logiky:

Véta. (O korektnosti)  Kalkul vyrokové logiky je korektni, to znamend, Ze kazda formule,
kterou v ném dokazeme, je skutecné tautologie.

Véta. (O uplnosti)  Kalkul vyrokové logiky je uplny, to znamend, Ze kazdou tautologii v ném
Ize dokazat.

Cviceni 9. Dokaz vétu o korektnosti vyrokové logiky, to znamena, ukaz pomoci tabulky, ze
axiomy jsou tautologie a ze pravidlo modus ponens ze dvou tautologii opét odvodi tautologii.

Cviceni 10. Klasickd logika ma tu zajimavou vlastnost, Zze kdyz k mnoziné vSech tautologii
pfidame jedinou formuli, ktera tautologii neni, budeme pomoci dosazeni moci odvodit spor® —
tedy budeme moci najit dvé formule, které obé vznikly dosazenim do néjakych tautologii nebo
do nasi pridané formule, z nichz jedna je negaci druhé.

Necht je dana formule A, ktera neni tautologii. Reknéte, jaké dvé formule pouzijete a jaké
dosazeni na kazdou z nich provedete, abyste dostali hledany spor.

Shrnuti*

Dnes jsme se seznamili s klasickou vyrokovou logikou. Na jejim prikladu jsme si ukazali, jaky
je rozdil mezi syntaxi, tedy Cisté formalnim hrani s pismenky, a sémantikou, tedy uvazovanim

8V matematické fe¢i se Fika, ze mnozina tautologii klasické vyrokové logiky je mazimdini
bezespornd mnozina.



o vyznamu. Sémantika je velmi dilezita, protoze s jeji pomoci se mezi sebou miizeme dohodnout,
co mame na mysli, kdyz vyslovime tvrzeni urcitého tvaru.Vidéli jsme, ze napriklad u implikace
nemusi byt Gplné snadné takovou dohodu udélat (a jesté se k tomu vratime v p¥istich dilech).
Zatimco v oblasti sémantiky vyrokové logiky jsme se naudili ovérovat, zda je néjakd formule
tautologie ¢i kontradikce (nebo nic z toho) pomoci tabulky, v oblasti syntaxe jsme se seznamili
s jednim kalkulem. Abychom nebyli pofad jen uplné klasicti, pfedvedli jsme si také tzv. dynamicky
ptistup k logice, ve kterém chapeme ovérovani pravdivosti néjakého tvrzeni jako hru pro dva
hrace.

Dalsi cviéeni

Nedej se odradit délkou zadani nékterych tuloh! Neni vibec pravda, Ze ¢im delsi zadani, tim

Cviéeni 11. (podle Frantisek Gahér: Provokacia ako motivicia k studiu logiky) Neékdy se
stava, ze néjakou vétu v prirozeném jazyce, tedy v jazyce, kterym se lidé bézné dorozumivaji,
1ze pochopit dvéma rtiznymi zpisoby. Casto je to zptisobené tim, Ze pfirozeny jazyk nezachycuje
dostatecné presné takzvanou logickou strukturu véty. V této tloze se podivame na dva takové
priklady:

(a) Neni-li stanoveno pravnim pfedpisem nebo téastniky dohodnuto jinak, jsou podily vsech
spoluvlastniku stejné.

(Ak nie je pravnym predpisom ustanovené alebo téastnikmi dohodnuté inak, st podiely vset-
kych spoluvlastnikov rovnaké.)

Tuto vétu lze formalizovat dvéma zptsoby: =(AV B) = C, (mAV -B) = C.

(b) Neni-li mozné vadu odstranit a neni-li pro ni mozné uzivat véc dohodnutym zpiisobem
nebo rfadné, ma nabyvatel pravo domahat se zruseni smlouvy.

(Ak nemozno vadu odstranit a ak nemozno pre nu vec uzivat dohodnutym sposobom alebo
riadne, je nadobudatel opravneny doméhat sa zruSenia zmluvy.)

Dvé mozné formule tentokrat jsou: (WA A-(BV C)) =D, (-FAA(-BV-C)) = D.

V obou ¢astech ukaz, ze dvé navrzené formule nejsou ekvivalentni. (po 1 bodg)

V kazdém prikladé zkus vétu preformulovat tak, jak by méla znit, aby jednozna¢né odpovi-
dala prvni a druhé navrzené formuli. Rozhodni, ktera z nabizenych formuli zachycuje zamysleny
vyznam véty. (po 1 bodé)

Vsimni si, jak byla zamyslena ¢ast véty se strukturou ,neni-li A nebo B (,ak nie A alebo
B“)! (1 bod)

Cvi€eni 12. Snem tvurcu logickych kalkulti bylo vytvorit systém, ve kterém je kazdy jed-
notlivy krok dukazu zcela nezpochybnitelny, zkratka evidentné spravny a neni tedy tieba jej
zdivodiiovat. Karel Capek o takovém dokazovani napsal:

,,O logickém dutikazu je jedind pravda, Ze se nic neda logicky dokazovat; coz vam dokazu logicky.
Bud dokazuji své tvrzeni samymi evidentnimi soudy; ale kdyby mé tvrzeni plynulo evidentné
z evidentnich vét, bylo by samo evidentni, a tu by ovSsem naprosto nepotiebovalo byt dokazovano.
Nebo dokazuji své tvrzeni vétami neevidentnimi, ale pak bych musel logicky dokazovat vSechny
tyto véty ,usque ad infinitum®, [...] z éehoz logicky plyne, Ze logicky dikaz je nemozny; a neni-li
tento logicky dikaz naprosto presvédcujici, vidite z toho, ze logické dokazovani opravdu za nice
nestoji.“ (Karel Capek: Kritika slov; citovano v Antonin Sochor: Klasickd matematické logika,
str. 21, odkud to cituje Petr Jansa, str. 25)

Odhalte, v ¢em spo¢iva klam ¢&ili podfuk Capkovy argumentace!



Cviéeni 13. (podle James D. McCawley: Everything that Linguists have Always Wanted to
Know about Logic) Jeden védec z planety Venuse se rozhodl zkoumat, zda rizné jazyky mohou
fungovat na zdkladé riznych logickych systému. Po nékolika letech studia pozemstant (konkrétné
svou studii provadél v Cechéch) publikoval élanek, ve kterém tvrdil nasledujici:

V jazyce Cechti se zapor vytvaii tak, ze se pred uréity tvar slovesa piipoji pfedpona ne-.
Cechové pritom casto pouzivaji véty tvaru ,A A —A“, napiiklad ,Néktefi lidé jsou chytii a
nékteti lidé nejsou chytii.“ Z toho je vidét, Ze v logice Cechii neplati zakon, ktery na Venusi zna
kazdé malé dité, totiz ze zadny vyrok nemuze byt pravdivy soucasné se svou negaci.

Vysvétlete venusskému védci, v ¢em se myli.

Cviéeni 14. (podle James D. McCawley: Everything that Linguists have Always Wanted to
Know about Logic)

(a) Naleznéte formuli obsahujici pouze spojky — a =, kterd je ekvivalentni s formuli (AAB) =
= A.

(b) Rozhodnéte, zda je formule (A A B) = A dokazatelna v hilbertovském kalkulu vyrokové
logiky.

(¢) Rozhodnéte, které z nasledujicich vét jsou konjunkcemi a které ne: Plakal a plakal. Samé
prace a zadna zabava udélaly z Honzy hrozného skarohlida. Tomas slibil Sarce kozesinovy kabat
a prsten s diamantem. P&t a tfi je osm. Pan Novéak sveze na valniku Petfika a budto Anezku
nebo Kristynku.

Navody, napovédy, reseni a poznamky k nékterym cvic¢enim

Napovéda ke cvic¢eni 10. Vymyslete, jaké dosazeni je tfeba udélat, abychom z formule, ktera
neni tautologii (tedy neni pravdiva pfi néjakém ohodnoceni), dostali kontradikci (formuli neprav-
divou pfi vSech ohodnocenich).

ResSeni 12. cviéeni. ,,Je nutné zdiraznit, v ¢em se matematicky logik naprosto rozchézi s cito-
vanym vyrokem K. Capka. Parafrazuji-li jeho iivahu, mohu také jednoduse ,dokazat“, Ze nikdy
nedojdu z Prahy do Préic: pii kazdém kroku se ma pozice zméni jen méalo a Prcice jsou od Prahy
dost daleko. Chyba Capkovy tivahy spoéiva v tom, ze mnoha (byt malymi) kroky je mozno urazit
velkou vzdalenost, coz fada ucastniki pochodu na uvedené trase prakticky prokazala. Analogicky
neni mozno popfit, ze i pomoci evidentnich ditkazovych krokt je mozno dojit (je-li jich hodné)
k tvrzenim zna¢né neevidentnim.“ (Antonin Sochor: Klasickd matematické logika, str. 23; cituje
Jansa, str. 25)

Neklasické logiky

Intuicionisticka logika a konstruktivismus

»Prestoze Brouwer chtél ukazat, ze nékteré matematické dikazy funguji jinak nez logika, lidé si
v8imli, ze Brouweriv argument muze ukéazat také to, Ze nékteré oblasti matematiky sice funguji
podle logiky, ale tato logika je odlisna. Néktefi dokonce takovou logiku vybudovali a pokusili se
predvést, ze to je ve skutecnosti logika veskeré matematiky. Nazvali to intuicionistickou logikou.

(Dan Cryan, Sharron Shatil, Bill Mayblin: Logika, str. 94)

Budovani zakladu matematiky

V druhé poloviné 19. stoleti prozivala matematika krizi zptsobenou zjisténim, ze zdklady, na
kterych se dosud budovalo, nejsou dost pevné a pripoustéji rizné paradoxy. Gottlob Frege se



domnival, Ze jedinym skuteéné pevnym a duvéryhodnym zakladem pro matematiku je logika.
Vypracoval zpusob zapisu a dokazovani logickych formuli, diky kterému je povazovan za za-
kladatele moderni logiky. V té dobé byla za nejdilezitéjsi cast matematiky povazovana nauka
o cislech, aritmetika. Frege se pokusil vybudovat aritmetiku na pevnych zakladech logiky, ale
kdyz meélo jeho celozivotni dilo po dvanécti letech prace vyjit tiskem, upozornil ho mlady ang-
licky matematik a filozof Bertrand Russel na zavazny problém. V podstaté se jednalo o obdobu
znédmého paradoxu holice:

Holi¢ ze Sevilly holi pravé ty ze sevillskych muzu, ktefi se neholi sami. Holi se holi¢ sam?

Kdyby se holil, neholil by se, protoze holi jen ty, ktefi se neholi sami. Ale pokud se neholi
sédm, musi se holit ...

Prestoze se Fregeho logika nakonec neosvédcila, Russel na Fregeho dilo navazal a stejné jako
on se pokusil vybudovat pevné zdklady pro matematiku. Rozhodl se postupovat stejné jako
kdysi ddvno Euklidés pfi budovani geometrie: nékterd ziejmé tvrzeni prohlasit za axiomy® a
pochyb. V tfisvazkovém dile Principia mathematica Russel spolecné s Whiteheadem skutecné
touto metodou vybudoval aritmetiku a teorii ¢isel. Jaké bylo jejich zdéseni, kdyz si uvédomili,
ze se dopustili téze chyby jako Frege!

Problém, se kterym se Russel potykal, 1ze zformulovat takto:

Uvazujme mnozinu vSech mnozin, které nejsou prvkem sama sebe. Je tato mnozina svym
prvkem?

V této dobé prichéazi na scénu némecky matematik David Hilbert a prohlasuje: ,,Soucasny stav
véci je neudrzitelny. Jen si pomyslete, definice a deduktivni metody, kterym se vsSichni uc¢ime,
kterym vyucujeme a které pouzivime v matematice, vzor pravdy a jistoty, vedou k absurditam!
Pokud je matematické mysleni nedokonalé, kde hledat jistotu a pravdu?“10

Hilbertovi a jeho nasledovnikim se pak podafilo vybudovat takové axiomatické systémy, které
k absurditdm nevedly. Podstatnou roli zde hralo to, Zze se vzdali predstavy, ze existuje jen jedna
»Spravna“ matematika. Zhruba feceno, pro Hilberta je ,spravna“ kazdd matematickd teorie,
kterd nevede k absurditam. Matematicky FeCeno, lze si zvolit zcela libovolné axiomy, na jejichz
zékladé nelze dokazat néjaké tvrzeni i s jeho negaci. Soubor axiomi, ktery splituje toto kritérium,
nazveme bezespornd teorie, protoze jeho dusledkem neni zddna formule tvaru A A =A (takovou
formuli nazyvame spor). Podle Hilberta mohou v matematice existovat vzajemné konkurenéni
teorie a nikomu to nevadi.l!

9Ptestoze si matematikové velmi zakladaji na tom, aby kazdé jejich tvrzeni bylo odtivodnéné,
neni mozné snazit se dokazat skute¢né vSechna tvrzeni. V kazdém diikaze totiz matematik pouzije
néjaka jednodussi tvrzeni, kterd by opét mél dokadzat — a tak az do nekonec¢na. Abychom se vyhnuli
nekone¢nému dokazovani, musime se rozhodnout, Ze nékterym tvrzenim budeme duvérovat bez
dtkazu. Takova tvrzeni se nazyvaji ariomy; nékdy, zejména v souvislosti s feckou matematikou,
se pouziva téz oznaceni postuldty.

10John D. Barrow: Pi na nebesich, str. 115.

11Ji7 d¥ive znamym piikladem tohoto poéinani bylo zavedeni neeuklidovskych geometrii. Fy-
zik by fekl, Zze nejvyse jedna z téchto teorii je spravnd, protoze nejvyse jedna z nich popisuje
svét, ve kterém zijeme. V neeklidovskych geometriich mize naptiklad byt soucet thla v trojahel-
niku i jiny nez 180°; fyzikové provadéji velmi pfesnd méfeni, aby ovérili, jaky je soucet tthlu ve
»Skuteénych trojuhelnicich® (tvofenych napiiklad tfemi hvézdami; pfimky jsou pFitom vymezeny
drahou svételnych paprskll). Matematik se na ,skuteéné trojahelniky“ neohlizi: zajima jej jen
to, zda je svét, ve kterém je soucet thla v trojuhelniku jiny nez 180°, viibec myslitelny, zda by



Dulezité je, jak se tyto teorie buduji. Zacne se tim, Ze napiSeme nékolik axiomu. Pak je tfeba
ukézat, ze z téchto axiomii nelze odvodit spor.!? P¥i odvozovani dalsich tvrzeni smime pouzivat
pouze urcité predem popsané malé kricky. Prikladem takové teorie je napfiklad kalkul vyrokové
logiky.

Netrvalo dlouho a holandsky matematik Luitzen Brouwer vystoupil s tvrzenim, ze axiomatické
budovani matematiky je zcela mylné. Jeho argument byl zhruba nésledujici:

Matematika je v prvé fadé ¢innosti matematikovy mysli. Matematik intuitivné vi, s jakymi
objekty pracuje, tfeba co to je prirozené cislo. Jazyk, kterym svoje poznatky vyjadiuje, je jen
pomuckou pro dorozumivani. Je zcela mylné vyjit z tohoto jazyka, ten formalizovat a pak se
domnivat, ze prostym hranim se symboly ,provozujeme“ matematiku.l® Ovem presné toho se
dopoustime, pokud budujeme teorie s axiomy a odvozovacimi pravidly: sice se snazime, aby nase
axiomy odrazely nase intuitivni predstavy o matematickych objektech, ale jakmile se jednou
rozhodneme pro uréitou sadu axiomi a odvozovacich pravidel, mizeme dalsi matematické véty
dokazovat zcela mechanicky — tak mechanicky, ze by to za nas mohl délat i pocitac. Za axiomy
své teorie volime urcité véty, vyroky ¢i formule, které se skladaji ze slov ¢i symbolu, kterymi se
snazime (vétSinou ne zcela pfesné) popsat vlastnosti ¢isel ¢ jingch matematickych objekt; diky
tomu misto se samotnymi ¢isly pracujeme s vétami o ¢islech.

Podle Brouwera je tfeba matematiku budovat pouze na téch nejzakladnéjsich matematickych
predstavach — intuicich, které sdileji vSichni lidé. Pro intuicionisty jsou témito zdkladnimi kameny
matematiky pfirozend ¢isla a princip matematické indukce, ktery rika toto: Jestlize ¢islo 1 méa
néjakou vlastnost a jestlize plati, ze ma-li ¢islo n tuto vlastnost, pak ji ma i ¢islo n + 1, tak
vSechna pfirozena c¢isla maji tuto vlastnost.

Mezi spole¢né intuice vSech matematikt patii také zakladni operace s pfirozenymi Cisly (séi-
tani, ndsobeni a podobné), které nazyvame konstrukce. Matematika je védou o konstrukcich
probihajicich v matematikové mysli. Napfiklad tvrzeni 1 + 3 = 2 + 2 pro intuicionisty znamena
,provedl jsem v mysli konstrukce odpovidajici vyraztim 2+2 a 1+3 a zjistil jsem, ze vedou k témuz
vysledku®.

Vétsina matematiki se domniva, ze nezavisle na nés existuje néco jako svét matematickych
objektd, ktery muzeme zkoumat a objevovat. Tento nazor na matematiku se ¢asto nazyva mate-
maticky platonismus, protoze se podoba Platonové predstavé, ze ,nékde* existuje svét dokonalych
ideji a predméty, se kterymi se setkavame v kazdodennim zivoté, jsou jen nedokonalymi obrazy
téchto ideji. Napriklad témér kazdé malé dité vi, ze pfimka je ,nekonecné tenka“ Cara, ale zadna
pfimka nakreslend na papife tuto vlastnost samoziejmé neméa. Pfimky, se kterymi se setkavame,
jsou tedy pouze nedokonalymi napodobeninami téch ,skutec¢nych” primek, které ,bydli“ ve svété
matematickych objektl spolu s Cisly, trojuhelniky a mnozinami.

Podle Brouwera tato predstava vedla k pouzivani nékterych postup, které nejsou opravnéné.
Ze vseho nejvic se mu nelibilo dokazovani existence matematickych objektd metodou nazyvanou
dtikaz sporem. Ten patii k matematickému folkléru uz od dob starého Recka, kdy Eukleidés
takto dokazal existenci nekoneéného poctu prvocisel:

Predpokladejme, Ze prvocisel je pouze koneény pocet a ze 2,3, 5, ... P jsou vSechna prvocisla.

uvahy o ném nevedly ke sporim a paradoxtim.

12Ve skute¢nosti matematikové ¢asto tento krok vynechavaji a pouze doufaji, ze jejich teorie
jsou bezesporné. Profesor Tomas Kepka z prazského matfyzu k tomu s oblibou fika: ,,Vérim, ze
v matematice je spor, ale je prili§ daleko, takze ho nikdy neobjevime.*

13 Matematika je rozumova ¢innost (jednotlivich) lidi a je jen ne zcela adekvatné sdélitelna
jazykem.“ Miroslav Mleziva: Neklasické logiky, str. 63.



Pak ¢islo @ = (2-3-5--- P) + 1 je v&tsi nez nejvétsi prvocislo P, takZe neni prvodislem, a tedy
je délitelné néjakym prvocislem. Ale po déleni vSemi prvocisly 2,3,5,... P dava zbytek 1, takze
zadnym prvocislem délitelné neni. To je spor — ukézali jsme, ze @ je i neni délitelné néjakym
prvocdislem. Predpoklad, Ze prvocisel je jen konecny pocet, vede ke sporu, takze prvocisel musi
byt nekonecny pocet.

Brouwerovi se na dokazovani sporem nelibilo, Ze nedavé zadny névod na to, jak najit (zkon-
struovat) objekt, jehoz existenci dokazujeme. P¥ipomind to zndmy vtip o matematikovi a fyzikovi,
obou zavienych v kobce s hromadou konzerv. Kdyz se po tydnu zalainik pfisel podivat do kobky,
kde véznil fyzika, nasel ho spokojeného a sytého, protoze se mu podarilo konzervy oteviit kous-
kem ostrého kamene, ktery uloupl ze stény. Matematik lezel ve své kobce vycerpany a témér
mrtvy hlady; stény pokryl spoustou vypocti a népisi (v kobce byl dostatek blata, kterym mohl
psat) a dole v rohu objevil zaldfnik dvojité podtrzenou vétu ,,Z toho plyne, ze KONZERVU LZE
OTEVRIT!“

Brouwer tvrdil, Ze matematické objekty neexistuji mimo matematikovu mysl. Chceme-li do-
kéazat existenci objektu s uréitymi vlastnostmi, musime jej zkonstruovat pomoci jednoduchych
krokt jako sc¢itani a nasobeni. Muze se stat, ze neumime zkonstruovat predmét s danou vlast-
nosti (a tak dokdzat jeho existenci), ani dokdzat, ze neexistuje. V nasi mysli se tedy nemusi
nachazet ani konstrukce hledaného pfedmétu a z ni plynouci poznani, ze existuje, ani poznani,
ze neexistuje. Vidime, Ze o poznatcich v matematikové mysli neplati zdkon vylouceného tretiho
AV —A, ktery fikd, ze kazdé tvrzeni je budto pravdivé nebo nepravdivé. Jenze matematika je pro
Brouwera pravé studiem konstrukci probihajicich v matematikové mysli. Musime tedy odmitnout
klasickou logiku.

Odmitnuti zdkona vylouceného tfetiho uzce souvisi s intuicionistickym pojetim disjunkce.
Intuicionista povazuje disjunkci A V B za dokdzanou pouze v pfipadé, ze je dokdzan aspon jeden
z vyroku A, B. Neintuicionistovi stac¢i ukézat, ze za vSech okolnosti je pravdivy alespon jeden
z vyrok A, B — nemusi to ale za vsech okolnosti byt ten stejny. Diky tomu lze v klasické logice
dokazat A V —A, ac je zfejmé, ze nelze zcela obecné dokazat jeden z vyroku A, —A.

Jak uz bylo feCeno, povazoval Brouwer za neintuitivni také dokazovani sporem; tvrdi, ze je
zalozeno na zakonu vylouceného tretiho, coz jsme vidéli na pfikladu Euklidova dikazu: tvrzeni,
ze prvocisel je konecny pocet, vede ke sporu, takze neni pravdivé; v dusledku toho musi byt
nepravdivé, takze prvocisel neni koneény (tj. je nekonecny) pocet.

Vidime, ze Brouwer odmital nékteré z pilifa klasické logiky; ve skutecnosti odmital budo-
vat matematiku pomoci jakékoli logiky, protoze logika zachycuje pouze vlastnosti naseho jazyka,
zatimco matematika by se méla zabyvat matematickymi intuicemi, které jazykem pouze vyjadiu-
jeme. Néktefi Brouwerovi nasledovnici ale logiku neodmitali tak dirazné jako on. Jednim z nich
byl i Arend Heyting, ktery vytvoril intuicionistickou logiku. Heyting sice tvrdil, ze ,nikdy nebude
mozno matematicky presné dokazat, ze dana soustava axiéomu skute¢né obsahuje vsechny platné
metody diikazu“!?, ale jeho logika se ujala a patfi dnes k nejc¢astéji studovanym neklasickym
logikam.

Kolmogorova logika problému
Jednou z podivnych vlastnosti intuicionistické logiky je to, ze v ni neplati zakon vylouc¢eného
tfetiho A vV —A. To znamend, Ze zatimco v klasické logice je pravdivy budto dany vyrok (to kdyz
je pravdivy), nebo jeho negace (to kdyZ je nepravdivy), v intuicionistické logice existuje jesté

14 Arend Heyting: Intuitionism, Amsterdam 1959, str. 102. Cituje Miroslav Mleziva: Neklasické
logiky, str. 75.



tfeti moznost, totiz ze neni pravdivy ani A, ani —A! Vyroky intuicionistické logiky tedy nespliuji
definici, kterou jsme si uvedli v predchozi kapitole, totiz ze vyrok je tvrzeni, které je vzdy budto
pravdivé nebo nepravdivé.

Kolmogorov pfigel s myslenkou neuvazovat o vyrocich, ale o problémech. Nadale tedy pouzival
symboly klasické logiky, ale vyznam symbolu A nebyl ,vyrok A je pravdivy“, ale ,problém A je
fesitelny“. Podobné interpretoval i logické spojky:

-A problém A je nefesitelny
AAB oba problémy, A i B, jsou feSitelné
AVB A je fesitelny nebo B je fesitelny
A=B je-li vyfesen problém A, je vyfesen i problém B

A&B zkratka za (A = B) A (B = A).

Co to ale znamend, ze néjaky problém je fesitelny? V konstruktivistickém duchu to znamena
Lumime zkonstruovat reseni“. Jinak feceno, fesitelna je pouze ta tuloha, ke které je znam postup,
jak ji vyrtesit. Konstruktivisté neptfipoustéji tvrzeni, ze dany problém je fesitelny, ale my to jesté
neumime. Nefesitelnosti problému se pak mysli to, Ze umime dokézat, ze zadné reseni neexistuje.
Ziejmé existuje i tfeti moznost: dosud dany problém vyfesit neumime, ani nevime, jestli skutec¢né
néjaka feseni mé. Zakon vylouceného tietiho A V —A tedy neplati.

Podivejme se, jak v této interpretaci dopadne dalsi z dulezitych postupu klasické logiky, totiz
dtikaz sporem. Pfislusna formule zni (—A = A) = A. V klasické logice jsme uvazovali nasledovné:
kdyby bylo pravda —A, musi podle prvni implikace byt pravda také A, ale A nemuze byt soucasné
pravda i nepravda. Je-li tedy implikace (—A = A) pravdiva, nemiize byt vyrok —A pravdivy, a
podle zakona vylouceného tretiho A V —A musi byt pravdivy vyrok A.

Tato formule zachycuje zédkladni myslenku dokazovani sporem: vyjdeme od negace dokazo-
vaného tvrzeni a snazime se ukazat, ze z ni plyne néjaky zfejmy nesmysl. V tvaze z predeslého
odstavce je tim nesmyslem formule A A —A; logikové ji obvykle nazyvaji spor. Pokud z —A plyne
spor, —A platit nemuze, a musi tedy platit A.

Implikace (—mA = A) v Kolmogorové interpretaci ¥ika zhruba toto: umime-li vyfesit problém
—A, umime vyftesit i problém A. Re$enim problému —A je ale diikaz, Ze problém A je nefesitelny!
Kolmogoruv vyklad formule (—=A = A) = A tedy je ,je-li vyfeSena tloha piepracovat jakykoli
dtkaz, ze problém A nema feSeni, na feSeni problému A, umime nalézt i samotné feSeni problému
A“. Na prvni pohled je vidét, Ze nemame z4dny diéivod povazovat tuto formuli za platnoul'®:
feseni ulohy prepracovat dikaz nefesitelnosti A na Feseni problému A by nam k feseni problému
A pomohlo pouze tehdy, kdyz uz bychom meéli pfipraveny dikaz jeji netesitelnosti.

Do tretice se podivejme na to, jak z pohledu pana Kolmogorova dopadne klasickd ekviva-
lence A < ——A. Stejné jako v klasickém ptipadé ekvivalenci povazujeme za pouhou zkratku za
konjunkci dvou implikaci (A = ==A) A (-—A = A).

150 néjaké formuli fekneme, 7e je platnd, je-li tautologii.

*Oznaceni platnd formule se v logice pouzivd v nékolika vyznamech: 1) jako synonymum pro
pravdivd (zejména pii definovani splitovani v modelech predikdtové logiky se ¢asto pouziva vy-
raz ,formule je platnd v modelu“ misto ,formule je pravdiva pfi dané interpretaci“); 2) jako
synonymum pro pravdivd nezdvisle na ohodnocent promeénnych — to je ve vyrokové logice to-
téz co tautologickd. (V predikatové logice, kterd v jistém smyslu obsahuje vyrokovou logiku, se
pak sluvko tautologickd pouziva pro formule, které jsou pravdivé nezavisle na ohodnoceni pro-
ménnych diky své vyrokové-logické strukture, zatimco platnd pro formule, u nichz je nutno vzit
v potaz jejich predikatové-logickou strukturu a vlastnosti modelu, se kterym pravé pracujeme.);
3) ve vyznamu dusledek teorie neboli pravdivd ve vsech modelech dané teorie.



Prvni implikace je platna i pfi vykladu pomoci FeSitelnosti problémi: je-li A ,pravdivé“,
zname zpusob, jak nalézt Feseni problému A. Ovsem tim je dokazano, ze neni nefesitelny; jinymi
slovy, je dokézano, ze problém —A (tedy tloha dokdzat nefesitelnost problému A) je nefesitelny.

Opac¢néa implikace klasicky plati také, ale v Kolmogorové interpretaci ne: =—A fika, Ze umime
dokézat, ze nelze dokazat nefesitelnost problému Aj; z toho jesté nijak neplyne, Ze problém A uz
umime vyiesit!16

Kripkovské modely intuicionistické logiky!718

Odpovéd na otazku, zda umime néjaky problém vytesit, se samoziejmé muze ménit v Case:
nejprve nevime, zda je problém A fesitelny, neni tedy pravdivé ani A, ani —A. Pozdéji se tieba
dovime, Ze neni nefesitelny (—=—A) a nakonec t¥eba objevime Feseni (A bude pravdivé). Budeme
navic predpokladat, ze jsme dost chytii na to, abychom nezapomnéli nic z toho, co jsme uz zjistili.
Uvazujme tvrzeni, kterd jsou pravdivd nebo nepravdiva (ale my t¥eba nevime, co z toho),

jejichz pravdivost se neméni v case; tedy vyrok ,,Prsi.“ neuvazujeme, ale vyrok ,17. prosince
roku 1900 v 13.45 nad Narodnim divadlem v Praze prselo.“ uvazujeme. Na kazdy takovy vyrok
se mizeme divat jako na problém urcit, kterd z moznosti pravda / nepravda nastava. Zpisob, jak
zachytit vyvoj naSich znalosti v Case, se nazyva (kripkovsky) model. Ty Gasové okamziky, které
nés zajimaji, budou reprezentovany takzvanymi mozngmi svéty.'® V kazdém mozném svété jsou
néktera tvrzeni pravdiva a nékterd nepravdiva, ale o nékterych jesté neni rozhodnuto, neplati zde
tedy zakon vylouceného tietiho. Oznaceni mozné svéty se pouziva proto, ze nebudeme uvazovat
jen okamziky odpovidajici skuteénému stavu naseho poznani nékdy v minulosti nebo v budouc-
nosti, ale i moznosti, které se neuskutecnily. Podivejme se na takovy malicky model pro vyrok ,,Na
Marsu je zivot.“ Je zvykem kreslit modely tak, Ze ,nejstarsi“ mozné svéty jsou dole. Pfibyvani
Gasu (a tedy i poznatkl) se oznacuje Sipkami.

Zjistili jsme, ze vyrok ,Na Marsu je zivot,* Zjistili jsme, ze vyrok ,,Na Marsu je zivot,*

je nepravdivy. je pravdivy.

Dosud nepovazujeme za pravdivy ani
vyrok ,Na Marsu je zivot,“ ani vyrok
»Na Marsu neni zivot.*

Podobny obrazek bychom si mohli nakreslit pro jakykoli vyrok. To, ze v daném mozném svété
S je o daném tvrzeni A znamo, Ze je pravdivé, oznacime znackou S |- A. To, ze dané tvrzeni

167 toho, 7e vime, 7e uloha zapsat &islo m s presnosti na 10100000 desetinnych mist neni ne-
fesitelnd pomoci supervykonnych pocitactt budoucnosti, jesté neplyne, ze takové pocitace mame
k dispozici nebo Ze je umime sestrojit.

"Misto kripkovsky model budeme ¥ikat pouze model.

18Tato kapitola se snazi ukazat na ptikladech, co to je model a pro¢ vypada tak, jak vypada.
Zalezi na Tobé, zda je pro Tebe snazsi precist si nejdfiv delsi a trochu rozvla¢na vysvétleni bez
velkého mnozstvi matematickych pojmi v téhle kapitolce nebo stru¢nou a piehlednou, zato zcela
abstraktni matematickou definici v kapitolce pristi.

19Misto mozng svét budeme asto Fikat pouze svét.



zatim za pravdivé nepovazujeme, oznacime tak, ze tuto znacku preskrtneme. Uvédom si, Ze je
rozdil mezi S IF —=A a S I Al Pfedchozi model tedy bude vypadat takto:

A, AV A

IF—A,AV-A
52 ¥ —A

53 A

S A, -AAV-A

Uvédom si, Ze (pFinejmensim podle intuicionisti) tvrzeni tvaru A V B miZeme prohlasit za
pravdivé pouze tehdy, kdyz uz jsme ukézali pravdivost jednoho z vyrokt A, B. Specidlné v jednom
z moznych svéti v minulém modelu neplati zékon vylouc¢eného tietiho A vV —Al

Tvrzeni tvaru A A B miZeme prohlasit za pravdivé, pokud uz vime, Ze obé tvrzeni A i B jsou
pravdiva. To znamenad, ze S |- A A B pravé, kdyz S I A a soucasné S I+ B.

Dulezitym pifedpokladem tvorby modelt je to, Ze tvrzeni, kterd jsme jednou prohlasili za
pravdiva, budeme za pravdiva povazovat uz naporad. To znamend, ze pokud Sy IF A a do svéta
Sa vede z Sp Sipka (v matematické hatmatilce se ¥ikd, ze Sa je z S1 dosaZitelny), tak Sz IF A.
Matematici této vlastnosti modelu fikaji podminka perzistence a je typicka pravé pro modely
intuicionistické logiky. Tedy jesté jednou: o ni¢em, co jsme jednou prohlasili za pravdivé tvrzeni,
nemuzeme v budoucnu zjistit, Ze ve skutec¢nosti je nepravdivé. Omyly nejsou dovoleny a zadné
poznatky se nezapominaji.

Zajimavéjsi nez podminky pro konjunkci a disjunkci jsou ale podminky, za kterych mtzeme za
pravdivou prohlasit néjakou implikaci nebo negaci. Pro tcely tvorby modela za¢ina budoucnost uz
v pfitomném okamziku, pokud tedy napisu ,nikdy v budoucnu“, madm na mysli ,, nyni ani nikdy
v budoucnu“. V obrazcich modeld to zndzornime tak, ze z kazdého mozného svéta vede Sipka
zpatky do néj samotného, a v matematické feci fekneme, Ze relace dosazitelnosti je reflexivni.

Z podminky perzistence je vidét, Ze je-li pravdivé —A, nemize se stat, Zze nékdy v budoucnu
bude pravdivé A. V takovém budoucim okamziku by totiz bylo pravda A A —A, coz ale v zadném
rozumném svété nastat nemiize.

Tuto tivahu lze i obratit: Negaci - A prohlasime za pravdivou, kdykoli vime, Ze nikdy v bu-
doucnu neprohlésime za pravdivou formuli A. To znamené, Ze pokud v Zaddném mozném svété
dosazitelném z S neni pravdivé A, muzeme psat S |- —A.

Intuitivné tusime, ze by implikace A = B méla vypovidat néco o pri¢inném vztahu mezi
A a B. Proto se i podminka pro pravdivost implikace A = B odvolava na pravdivost v (moz-
nych) budoucich okamzicich: pokud v kazdém budoucim okamziku bude tato implikace pravdiva
klasicky, pak v daném okamziku je pravdiva i intuicionisticky. Jinak Feceno, pokud z S neni
dosazitelny zadny mozny svét, ve kterém A je pravda a B nikoli (tedy ve kterém je implikace
A = B nepravdiva ve smyslu klasické logiky), tak S IF A = B.

Tohle vypada trochu slozité, ale hnedka si to ukdzeme na prikladu:



Syl A,B

- S, IFB

S (zatim nevime nic)

je pravdiva
v moznych

formule svétech poznamka
A Sa,S3
B S3,54
ze vSech ostatnich svétlu se lze po Sipkach dostat
—-A Sa nékam, kde je pravda A
odevsad se lze po Sipkach dostat nékam, kde je
-B nikde! pravda B
z S1 1 S2 se lze dostat do Sa, kde je pravda A, ale
A=B S3, S neni pravda B
——=A S2,S3 z S1 1 S4 se lze dostat do Sy, kde je pravda —A
odnikud se nelze po Sipkach dostat nékam, kde je
-—B vsude! pravda —B
Av-A S2,S53,S4

S1 i S2 jsou protipriklady na zakon vylouce-
BV -B S3,S4 ného tretiho

-—A= A S1,52,53,54 vSude, kde je pravda ——A, je pravda i A

z S1 1 S2 se lze dostat do Sz, kde je pravda ——B,

-—-B =B S3,S4 ale neni pravda B

Cviceni 15. Ngktefi intuicionisté povazuji formuli —A za zkratku za formuli A = 1, kde L
oznacuje spor, tedy jakoukoli formuli tvaru B A —=B. USetfi si tim praci s definovanim, kdy je
pravdiva formule —A. Spor nikdy pravdivy neni. Ukaz, ze takto definovana negace je pravdiva
pravé v téch moznych svétech, ve kterych je pravdiva na zakladé podminky popsané v této
kapitole.

Cviceni 16. Pravdépodobné T¢ to prekvapi, ale Brouwerovi nevadilo vyvraceni sporem — po-
kud néjaké tvrzeni vede ke sporu, je jisté nepravdivé, a tedy je pravdiva jeho negace. Znamena
to, ze Brouwer odmité formuli (—=A = A) = A popisujici dokazovani sporem, ale p¥ijima formuli
(A = —A) = —A. Vysvétli, jak to souvisi s pojetim negace popsaném ve cviéeni 15.

V tuto chvili uz tedy tusis, ze model je zpusob, jak matematicky zachytit pfibyvani poznatku
a ze v ném jsou zachyceny i ty situace, které ve skuteCnosti nenastanou, ale tfeba by nastat
mohly. V nésledujici kapitole si ukdzeme, jak se tento typ modelt definuje v fe¢i matematiky.



* Matematicka definice kripkovskych modelt??

Relace R na mnoziné W je néjaky vztah, do kterého vstupuji vzdy dva prvky mnoziny W.21
Naptiklad vztah ,mit rad“ je relace na mnoziné lidi.22 Dalsimi piiklady relaci jsou vztahy ,byt
otcem“, byt manzelem“, byt partnerem®, byt sourozencem“, ,chodit do stejné t¥idy“.

To, ze prvky a a b jsou ve vztahu R miZeme znacit riznymi zptisoby: (a,b) € R, R(a,b) nebo
aRb. Prikladem druhého zpusobu zapisu jsou relace , byt mensi nebo roven nez“ a ,byt vétsi
nez“, které znas ze skoly: 1 < 3,3 > 1. Jinym ptikladem téhoz zapisu je tvorba jednoduchych
vét: maminka mé rada détatko, pani ucitelka ma rada poslusné dité.

V pripadé zadka jedné skoly je kazdy zak sam se sebou v relaci ,chodit do stejné tfidy*;
o relaci, kterd ma vlastnost, ze kazdy prvek mnoziny W (také prezdivané nosnd mnozina) je sém
se sebou v relaci, fekneme, ze je reflerivni. Stru¢né to lze zapsat Vo € W xRx.

Pii tvorbé modelt se budeme nejcastéji setkavat s relaci dosazitelnosti, ktera odpovida vlast-
nosti , byt pozdéji nez“.23 Pro tu plati, ze je-li okamzik Q pozdé&jsi nez okamzik P a ten je zas
pozdéjsi nez okamzik O, je @ pozdéjsi nez O. Matematicky to zapiseme (R(O, P) A R(P,Q)) =
= R(O, Q) a fekneme, Ze R je tranzitivni relace.

Kripkovsky model se sklada z neprazdné mnoziny moznych svéti W s reflexivni a tranzitivni
relact dosazitelnosti <.?* O kazdém mozném svété S je urceno, které vyroky A v ném jsou
pravdivé (coz znacime S I+ A) a které pravdivé nejsou (coz znacime S I A). Toto urceni ale neni
libovolné, musi totiz spliiovat nasledujici podminky:2°

o S11IFA S5 <S> potom S2 IF A (podminka perzistence)
e SIFAAB praveé tehdy, kdyz SIFAa SIFB

e SIFAVB pravé tehdy, kdyz S IF A nebo S I-FB

e S1IF-A praveé tehdy, kdyz S1 < S2 potom S If A

e S1IFA=8B pravé tehdy, kdyz S; < S, 52 IF A potom Sz IFB
e SIFA<B pravé tehdy, kdyz SIFA=BaSIFB= A.

S I+ A ¢teme ,,v mozném svété S je formule A pravdivd® nebo ,,v mozném svété S je splnéna
formule A“. Neni-li v mozném svété S formule A pravdiva, piseme S I A a fikdme ,,v mozném
svété S neni splnéna formule A“. Pozor — to neni totéz jako ,v mozném svété S je formule
A nepravdiva® — S IF —Al

Cviceni 17. Naleznéte model a v ném mozny svét S a formuli A takové, ze S | A, ale pfitom
neni pravda, ze S |F —A.

20Misto kripkovsky model budeme vétsinou Fikat pouze model.

21 Matematicks definice: Relace R na mnoziné W je mnozina uspofddanych dvojic R =
= {(a1,b1), (a2,b2),...}, kde a1,az,... a bi,ba,... jsou prvky mnoziny W.

22mit rad = {(Pepicek, Matenka), (maminka, détatko), (pani uéitelka, poslusné dité), (Ma-
fenka, Honzik), ... }.

23Pfesnéji feceno, relace dosazitelnosti odpovida vlastnosti ,byt totozny s nebo moci nastat
pozdéji nez“.

24Formalné vzato patii k modelu jesté valuace, ktera kazdému moznému svétu urcéuje, které
atomarni formule, tedy vyroky, které neobsahuji logické spojky, jakési ,,véty jednoduché“ logiky,
v ném jsou pravdivé.

25Vyjmenované podminky musi byt splnény ve vSech moznych svétech S, S1,S2 € W a musi
platit pro vSechny formule A, B!



Budeme-li prvky W kreslit jako tecky v roviné a S < R oznacime Sipkou ze svéta S do svéta
R, znamena reflexivita a tranzitivita relace < to, ze z kazdého svéta musi vést Sipka zpatky do
néj a také do vsech svétl, do kterych se lze dostat po Sipkach.

Intuicionistické tautologie a kripkovské protipriklady

Formuli, kterad je splnéna ve vSech moznych svétech vSech modelt, nazveme intuicionistickd
tautologie.

Pokud néjaka formule F neni intuicionistickou tautologii, existuje néjaky model a v ném
néjaky mozny svét, ve kterém doty¢nd formule neni splnéna. Tento model nazveme (kripkovsky)
protipriklad pro formuli F.

V predchozich dvou kapitolach jsme si ukézali protipfiklady pro formule tvaru A V —A a
také pro formule tvaru =——A = A (pouze jsme ji napsali jako =—B = B). Ukazme si jesté na
piikladu formule (—A = A) = A26 jak se protiptiklady vytvaii. Vzdycky mtizeme zalit tim, Ze
si nakreslime mozny svét, ve kterém zadana formule neni splnéna:

SF(-A=A)=A

Podle definice modelu ovSem implikace neplati v mozném svété S jen tehdy, je-li z néj dosa-
zitelny né&jaky svét R, ve kterém je jeji prvni ¢len pravdivy a jeji druhy ¢len neni pravdivy (tedy
kde tato implikace neplati ani klasicky).

F-A=A
I A

S (mA=A)=A

Vypadé to nadéjné: zda se, ze z R neni (po Sipkach) dosazitelny zadny mozny svét, kde je
splnéno —A, takZe implikace "A = A je splnéna trividlné. Zbyva ovérit, Ze vSechny ostatni
podminky z definice modelu jsou splnény... Jenze pozor! Z R neni dosazitelny ani zadny svét,
kde je splnéno A, takZze v R je splnéno —A! Pfeci jen je z R dosazitelny néjaky svét, kde - A
je pravdivé, takze musime zkontrolovat pravdivost implikace =A = A. Podle té by ve svété R
muselo byt pravdivé také A, a to by znamenalo, Ze tam je pravda A a —A soucasné. To ale
neni mozné vzhledem k podmince pro spojku — z definice modelu. Znamena to snad, ze svét
R do naseho obrazku nemuzeme piikreslit? Ne; problémi se zbavime tak, Ze pfikreslime svét T
dosazitelny z R, kde bude splnéno A (tim v R pfestane byt splnéno —A a tudiz budeme moci
pouzit uvahu z pfedminulého odstavce):

26To je formule popisujici dokazovani sporem, o které byla feé jiz v kapitolce o Kolmogorové
interpretaci formuli jako vyrokt o FeSitelnosti problému.



TIFA

plFoA=A
A

SWF(-A=A)=A

Ve étvrté seridlové tloze bude$ mit za ukol ovérit, ze se skuteéné jedna o model, a tedy
o hledany protipriklad.

Cviceni 18. Sestroj protipfiklad k nésledujici formuli:

(-=A = A) = (AV-A)) V (A = A).

Hilbertovky kalkul intuicionistické logiky

Prvni prace, ve které Brouwer popisuje intuicionistickou filozofii, pochazi z roku 1907, ovSem
8irsi vetfejnost s ni zacal seznamovat az po roce 1912, kdy se stal profesorem. Ve 20. letech dospél
Hilbert k zavéru, ze to Brouwer opravdu mysli vazné, a zacal intuicionistickou filozofii povazovat
za hrozbu pro budouci vyvoj matematiky. Pravem upozornoval na to, Ze intuicionisté se snazi
,ustavit matematiku tak, ze shodi pres palubu vSe, co se jim nehodi, a uvali na to blokadu.
Cilem je rozlozit nasi védeckou disciplinu a riskovat ztratu nasich nejcennéjsich objevi.“27 Pieci
pouzivanych od starovéku.

V té dobé se pracovalo s tabulkami pro spojky klasické logiky, ale po prvotnich netspésnych
pokusech vytvorit vicehodnotové tabulky pro intuicionistickou logiku Kurt Goédel roku 1932
ukézal, Ze neexistuje kone¢néhodnotova tabulka, ve které by tautologiemi byly pravé ty formule,
které konstruktivisté uznavali. Kripkovska sémantika vznikla az v 60. letech.

Ve snaze formalnéji zachytit a popsat, které matematické postupy jsou pro intuicionisty pti-
pustné a které ne, byli tedy logikové zpocatku odkazani na logické kalkuly. To, jak se takové
kalkuly tvofi a jak se s nimi pracuje, dikladné ukazali Russel a Whitehead ve svém dile Princi-
pia Mathematica.

Ukézeme si jeden z mnoha hilbertovskych kalkul?® pro intuicionistickou logiku. Axiomy lze
zvolit mnoha riznymi zpusoby — zde si ukdZeme zpusob zajimavy tim, Ze pfidame-li k témto
axiomum jesté jeden jediny dal$i axiom, dostaneme hilbertovsky kalkul pro klasickou logiku
(ovSem s trochu jinymi axiomy, nez které jsme vyjmenovali posledné).

Pii formulaci axiomu pro klasickou logiku jsme vychéazeli z toho, ze kazdou formuli 1ze ekviva-
lentné zapsat pouze pomoci implikace a negace. Stacilo tedy napsat axiomy obsahujici tyto dvé
spojky. Kdybychom chtéli dokazat né€jakou formuli obsahujici i jiné spojky, nasli bychom nejprve
ekvivalentni formuli pouze se spojkami = a = a tu pak dokézali v kalkulu.

27John D. Barrow: Pi na nebesich, str. 212.

28Oznadeni hilbertovsky kalkul se pouziva pro kalkuly, ve kterych se pracuje s jednotlivymi for-
mulemi. Tyto kalkuly obvykle obsahuji pravidlo modus ponens a pravidlo o dosazovani. Existuji
i jiné typy kalkulu.



V intuicionistické logice néco takového udélat nemtzeme, protoze nelze vybrat nékolik spojek,
pomoci kterych by §lo ekvivalentné napsat vSechny formule. Rikame, Ze spojky A, V,= a — jsou
v intuicionistické logice nezdvislé. Pouze spojce < rozumime jako zkratce za konjunkci dvou
implikaci a proto si nebudeme uvadét axiomy, které ji obsahuji.

Axiomy obsahujici implikaci a negaci jsou ¢tyfi:

(Ail) A= (B=A)

(Ai2) A= B=0C)=(A=B)=(A=0C))
(Ai3) B=—-A)= (A= -B)

(Aid) A= (-A = B)

Prvni dva z téchto axiomu jsou totozné s axiomy (Al) a (A2) z kalkulu klasické vyrokové
logiky. Ta obsahovala jesté axiom

(A3) (-B=—-A)= (A= B),
ktery jsme nahradili podobné vypadajicim axiomem (Ai3). Jenze se ukazuje, Ze s pomoci axiomu
(Ai3) lze dokdzat mnohem méné formuli — dokonce ani formuli (Ai4), kterou bychom s pomoci
axiomu (A3) snadno dokazali.

Slibovany jediny axiom, ktery bychom museli pfidat k axiomiim (Ail), ... (Ai4), abychom
mohli odvodit vSechny tautologie klasické logiky, také obsahuje pouze spojky = a —:

(A*) (FA=B)= ((-A = -B)=A)

To je formule pro dikaz sporem, jen napsana o néco obecnéji, nez jsme to udélali v pfedchozich
éastech této kapitoly: kdyz za B dosadime A, dostaneme

@) (A= A)= (A= -A)=A).

Ovsem (—A = —A) je v kalkulu intuicionistické logiky dokazatelnd — vznikne totiz substituci
—A za p do p = p, o které jsme si v minulé kapitole ukazali, ze je dokazatelnd pouze pomoci
axiomt (Al) a (A2) — tedy (Ail) a (Ai2). Diky tomu formule (©) implikuje formuli (—A = A) =
= A, kterou jsme nazvali dukaz sporem.

Cviceni 19. Ukazte podrobné, jak lze pomoci axiomu (Ail), ... (Ai4), formule (-A = A) =
= ((-A = —A) = A) a pravidla modus ponens dokazat formuli (A = A) = A.

Prvni ndpovéda: Pro zpfehlednéni dikazu si zaved nasledujici oznaeni: a = (—=A = A),
b=(-A= —A), c=A.
Druha napovéda: Jako mezikrok odvod formuli (a = b) = (a = ¢).
Axiomy pro ostatni spojky se shoduji s pfislusnymi axiomy v kalkulu klasické logiky:
(AN1)  (AAB)=A
(AN1’)  (AAB)=B
(AN2) (A=B)=(A=0C)= (A= (BAQ))
(Avl) A= (AVB)
(AV1’) B=(AVB)
(Av2) (A=C)=(B=C)=((AVvB)=0))
(A1) (A< B)=(A=B))
(A=l) (A& B)=(B=A4))
(Ae2) (A=B)=((B=A)=A<B))
Stejné jako v klasické logice do kalkulu pat¥i také pravidlo modus ponens:
Pokud jsi uz na vystup napsal formuli A a také formuli A = B, muze$ tam napsat také formuli
B.
Také pro intuicionistickou logiku plati véta o korektnosti a véta o uplnosti:



Véta 20. (O korektnosti a o Gplnosti)  Kalkul intuicionistické logiky je korektni a tiplny vzhle-
dem ke kripkovskym modelim intuicionistické logiky, to znamena, ze v ném lze dokazat vsechny
intuicionistické tautologie (uplnost) a nic vic (korektnost).

Cvideni 21.29 Rozhodnéte, zda nésledujici formule jsou intuicionisticky tautologické. Pokud ne,
sestrojte protipfiklad. Pokud ano, dokazte je v kalkulu intuicionistické logiky nebo jinak zdu-
vodnéte, ze protipiiklad sestrojit nelze. Uvédomte si (ukazte tabulkou), ze vSechny tyto formule
jsou z hlediska klasické logiky tautologiemi.

a) "JAV-BV(A=B)V(B=A)

b) -————B =B

c) ((mA=A)= (AV-A)

d) (AV-A)= (——A=A)

Dulezitost dukazu sporem v matematice

Z predchoziho vykladu by se mohlo zdat, Ze matematikové by dikaz sporem méli povazovat
za jakousi berli¢ku, kterou je radno pouzivat jen v nejnutnéjsich pfipadech (pokud viibec). Ve
skutecnosti se nazory ruzni — jen velmi malo matematikt dikaz sporem odmita Gplné, ale mnozi
skuteéné davaji prednost konstruktivnim dukazim existence (tedy dikaztim, v nichz je nalezen
objekt s pozadovanymi vlastnostmi) pfed nekonstruktivnimi (tedy dikazy sporem). Najdou se
i matematikové, ktefi dokazovani sporem obdivuji a povazuji je za velmi elegantni. Citujme
alesponn G. H. Hardyho, ktery krasu matematického diukazu pfirovnava ke krase dobte zahrané
Sachové partie: ,Dtikaz je proveden metodou reductio ad absurdum3® a reductio ad absurdum,
které Eukleidés tak miloval, je jednou z nejlepsich zbrani matematika. Je to mnohem vybranéjsi
gambit nez jakykoli gambit Sachovy: Sachista muZe jako obéf nabidnout pésce ¢i figuru, ale
matematik nabizi hru.“31

Neklasické logiky

Epistemické logiky

V minulém dilu seridlu jsme se seznamili s intuicionistickou logikou. Vidéli jsme, Ze ji 1ze povazo-
vat za logiku, kterd popisuje, jak se v ¢ase vyviji nase (pravdivé) poznani svéta. Intuicionismus
ovSem vznikl v ramci matematiky a také dnes je vyznamny zejména jako popis urcitého pristupu
k matematickym ditkaztim; pro popis znalosti se ¢asté&ji pouzivaji rizné logiky, které oznacujeme
souhrnnym nazvem epistemické32.

Cwviceni v tomto dilu jsou velmi dileZita, proto Ti vrele doporucuji se na né podivat; ke vsem
je na konci uvedeno tesent.

Pexeso a zakladni pojmy epistemické logiky
Predstavme si dva hrace, ktefi pravé rozlozili na stil Sedesat ctyfi karticky pexesa a chystaji se
hrat. Jaké jsou v tuto chvili jejich znalosti o rozlozeni karti¢ek?

29Vitézslav Svejdar: Cvideni ke kurzu Logika II, ¢ast III, cvideni 3.

30 Reductio ad absurdum je latinsky nazev pro dikaz sporem: dovedeni k nesmyslnému.

31G. H. Hardy: Obrana matematikova, str. 86.

32Recké slovo epistémé znamend poznani. Epistemologie je ast filozofie, ktera se zabyva
procesem poznavani a vztahem poznani ke skutecnosti. Typickad otazka zni: ,Jak vime, Ze je
naSe poznani pravdivé?



Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze zadné: vSechny karticky jsou obraceny rubem vzhiru.
Ale ve skutec¢nosti toho hraci védi pomérné hodné — védi, ze karticky skryvaji tficet dva rtznych
obrazku a ze kazdy obréazek se vyskytuje pravé dvakrat. Navic jsou si oba védomi toho, ze druhy
hrac také vi, ze karticky skryvaji tficet dva part obrazka. Muzeme Fici, ze maji néjakou sdilenou
znalost.33

Obvykle se hraje tak, ze hrac¢, kterému se podari otocit dvé stejné karticky, muze pokracovat
otocenim dalsi dvojice. Aby byla hra zajimavéjsi, dohodli se nasi hrac¢i na tom, ze podafi-li se
jednomu otoc¢it dvé dvojice karticek po sobé, nechd hrat druhého hrace.

Predstavme si nyni situaci, kterd mtze nastat uprostfed hry. Hrac, ktery je pravé na tahu,
znd polohu t¥i dvojic stejnych obrazku (jsou to auti¢ko, beruska a citron). Musi si z nich vybrat
dvé a doufat, ze tu tfeti mu protihrac¢ nevyfoukne ve svém tahu. Protihrac si nepamatuje, kde
se nachéazi jeden z obrazku citronu, ale pamatuje si dobre, kde najde auti¢ka a berusky; jenze to
nas hrac nevi, takze otoci dvojice auticek a citront. V této situaci sice oba hraci védéli, kde najit
obrazky berusky, ale prvni hra¢ nevédél, ze to druhy hrac¢ také vi — proto nehovofime o spoleéné
znalosti, ale pouze o znalosti vsech.3* Vsimni si, ze kdyby se jednalo o sdilenou znalost, prvni
hrac by se rozhodl lépe.

Nakonec se podivejme na znalosti hrac¢a v okamziku, kdy na hraci plose zbyva jedina karticka,
kterou zatim nikdo neotodil (tj. vSechny ostatni uz nékdy otocené byly). Pokud si hra¢ pamatuje,
co je na vSech ostatnich kartickach, nejspis si domysli také to, co se nachazi na této zbyvajici
karti¢ce. Ale co kdyZ se ndhodou stane, Ze na hraci plose je jesté velky pocet karticek? Pokud
hrac¢ neni opravdu bravurni, snadno se mu pfihodi, Ze si ani nev§imne, ze uz zna vSechny karticky
kromé jediné. Prosté otoci nékterou z dvojic, které znda, a nebude se snazit si vzpomenout na
to, co je na ostatnich kartickach. Vidime tedy, ze ackoli si hrac¢ posledni obrazek mozna domysli,
rozhodné to neni jisté.

Zkusme si nyni rozmyslet, s jakymi prekazkami se budeme muset vypotradat pfi tvorbé logic-
kého systému, ktery by ndm pomohl analyzovat znalosti hrac¢id v priabéhu hry pexeso:

(1) Jsou zde dva hraci, jejichz znalosti se mohou lisit. V epistemickych logikach se obvykle
hovoti o riznych agentech — témi mohou byt agenti tajnych sluzeb, ktefi sbiraji informace vseho
druhu, stejné jako roboti, ktefi jsou naprogramovani k tomu, aby provadéli meteorologicka méreni
a sestavovali z nich pfedpovéd pocasi. Dilezitou soucéasti epistemickych logik je pravé studium
multiagentnich systémau.

Agenti si za urcitych okolnosti mohou piedédvat informace, takze znalost jednoho se razem

stane i znalosti druhého. Né&které znalosti maji vSichni agenti (znalost vsech) a o nékterych
dokonce vsichni védi, ze je maji vSichni ostatni a ze vsichni ostatni také védi, ze je maji vsichni
ostatni a tak déle (sdilend znalost).
(2) Hréci ziskavaji znalosti nejen pfimo (oto¢enim karticek), ale mohou si je také domyslet.
Ve vétsiné her i skutecnych zivotnich situaci se vyplati predpokladat, ze protihrac¢ si skutec¢né
domyslel vSechny informace, které mohl; proto se v mnoha epistemickych logikdch nepracuje
pfimo se znalostmi agenti, ale s takzvanymi implicitnimi znalostmi — s poznatky, které si agenti
mohou domyslet. Mluvime o logické vsevédoucnosti agentu: predpokladame, Ze znaji vSechny
logické dusledky svych znalosti.

V praxi se ovSem s vSevédoucimi agenty setkavame jen zfidka. Kdyby napfiklad hraci sachu
byli vSevédouci, dokazali by si predstavit vsechny budouci tahy hry a nikdy by se jim nestalo, ze
prehlédnou soupefovu Sanci pripravit je o kralovnu! Dokonce ani pocitacové programy nedokézi

33V angli¢tiné se pouziva oznaceni common knowledge & mutual knowledge.
34V angli¢tiné se pouziva vyjadieni everyone knows that.



v rozumném case prozkoumat vSechny moznosti, jak by se hra mohla dal vyvijet, a vybrat z nich
tu nejlepsi.

(3) Znalosti hract se vyvijeji v ¢ase — hraci otaceji nové karticky a zjistuji, co na nich je
zakresleno, a také zapominaji, co bylo na kartickach otocenych drive. Logické vlastnosti znalosti
vyvijejicich se v ¢ase a znalosti o minulosti a budoucnosti se snazi zachytit epistemicko-tempordlni
logika.

Vyhody sdilenych znalosti

Na prvni pohled se znalost vsech 1isi od sdilené znalosti jen malicko, ale uz jsme vidéli, ze za
ur¢itych okolnosti muze tento rozdil hrat velikou roli.

Predstav si, ze jsi s kamarddem na Matéjské pouti a najednou se jeden druhému ztratite.
Chvilku bloudis mezi atrakcemi a houfy lidi, ale svého kamarada nikde nevidis. Jako na potvoru
u sebe zrovna nemas mobil, takze to vypad4, ze uz se nejspis nikdy neuvidite. Co v tuhle chvili
udélas?

Je dost mozné, ze budes premyslet asi takhle: ,Petr se chtél jit podivat do Domu hrizy.
Mozné bych ho tedy mél(a) jit hledat tam ... Ale ne, ur¢ité uz si v8iml, Ze jsme se ztratili,
a ted mé hledd. Kde by mé asi Petr mohl hledat? Rikal(a) jsem mu, Ze se mi libi Obii kolo.
Nejspis mé tedy hledd tam ... Ale Petrovi uz uréité doslo, Ze ho také hledam, a Ze tedy nejsem
u Obftiho kola. Protoze vi, ze ho hledam, urcité pujde tam, kde si mysli, ze bych ho mohla hledat.
Naposledy jsme se vidéli u horské drahy, takze si nejspis fekl, ze ho budu hledat tam. Kdyz se
lidé jeden druhému ztrati, maji se vratit tam, kde se vidéli naposledy ...“ JenzZe u horské drahy
je zrovna neproniknutelny houf lidi, fronta se to¢i kolem vstupu do atrakce a je jasné, ze tady
se jen tak nenajdete. ,Dobra,“ feknes si, ,kdyz jsme spolu na Matéjské, vzdycky si jdeme dat
cukrovou vatu, a tady zrovna vidim napis CUKROVA VATA 100 m. Jestli mé Petr hledal tady,
urcité ho taky napadlo, ze tam bychom se nasli nejsnize.“ Diky tomu, Ze sdilite znalost, ze si
obvykle davate cukrovou vatu, se béhem par minut potkate u zminovaného stanku. Dilezitou
roli zde hraje nejen to, ze vis, ze oba mate radi cukrovou vatu, ale také to, ze Ti je jasné, ze to vi
i Petr, a také to, ze Petr vi, ze ty vis, Ze on to vi ... Zkratka a dobfe, je to vaSe sdilené znalost
a tak se muzete spolehnout na to, Ze oba budete jednat na jejim zakladé.

V naésledujici situaci ze zivota ¢isnik zamérné pretvori znalost obou ve sdilenou znalost:

Nesikovny ¢isnik zakopne a vylije omacku na bilou saténovou blizku jedné damy. Dama na
néj vydésené a rozzlobené zird a ¢isnik omluvné vykokta: ,,Promirite, byla to moje chyba.*

Co vlastné této damé 7ika? Z jejiho vyrazu mu musi byt jasné, ze navstévnice moc dobie vi,
ze to byla jeho chyba. Ve skute¢nosti ¢isnik dava najevo, ze ON vi, ze to byla jeho chyba. Tim,
Ze to fekne nahlas, se ujistuje, Ze ona vi, Ze on vi, Ze to byla jeho chyba. V tuto chvili se znalost
obou (totiz Ze to byla jeho chyba) stava jejich sdilenou znalosti (oba védi, ze ten druhy vi, Ze oni
védi atd.).3®

V zivoté jakékoli spolecnosti hraji sdilené znalosti zcela zasadni roli. Pokud se obcas stane,
ze se sdileni znalosti narusi, miva to katastrofalni nasledky, jak ukazuje nasledujici priklad:

Chodec pfechazi ulici na pfechodu bez semaforu. Vi, Ze ma prednost, takze vstoupi do vozovky,
ackoli se blizi auto. Ridi¢ je bohuZel cizinec a nevi, Ze v nasi zemi maji chodci na piechodu

353dilen4 znalost je takova, ve které Fetézec ,,ona vi, Ze on vi, Ze. . .  miize pokracovat libovolné
daleko. Dilezitou roli zde hraje i to, Ze oba védi, Zze ten druhy si z uz feCeného umi domyslet i
to, ze védi, ze on vi, ze... Napfiklad ¢iSnik si domysli, Ze ddma po jeho prohlaseni vi, ze on vi,
ze to byla jeho chyba. Dama si zase domysli, Ze on vi, Ze ona si domyslela, Zze on vi, Ze to byla
jeho chyba.



prednost; vjede do kfizovatky a jen tak tak stihne stocit automobil stranou a narazi do sloupu.
Vydéseny chodec se ptéa: ,,Copak jste nevédél, ze budu prechazet?!*; predpokladal totiz, ze znalost
predpist je jejich sdilenou znalosti, tedy Ze ¥idi¢ vi, ze chodec bude jednat na zdkladé svého prava
prejit kfizovatku jako prvni.

Vsimni si, ze kdyby si chodec nemyslel, Ze znalost predpisi je jejich sdilenou znalosti, ale Ze je
jen znalosti jich obou, mozné by do vozovky nevstoupil. Napriklad pokud se chodec pozdé v noci
vraci domu a slysi blizici se hfméni motoru silného sportovniho auta, bude radéji predpokladat,
zZe si ho (nejspis opily) Fidi¢ nevSimne.

Syntaxe epistemické logiky

Nejjednodussim zpiisobem, jak oznagit tvrzeni ,Agent A zna fakt F.“ je symbol K4 F.36 V epis-
temické logice jsou fakty reprezentovany vyroky, takze KAF c¢teme také jako ,,Agent A vi, ze
vyrok F je pravdivy.“, zatimco K 4—F znamena , A vi, ze vyrok F je nepravdivy.“

Pokud si agenty ocislujeme Ay, ... Ay, budeme misto K 4, F psat pouze K1F. Znalost vSech
budeme znacit EF, takze muzeme napsat

EF & KiFAKF A ... ANK,F.

Sdilenou znalost viech agentti budeme znagit CF.37

Cviceni 22. Zkus napsat formuli obsahujici symboly K a E ekvivalentni s formuli CF. Pak
zkus tuto formuli upravit tak, aby neobsahovala symbol E.

Zatimco ve skuteéném zivoté se muze snadno stat, Ze se domnivam, Ze néco vim, ale ve
skuteCnosti se mylim, v logice tuto moznost obvykle nepfipoustime. Védénim se tedy rozumi
pravdivd domnénka. To, ze se agent A domniva, ze fakt F je pravdivy, zna¢ime B4 F.3® Domnénka
muze byt pravdiva nebo nepravdiva.

Kripkovské modely znalosti jediného agenta

Predstavme si pro zacatek situaci, ve které vystupuje jediny agent, tfeba agent 007. Jeho znalosti
jsou omezené. V dusledku toho nedokaze o vSech vétach rozhodnout, zda jsou pravdivé nebo
nepravdivé. Napriklad vi, Ze nebezpeény naklad se nachézi ve vlaku z Moskvy do Petrohradu, ale
nevi, zda je pravda, ze kapitan Flint zakopal sviij poklad na Ostrové pokladt. Svét, ve kterém se
poklad nachézi na Ostrové pokladi, je pro néj mozny, ale rozhodné neni nutny. V zédsadé si dokaze
predstavit dva mozné stavy svéta podle toho, zda poklad je ¢i neni na ostrové. V logice se razné
stavy svéta oznacuji pojmem mozné svéty: kazdy mozny svét reprezentuje jednu z alternativ, jak
nas svét muze vypadat.

My vsichni ,bydlime“ v jednom z mozZnych svétu, nikdo z nas ale neni schopen presné urcit,
ve kterém! Nanejvy$ se mlzeme omezit na mnozinu moznych svétli, které se shoduji s nasimi
znalostmi. Tim je urCena relace dosaZitelnosti: z naseho svéta jsou dosazitelné vsechny, které
odpovidaji nasim znalostem a domnénkam.3® Napiiklad pro agenta 007 jsou dosazitelné vsechny
mozné svéty, v nichz se nebezpecny naklad nachézi ve vlaku z Moskvy do Petrohradu, a svéty,
v nichz je tento ndklad v Londyné, pro néj dosazitelné nejsou.

36Pismenko K pochézi z anglického knowledge.

37Pismenko E pochéazi z anglického everyone knows that, C' pochazi z common knowledge.
38Pismenko B pochézi z anglického belief.

39A 74dné svéty, které nasim znalostem a domnénkam neodpovidaji, dosazitelné nejsou.



Aby nase povidédni o moznych svétech nesklouzlo do nekoneénych debat o tom, které svéty
jsou mozné a které mozné nejsou, povézme si hned ze zacatku, ze z hlediska logiky neni mozny
svét ni¢im vice a ni¢im méné nez objektem, o kterém vime, které vyroky v ném jsou pravdivé a

vyrokd zavisi na pravdivosti jednodussich vyrokt stejné jako v klasické logice. Napriklad svét,
ve kterém je pravda ,Mars je planeta.“ a také je pravda ,Eustach je planeta.“ a pfitom neni
pravda ,Mars a Eustach jsou planety.“, nebudeme povaZovat za mozny.40

Definice 23. Urcitou mnozinu moznych svéti spolu s pevné danou relaci dosazitelnosti nazy-
vame Dkripkovsky model nebo prosté Dmodel.

Priklad 24. Omezme se na nasledujici dvojici vyroku:
(V) ,Lady Smithov4 je v hotelu Interkontinental.“
(W) ,,Agent 007 si vzdycky vi rady.“
Vzhledem k témto vyrokium rozliSujeme celkem ¢tyFi mozné svéty:
51) VAW
Sz) VAW
53) VAW
S4) VA=W
Agent 007 si prvnim vyrokem neni moc jist, ale zato se domniva, ze druhy vyrok je pravdivy:
Boo7W. At uz se nachazi v kterémkoli ze svétli Si,...S4, jsou pro néj dosazitelné pravé svéty

s lichym ¢islem. Pokud oznacime relaci dosazitelnosti Sipkou mezi dvéma moznymi svéty, bude
obrazek vypadat takto:

Sil-V,W So -V, -W

S3I- =V, W Sy lF =V, ~W

Vsimni si, Ze naS model nefikéd nic o tom, ve kterém mozném svété se agent vlastné nachazi.
Je-1i jeho domnénka spravné, pak je to urcité v jednom ze svétii S1 a S3 — ale z hlediska modelu
se klidné muze stat, ze jeho domnénky pravdivé nejsou. Sipka z daného mozného svéta S tedy
rika, které stavy svéta povazZuje agent za mozné, pokud se nachazi ve svété S.

Priklad 25. V predchozim piikladé svét, ve kterém se agent nachézel, nehral zadnou roli.
Prijméme pro jednoduchost predpoklad, ze pokud je lady Smithova v hotelu Interkontinental,

ného svéta urcit pravdivostni hodnoty atomickych vyroku, tedy téch vyroki, které nelze rozdélit
na jednodussi vyroky spojené pomoci logickych spojek.



tak si toho agent vsimne, tedy V = Koo7V. Nadale piedpokladejme také BoorW.4! Relace
dosazitelnosti ted bude vypadat takto:

S lIFV, W Sy IF V, =W

S3 - =V, W SilF =V, =W

Vidime, ze v tomto pripadé uz to, které svéty budou dosazitelné, zavisi také na tom, ve kterém
svété se agent nachdzi (z nékterych svétii je dosazitelny jen svét S1, z nékterych navic také svét
S3). V8imni si také, ze é&m vice md agent poznatkd, tim méné svétd je dosazitelnych.

Cviceni 26. Urdi, jak by vypadala relace dosazitelnosti, kdyby platilo V < Bgo7V — tedy
nejen, ze agent vi, Ze lady je v hotelu, pokud tomu tak skute¢né je, ale pokud si agent mysli, ze
lady je v hotelu, tak se nemyli. Stale pfedpokladame, ze Boo7 W.

Explicitni a implicitni znalosti

Zatim jsme popisovali, které mozné svéty budeme na zakladé svych znalosti povazovat za dosa-
zitelné. Polozme si nyni opac¢nou otazku: je dano, které mozné svéty jsou dosazitelné; o kterych
vyrocich fekneme, ze mohou byt pravdivé? A o kterych fekneme, zZe jsou nutné pravdivé?

Odpovéd neni slozitd: ,,A muze byt pravdivé“ je pravdivé tehdy, je-li dosazitelny alespori
jeden mozny svét, kde je A pravdivé; ,nutné A“ je pravdivé tehdy, je-li A pravdivé ve vSech
dosazitelnych moznych svétech. V logice obvykle moznost znacime A, nutnost [JA.

Agent tedy povazuje za ,mozna pravdivé® ty vyroky, které jsou pravdivé v nékterém mozném
svét&, ve kterém jsou pravdivé vechny jeho poznatky; takové vyroky jsou konzistentni*? s jeho
poznatky. Za nutné pravdivé povazuje ty vyroky, které jsou pravdivé ve vSech moznych svétech,
ve kterych jsou pravdivé viechny jeho poznatky; takové vyroky totiz z jeho poznatki vyplyvaji.43

Cviceni 27. Rozhodni, jak vypada relace dosazitelnosti (vzhledem k nasim znalostem) mezi
nasledujicimi moznymi svéty:
S Vime, Ze existuje alespoii 6 planet; ve skute¢nosti existuje pravé 9 planet (ale to nevime).
T Vime, ze existuje alespori 6 planet; ve skute¢nosti existuje pravé 8 planet (ale to nevime).
U Vime, Ze existuje pravé 9 planet.*4

41 Agent si oviem neni jist, ze je-li lady Smithova v hotelu, tak by si toho vsiml, takze pokud
tam neni, nevi o jeji pfitomnosti ¢i nepfitomnosti nic.

42V Jogice se misto konzistentni pouziva asto Ceské slovo slucitelné.

43Ptipometime si definici vyplyvdni: vyrok A vyplyva z mnoziny vyrokt M, pokud neni mozné,
aby vSechny vyroky z M byly pravdivé, ale vyrok A byl nepravdivy.

44Ve svété U existuje pravé 9 planet a ve svété V existuje pravé 17 planet, protoze védénim
rozumime pravdivé poznani.



V' Vime, Ze existuje pravé 17 planet.

Pomoci pravdivosti v dosazitelnych moznych svétech urci, ve kterych z téchto svétl jsou prav-
divé vyroky ,Nutné existuje 9 planet.“ a ,Nutné existuje 8 planet.“ (Pfedpokladej, ze neexistuji
zadné mozné svéty kromé S, T,U,V.) Ovéf, ze (W je pravdivé pravé tehdy, kdyz vime W.

V predchozim cvigeni jsme vidéli, ze KW < [OW. Implikace KW = [JW odpovid4 tomu, Ze
dosazitelné jsou ty svéty, které jsou v souladu s nasimi poznatky. Pokud tedy agent vi, Zze plati
vyrok V (KW), musi byt V pravdivé ve vSech dosazitelnych svétech (OW). Opac¢néd implikace
zdaleka tam samozfejma neni: muze existovat néjaky vyrok, ktery je pravdivy ve vSech moznych
svétech dosazitelnych z daného svéta, ale agent si toho nemusi vibec byt védom. Takovym
vyrokem je tfeba vyrok , Je pravda, Ze jestlize sviti slunicko, tak prsi, nebo je pravda, ze jestlize
prsi, tak sviti slunicko.“ Jako tautologie je tento vyrok pravdivy ve vSech moznych svétech (nejen
v téch dosazitelnych).

Prestoze implikace W = K W tedy pro skutecné agenty neplati, logici se rozhodli budovat
logiku tak, jako by platila. Za chvilicku uvidime, jaké to ma vyhody, ted se podivejme na to, jak
se tim zméni vyznam symbolu K4 W.

[OW je pravda v téch svétech, z nichz jsou dosazitelné pouze svéty, v nichz je V pravdivy. OW
tedy znamena ,,Vyrok V vyplyva ze znalosti agenta A.“ Je-li agent dost chytry, dokize si vyrok
V domyslet — V patii k jeho implicitnim znalostem, to znamena k tém, které by mohl mit.

Vzpomen si na priklad Sachistti: samoziejmé je mozné, ze muj protihra¢ si nevsiml, ze mi
bude moci sebrat véz, pokud s ni neuhnu, ale bude chyttejsi, kdyz budu predpokladat, ze to vi.
V této situaci uvazuji o implicitnich znalostech svého protihrace.

Od této chvile bude symbol KV oznacovat implicitni znalosti agenta.

Vlastnosti kripkovskych modelu

Cviceni 28. Urdi, jak by vypadala relace dosazitelnosti, pokud by agent oplyval dokonalymi
poznavacimi schopnostmi, tedy pokud by pro kazdy vyrok V platilo V = KV. (Muazes zku-
sit uvazovat obecny pfipad, ve kterém je kazdy svét popsany pomoci n atomdarnich vyroku.)
Predpokladej, ze agent nemé zadné nepravdivé domnénky.

Cviceni 29. Jak se zméni vysledek predeslého cviceni, pokud budeme predpoklddat pouze
V = BV a pfipustime, ze agent ma i nepravdivé domnénky?

Jak vypadd model znalosti néjakého agenta? Protoze pro kazdy vyrok V plati KV = V (za
znalost povazujeme jen pravdivé vyroky), je vzdycky skuteény stav svéta konzistentni s agento-
vymi poznatky. V obrazku se to projevi tak, ze kazdy svét je dosazitelny sdm ze sebe.

Formule KV = V byva nazyvéana aziom T a logikové ji povazuji za formuli, kterd zachycuje
rozdil mezi védomostmi a pouhymi domnénkami.

Dejme tomu, ze agent vi, ze pokud sviti sluni¢ko a prsi, bude duha (V = W) a navic si
vSimne, Ze pravé sviti sluni¢ko a prsi (V). Za téchto okolnosti nas nepiekvapi, ze agent vi, Ze
bude duha (W). Tuto schopnost agenta domyslet si na zakladé svych znalosti néco, co z nich
logicky vyplyva, zachycuje formule (K(V = W) A KV) = KW, nazyvana aziom K nebo také
aziom logické racionality agenta.

Formality

Podivejme se nyni v rychlosti na to, jak vypadaji kalkuly epistemické logiky.



Axiomy
(KL) Vsechny tautologie klasické logiky*°.
(K) Axiom logické racionality (K(V = W)A KV) = KW.

Pravidla
(MP) Z dokazanych formuli V, V = W odvod formuli W. modus ponens
(Nec) Pokud jsi uz dokézal formuli V, odvod formuli K'V. necesitace

Dalsi axiomy pro ruzné logiky*6
Nasledujici axiomy byvaji nékdy pridavany k zakladnimu axiomu K, kdyz chceme zachytit
dalsi dtlezité vlastnosti nékterych agentt a jejich znalosti:4”

(T) KV=V védomosti jsou pravdivé
(D) -B(VAAV) agent nema rozporné domnénky
(4) KV = KKV pozitivni introspekce: vim, co vim
(5) KV = K—-KV negativni introspekce: vim, co nevim

Axiom T byvé povazovén za zdkladni axiom epistemické logiky, protoze formalizuje definici
védéni, kterd se pouziva jiz od stiedovéku: védénd je pravdivd domnénka.8

Axiom D je povazovan za zékladni axiom dozastické logiky, protoze popisuje dilezitou vlast-
nost vétsiny nasich domnének a nazort: nezastavame soucasné opac¢né nazory, nevérime soucasné
vyroku i jeho negaci. V tomto smyslu jsou epistemické a doxastické logiky dvouhodnotové: da-
nému vyroku budto véfim, nebo nevéfim, ale nemizu mu (trochu) véfit a (trochu) nevérit.

Axiomy 4 a 5 zachycuji dilezité vlastnosti lidskych agent: o kazdém faktu jsme schopni
rozhodnout, zda pat#i k nasim znalostem nebo ne.4?

Cvicéeni 30. Ukaz, ze jestlize K splnuje axiom T, tak spliiuje i obménénou verzi axiomu D:
—K(VA-V)!

Pripomenme si, Ze relace R na mnoziné W je néjaky vztah, do kterého vstupuji vzdy dva
prvky mnoziny W. Napiiklad vztah ,,A je bratr B“ je relace na mnoziné lidi: Jenik je bratrem
Petra, Petr je bratrem Jenika, Jenik je bratrem Matenky (ale Mafenka neni bratrem Jenikal).5°

Definice 31.5! DKripkovsky model (pro jednoho agenta) je tvoien DmnoZinou moznych svétii
M a Drelaci dosazitelnosti < na mnoziné M.

458tacilo by pfijmout za axiomy vSechny axiomy klasické logiky.

46Nazvy T, D, 4 a 5 jsou tradiéni nazvy jednotlivich axiomi.

47Pozor: ne vsichni agenti maji tyto vlastnosti (viz napf. axiom D a cviceni 9)!

48Tuto definici védéni presnéji zachycuje definice KA < (BAAA). Nékteii myslitelé, napiiklad
Occam, kladli na védéni silngjsi pozadavky: védéni je odivodnénd pravdiva domnénka, coz by
zachytila formule KA < (BA A A A JA), kde JA oznacuje tvrzeni ,Agent ma davod vétit, ze
A«

49Neplati to ovsem pokazdé: jak ¢asto se mi uz stalo, Ze jsem si nechala vypravét néjaky vtip,
a po vysloveni pointy jsem se chytila za hlavu: ,,Jéé, vzdyt ja ten vtip vlastné uz znam!“

50 Matematikové povazuji relaci za mnozinu uspofadanych dvojic, coz umoziiuje predchozi t¥i
véty napsat stru¢néji: ,byt bratrem“ = {(Jenik, Petr), (Petr, Jenik), (Jenik, Mafenka), ... }.

51Tato definice se podoba definici kripkovskych modeld intuicionistické logiky, ale je jedno-
dussi: na relaci dosazitelnosti neklade zadné zvlastni podminky a podminky pro pravdivost =V,
VAW, VVW,V=WaV& W jsou stejné jako v klasické logice. Slovo ,kripkovsky“ budeme
Casto pro prehlednost vynechavat; v tomto textu jiné nez kripkovské modely neuvazujeme.



O kazdém moZném svété S € M je urceno, které vyroky V v ném jsou pravdivé (coz znacime
S IFV) a které pravdivé nejsou (coz znaé¢ime S I V). Toto urceni ale neni libovolné, musi totiz
spliiovat nasledujici podminky:®2

e SIF-V pravé tehdy, kdyz neplati S IV

e SIFVAW pravé tehdy, kdyz SIFEFVaSIFW

e SIFVVW pravé tehdy, kdyz S IFV nebo S IFW

e SIFV=W pravé tehdy, kdyz S | W nebo neplati S IFV
e SIFVeW pravé tehdy, kdyz SEFV=WaSIFW=YV
e SIFKV pravé tehdy, kdyz S < T potom T IV

(i) S Ik V &teme ,,v mozném svété S je vyrok V pravdivy“ nebo ,v mozném svété S je
splnéna formule V.
(ii) S IFV éteme ,v mozném svété S neni splnéna formule V¢ nebo ,,v mozném svété S neni
vyrok V pravdivy“.
(iii) KV &teme ,agent vi, ze V je pravdivé“ nebo ,agent si mize domyslet V.

Uvedli jsme si axiomy epistemické logiky (nebo lépe feceno epistemickych logik, protoze
vybereme-li si jen nékteré z téchto axiomi, dostaneme razné epistemické logiky, které budou
popisovat rizné typy agentt) a definici kripkovskych modela. K ¢emu ndm ale axiomy a modely
jsou?

Logikové se pokouseji zachytit dilezité vlastnosti urcitych slov a pojmi, které bézné pouzi-
vame. V epistemické logice jsou takovymi dulezitymi pojmy ,védét“ ¢i ,znat“ a ,vérit“. Tyto
pojmy maji urCity vyznam, ktery je zndm vsem lidem, ktefi umi mluvit prislusnym jazykem; jako
u vétsiny slov, ani vyznam pojmu védét a vérit neni presné ohraniceny, coz nam nijak nebrani je
pouzivat v na$i kazdodenni feci i ve filozofii.

Jednim z problémi, na které logikové narazeji ve své snaze zachytit vlastnosti pojmu, jsou
pravé drobné nuance jejich vyznamt. Logikové proto vytvareji umélé, formalni systémy, které
tento vyznam vice ¢i méné presné zachycuji a zpresnuji. Prvnim krokem na jejich cesté byva
volba vhodnych symboli — v nasem piipadé to je symbol K pro pojem ,vi, ze“, symbol B pro
VeI a symboly -, A, V, = a < pro logické spojky. Symboly ovSem nezachycuji vyznam pojmd,
z nich vse, co neni dulezité pro tu ¢ast vyznamu, kterd nas v dané chvili zajima.

Druhym krokem je volba vhodného formalniho systému, ktery by néjakym zptusobem zachytil,
jak se zvolené pojmy chovaji; obvykle fikdme, Ze zvoleny systém formalizuje logické vlastnosti
danych pojmu. V zasadé existuji dvé cesty, jak to udélat:

(1)  syntaktickd cesta Muzeme se pokusit vybrat axiomy, které by popsaly vSechny dulezité
vlastnosti vybranych pojmiu. Naptiklad axiom T: KV = V zachycuje dulezitou vlastnost, ze
védéni je pravdivé poznani. Kdyz budeme mit Stésti, najdeme takovou skupinu axiomu, ktera
bude popisovat vSechny dulezité vlastnosti zvoleného pojmu.

(2) sémantickd cesta Pokusime se né&jak zachytit, za jakych okolnosti budeme né&jakou vétu
s danym pojmem povazovat za pravdivou a za jakych okolnosti za nepravdivou. Opét mame
k dispozici nékolik zpisob1, jak to udélat:

52V yjmenované podminky musi byt splnény ve vsech moznych svétech S, T € M a musi platit
pro vSechny vyroky V, W!



(2a)  tabulkovd metoda V p¥ipadé logickych spojek ndm vyborné poslouzily tabulky popisujici
pravdivostni hodnotu sloZeného vyroku v zavislosti na pravdivostnich hodnotéach jednodussich
vyrokdu.

(2b)  kripkovské modely Vyznam zvolenych pojmiu lze asto dobie interpretovat v fe¢i moznych
svét: napriklad to, Ze néco vim, znamend, ze umim vyloudit ur¢ité moznosti, jak by mohl vypadat
nas svét, a naopak urcité moznosti povazuji za pravdépodobné.

V pfipadé epistemické logiky mame tedy k dispozici axiomy a kripkovské modely. Oboji se
snazi néjak zachytit vlastnosti pojmu ,vim“ a ,,véfim“. Je jasné, ze vysledek naseho snazeni, totiz
volba axiomu a definice kripkovského modelu, se uz pfilis nepodobd tomu, s ¢im jsme zacali, totiz
vétam v bézné lidské Feci a jejich vyznamu. Pfiznejme si, Ze zddnému smrtelnikovi kromé logikt
netika véta ,Vim, Ze slunicko je zluté.“ totéz jako véta ,Povazuji za pfipustné (dosazitelné) pouze
ty mozné svéty, v nichz je slunicko zluté.“ Proto je pro logiky dulezité otazka, zda aspon axiomy
a modely popisuji tytéz vlastnosti vybranych pojmu.

Podobneé jako v devaté seridlové tloze muzeme také pro obé pravidla ukazat, ze s jejich pomoci
dokézeme pouze formule, které plati ve vSech modelech. Vysledkem je nasledujici dulezité véta:

Véta 32. (o korektnosti) Kazda formule, kterou lze dokdzat s pouzitim tautologii klasické
logiky, axiomu K a pravidel modus ponens a necesitace, je pravdiva ve vSech svétech vsech
kripkovskych modeli.

Obracenim predchozi véty vznikne véta o uplnosti, ktera rika, ze lze dokazat vSechny formule,
které jsou pravdivé ve vSech svétech vSsech modeli.

* Rozdily mezi intuicionistickou a epistemickou logikou

V tuto chvili mas nejspis pekny zmatek v tom, jaky je vlastné rozdil mezi intuicionistickou
logikou a logikou epistemickou. Obé preci zachycuji vyznamné vlastnosti znalosti, v obou je fe¢
o kripkovskych modelech a moznych svétech ... Podivejme se tedy podrobnéji na razné rozdily
mezi témito dvéma logikami.

1. Rozdily v jazyce

Jazykem néjaké logiky rozumime mnozinu symbold, které se v té logice pouzivaji. V intui-
cionistické logice je jazyk tvorfen logickymi symboly —, A, V, =, <, pomocnymi symboly (a ) a
proménnymi pro vyroky A, B, ... V epistemické logice se vyskytuje navic symbol K, v doxas-
tické®3 logice symbol B.

2. Rozdily v zachyceni éasu

Intuicionisticka logika vérné zachycuje, jak naSe znalosti pribyvaji v Case: pripousti okamziky,
ve kterych neméame z4dné znalosti a ikd, Ze jednou nabyté pravdivé znalosti se neztraceji (pod-
minka perzistence).

Naproti tomu epistemicka logika popisuje znalosti agenta v jednom ¢asovém okamziku. Umoz-
nuje urcit, jaké dusledky by agent mohl odvodit ze svych aktualnich znalosti a které stavy svéta
povazuje za mozné a které za nemozné.

Kdybychom chtéli pouzit epistemickou logiku k popisu toho, jak se znalosti agenta vyvijeji
v ¢ase, museli bychom do ni ptidat dalsi symboly, napiiklad FA (,Nékdy v budoucnosti bude
pravdivy vyrok A.“) a PA (,,Nékdy v minulosti byl pravdivy vyrok A.¢) Pomoci téchto symbola
bychom mohli vyjadfit tvrzeni jako FKPA (,,Agent bude védét, ze prselo.“).

3. Rozdily v definici kripkovskych modelua

53Doxastické logiky jsou ty, které popisuji nase domnénky.



V disledku toho, ze kripkovské modely intuicionistické logiky maji zachycovat pribyvani agen-
tovych znalosti v priabéhu ¢asu, musi spliiovat podminku perzistence: S IV a zaroven S < T
implikuje T' IF V — zadny vyrok, o kterém jsme poznali, ze je pravdivy, uz pravdivym byt nepre-
stane. (Je tfeba mit na paméti, Ze intuicionisticka logika popisuje znalosti, které nejsou zavislé
na case. Vyrok ,,prsi“ muze samoziejmé byt nékdy pravdivy a nékdy ne, ale timto typem vyrokt
se intuicionisté nezabyvaji.)

V dusledku podminky perzistence nelze S I -V definovat jednoduse jako ,neni pravda, ze
S IFV“54 3 S|V = W definovat jednoduse jako ,neni pravda, ze VA ~W*.

Naopak v epistemické logice se definice pravdivosti formuli tvaru =V a V = W v daném
mozném svété neodvolavad na zadné jiné mozné svéty.

4. Rozdily v mnoziné tautologii

Z predchoziho bodu vyplyva, Ze v epistemické logice se implikace a negace chovaji auplné stejné
jako v klasické logice, zatimco intuicionisticka logika je vi¢i témto spojkam ,pFisnéjsi“ (klade si
vice podminek, aby uznala néjakou implikaci ¢i negaci za pravdivou). Také z formulace axiomu
vidime, Ze vSechno, co je pravda v intuicionistické logice, je pravda i v klasické (ale ne naopak),
a vSechno, co je pravda v klasické, je pravda i v epistemické (coz plati i obracené pro formule,
které neobsahuji nové pfidané symboly K a B). TakZze zatimco intuicionisticka logika je obsaZena

v klasické a ma méné tautologii, epistemicka klasickou obsahuje a tautologii ma vice.

Modifikace epistemickych logik pro multiagentni systémy

Zatim jsme popsali, jak vypadaji modely znalosti jediného agenta a jak vypadaji kalkuly, které
tyto znalosti popisuji. Nyni se pokusime epistemickou logiku rozsifit tak, aby umoznovala popsat
znalosti vice agentti. Skupinam vice agentd se v informatice a logice rika multiagentni systémy;
muze to byt tfeba skupina agentt tajné sluzby, skupina robott, ktefi maji spolecné vyplnit
né&jaky tkol (napfiklad rtzné moduly vyzkumné sondy na Marsu) nebo skupina mravenecki,
ktefi spolecné stavi mravenisté. Typické pro tyto systémy je to, Ze znalosti jednotlivych agentd
se mohou lisit, ale za urcitych okolnosti si mohou znalosti i pfedavat.

Jiz jsme tekli, ze formélné zavedeme pro kazdého agenta A; jeho vlastni symbol K, takze K;V
bude znamenat, ze agent A; zna (pravdivy) vyrok V. Pomoci téchto symbold mizeme zachytit
i slozité agentovy tvahy o tom, co vSechno védi ostatni agenti: naptiklad K K2 K1 sviti slunicko
znamena ze agent Ap si muze fict ,,Ag vi, ze vim, ze sviti slunicko.“

Definice 33. DKripkovsky model pro mnozinu agentu Aq, ... A, je tvoFen mnoZinou moznych
svétu M a mnozinou relaci dosazitelnosti < 1,... < 5, na mnoziné M. K modelu patii jesté
valuace, ktera kazdému moznému svétu urcuje, které atomarni formule, tedy vyroky, které neob-

54Muze se totiz stat, ze pro néjaky svét S neni pravda, ze S |-V, ale je z néj dosazitelny svét
T, ve kterém je pravda, ze T IF V. Z toho je vidét, ze navrhovana definice negace by narusila
podminku perzistence.



vyrokii musi spliiovat nasledujici podminky:5°

S~V
SEFVAW
SFVVW
SIFV=W
SFVe W
SI-K;V

pravé tehdy, kdyz
pravé tehdy, kdyz
pravé tehdy, kdyz
pravé tehdy, kdyz
pravé tehdy, kdyz
pravé tehdy, kdyz

neplati S |-V
SkHVaSikFWwW

S|k 'V nebo S IFW

S | W nebo neplati S IV
SEFV=WaSIFW=V
S <;T potom T I+ V

Cviceni 34. Predstavme si sondu, ktera piistala na Marsu. Po povrchu planety se nyni po-

hybuje drobny robot, ktery ma za kol provést zakladni chemicky rozbor mistni atmosféry a
vzorkld hornin. Robot vSechny vysledky méfeni okamzité odesilda matefské sondé a ta je opét

odesild védcim na Zem (v pripadé, Ze by se robot nestastnou ndhodou zranil, zapadl do néjaké
diry v zemi ¢i se prosté rozbil, budou mit védci k dispozici alespon ty informace, které jiz stihl
odeslat). Formalné toto pfedavani informaci zachycuji implikace Kr = Kg a Kg = Ky .56 Jak
se tyto implikace projevi v pfislusném kripkovském modelu?

Smésice poznamek a citatu

Sdilené znalosti ztracenych

v davu

Jednim z prvnich, kdo se zacali zabyvat vyznamem sdilenych znalosti pro nase socialni interakce,
byl Thomas Schelling v dile Strategie konfliktu z roku 1960. Zde ¢teme:
»Ztrati-li muz svou Zenu v nédkupnim stfedisku, aniz by se predtim domluvili, kde
se potkaji, pokud se rozdéli, je velka nadéje, ze se opét brzy najdou. Pravdépodobné si
kazdy z nich vzpomene na néjaké misto, kde by se evidentné mohli potkat, tak evidentné,
e si oba budou jisti, Ze to je ,evidentni“ pro né pro oba. Zadny z nich se nebude snazit
prosté uhodnout, kam ten druhy pijde, coz by bylo tam, kam by hadal, Ze ten druhy bude
hadat, ze (ten prvni) ptjde, a tak donekoneéna. Nejenom Co bych délal na jejim misté?
ale Co bych délal, kdybych na jejim misté premyslel, co by udélala, kdyby premyslela, co

bych udélal jd na jejim misté. .. ?

1

Thomas Schelling: The Strategy of Conflict

V roce 1969 Lewis popsal tento problém v jazyce teorie her. Jedna se o strategickou hru, v niz

se hraci rozhoduji soucasné. Predstavme si, Ze obchodni dim, ve kterém se nachézi manzelé
Petr a Pavlina Novakovi, ma Ctyfi patra. V kazdém policku nasledujici tabulky je zapsano,
kolik uspokojeni ziska Petr (1. polozka) a kolik Pavlina (2. polozka), jestlize Petr bude v patte
odpovidajicim danému fadku a Pavlina v patfe odpovidajicim danému sloupecku.

Petr \ Pavlina

1. patro
2. patro
3. patro
4. patro

1. patro 2. patro
(1,1) (0,0)
(0,0) (1,1)
(0,0) (0,0)
(0,0) (0,0)

3. patro 4. patro
(0,0) (0,0)
(0,0) (0,0)
(1,1) (0,0)
(0,0) (1,1)

55V yjmenované podminky musi byt splnény ve viech moznych svétech S, T € M a musi platit
pro vSechny formule V, W a pro vSechny agenty Ai,... Ap!
56Robot, Sonda, Védci. Zanedbavame zde skuteénost, ze predani informaci trva né&jaky cas.



Vidime, ze pro oba ,hrace“ této jednoduché hry jsou vyhodné tytéz situace — totiz ty, v nichz
se sejdou ve stejném patie. Tyto situace se nazyvaji Nashovy rovnovazné pozice, protoze pokud
se jich podaii dosdhnout, zadny z hract uz nebude mit diéivod danou situaci n&jak ,,vylepsovat«.57

Je jasné, ze pro Petra naro¢nost této hry spociva ve vybéru patra, do kterého patra pujde. Za
jakych okolnosti se rozhodne jit do 2. patra? Bude to tehdy, kdyz bude mit pfiméfenou jistotu,
ze do téhoz patra pujde i Pavlina (jistota 1. fadu). Takovou pfiméfenou jistotu miize mit jen
tehdy, kdyZz bude mit pfiméfenou jistotu, ze Pavlina mé pfiméfenou jistotu, Ze on ptjde do 2.
patra. K tomu, aby Pavlina méla pfiméfenou jistotu, ze Petr ptjde do 2. patra (jistota 2. fadu),
potfebuje mit pfiméfenou jistotu, Ze Petr m4a pfiméfenou jistotu, ze ona pijde do 2. patra (jistota
3. fadu), takze celkové Petr potiebuje mit jistotu 4. fadu, zedots Kdyby tak Petr védél, ze Pavlina
vi, Ze on Vi, Ze ona vi, ze on vi, dots ze pujde do 2. patra, bylo by to dobrym divodem tam jit.

Presné timto zptusobem Lewis definuje sdilenou znalost Z skupiny agentt. Sdilend znalost je
takova znalost, ze pro kazdé n a pro kazdou posloupnost agentid A1, As,... A, (tentyz agent se
v posloupnosti muze opakovat vicekrat), plati: ,Aq1 vi, ze Az vi, Ze ... Ze Ay vi, Ze Z.“ Specialné
pro n = 1 dostavame, ze vSichni agenti védi, ze Z.

Hra dvou véznu

Z predeslého vypravéni by se mohlo zdat, ze Nashovy rovnovazné pozice vzdy odpovidaji tém
nejvyhodnéjsim celkovym vysledkum hry. Ukazme si hru, ve které Nashova rovnovazna pozice je
pro oba hréce nevyhodné — a pfesto v ni hra skonéi, budou-li hrac¢i hrat rozumné!

Ty a tvlij partak jste obvinéni z krddeze. Kazdy z vas je uvéznén v jiné cele, takZe se nemiizete
nijak domlouvat. Tviaj pravnik ti sdélil, ze pokud se ani jeden z vas neptizna, budete oba na
zékladé Castecnych dikazt odsouzeni ke dvéma lettim vézeni. Pokud se pfiznas a budes svédcit
proti svému partakovi, zatimco on se nepriznd, dostanes pouze roc¢ni trest, zatimco tvij partak
bude odsouzen na ctyfi roky vézeni. Pokud se pfiznate oba, odsedite si v chladku tfi roky. Vis
také, ze tvij partak je ve stejné situaci jako ty.

Celou situaci muze$ zachytit tabulkou:

ja \ partak prizna se neprizna se
priznam se (3,3) (1,4)
nepriznam se (4,1) (2,2

Pravdépodobné budes uvazovat asi takto: ,,Bez ohledu na to, jestli se mtij partdk pfizna nebo
ne, je pro mé vyhodnéjsi se pfiznat — v obou pfipadech dostanu o dva roky nizsi trest.“

Protoze tvij partak uvazuje uplné stejné, oba se priznate a odsedite si tfi roky za miizemi.
P#i tom by pro vés pro oba bylo vyhodnéjsi, kdyby se ani jeden z véas nepfiznal (odsedéli byste
si pouze dva roky)! Jenze pozice (2,2) neni rovnovazna — alesponi jeden z vés by si mohl polepsit
tim, Zze by se pfiznal. Proto tato situace pravdépodobné nenastane — kdyby to vypadalo, Ze se
nechce$ priznat, tviij partdk zpozoruje svou prilezitost, pfizna se a bude svédéit proti tobé. Tobé
nezbude, nez se ptiznat také (preci jen je lepsi odsedét si t¥i roky nez Ctyfi) ...

Cviéeni 35. Zkus najit situace ze skute¢ného zivota, v nichz Nashova rovnovazna pozice (tedy
pozice, ve které si uz nikdo ze zi¢astnénych nemuze nijak polepsit) je pro vSechny méné vyhodna
nez néjaka jind pozice, ve které si ale nékdo muze polepsit (nejspis na ukor ostatnich).

57 Anglicky vyraz je Nash equilibrium.



Napovédy, feSeni a poznamky k nékterym cvic¢enim

Reseni cvieni 22
Prislusna formule by musela vypadat asi takto: CF & EF A EEF N EEEF A ... Vsechny
vyskyty symbolu E miizeme zkusit nahradit podle definice:
CF & KiIFAKFA...K,FA
KiIKiFAKiKoFA .. NKGKpoFAKoKiFAKoKoFA..NKpKnFA
KiKiKiFA.. N\KiKn KiFAKT1KnKoFA...NKn,KnKnFA

Poznamka ke cviceni 22

Obé formule, které jsme napsali vyse, jsou nekoneéné. V logice neni zvykem pracovat s nekonec-
nymi formulemi a navic je otazkou, jestli skutecni agenti, ktefi jsou konec¢ni, mohou podle této
definice nékdy sdilet znalosti s jinymi agenty. Pokud totiz agenti A; a Az sdili znalost F, mél
by kazdy z nich mit nekoneéné mnozstvi znalosti tvaru K 1F, K1 KoF, K1 KoK F,...! Pfi tom
je zfejmé, ze napiiklad lidé maji s jinymi lidmi mnoho spolec¢nych vlastnosti i pfes to, ze jejich
mozek je schopen uklddat pouze kone¢né mnozstvi informace.

Podobneé jako v jinych problémech, se kterymi se v epistemické logice setkdme, i zde je fesenim
prohlasit, ze agenti nemusi mit vSechny tyto znalosti aktuadlné ,ulozené v paméti“, ale musi je
mit potencidlné ¢i implicitné — na zakladé svych znalosti a schopnosti by si je mohli kdykoli
odvodit ¢i domyslet.

Reseni cvideni 26
V pripadé, ze V < Bgo7V, by obrazek vypadal takto:

S1lFV, W So IV, =W

S31F -V, W Sy Ik =V, -W

Reseni cviéeni 27



Reseni cvideni 28

Védéni je vzdy pravdiva znalost, tedy KV = V. Vsimni si, ze pokud pripoustime pouze
pravdivé znalosti, tak je z kazdého svéta dosaZitelny alespori on sdm.58

Predpokladejme, ze kazdé dva mozné svéty se lisi pravdivosti alespon jednoho vyroku. Pokud
je agent vsevédouci a nikdy se nemyli (V < KV), je z kazdého svéta dosazitelny pouze tento
svét sdm. V pripadé se ¢tyfmi svéty vypada obrazek takto:

SilF V, W Q ngwvﬁw
S3I- =V W@ Q SilF =V, =W

Vsimni si, ze v tomto pfipadé je agent schopen piesné urcit, ve kterém mozZném svété se
nachézi — jen jediny svét je pro né€j dosazitelny.

Kdybychom pfipustili moznost, ze ve dvou moznych svétech S a T" jsou pravdivé presné tytéz
vyroky, vypadal by obrazek takto:

S Q % T
Reseni cviéeni 29

Pokud pfipustime, Ze agent ma vSechny pravdivé poznatky (V = BV) a také nékteré nepravdivé
domnénky (nastane pfipad =V A BV), nebude z daného mozného svéta dosazitelny ani on sam,
ani zadny jiny. Ve chvili, kdy agent véfi n&jakému vyroku i s jeho negaci (BV A B—V), nemize
byt dosazitelny zadny mozny svét, protoze v kazdém mozném svété je splnéna podminka klasické
logiky, ze negace vyroku je pravdiva pravé tehdy, kdyz vyrok sam neni pravdivy. V zadném
mozném svété tedy vyroky V a =V nemohou byt soucasné pravdivé.

ResSeni cviceni 30
Predpokladejme, ze plati axiom T: KA = A. Verzi axiomu D dokézeme sporem. Necht plati
K(A A —A). Potom podle T také A A —A, coz je spor.

Napovéda ke cviéeni 34
Zjisti, jak se lisi mnozina moznych svétu dosazitelnych z daného svéta vzhledem k relacim < g,
<s, <!

ResSeni cvideni 34
Vzhledem k tomu, ze védci maji k dispozici vice informaci nez sonda (napfiklad informace od

dalsich sond nebo informace z dalekohledii na zemi), povazuji méné moznosti za pfipustné: méné

58 Rekneme, e relace dosazitelnosti je reflexivni.



stavi svéta je v souladu s jejich poznatky. Naopak, vSechny stavy svéta, které védci povazuji
za mozné (jsou dosazitelné v relaci < y) jsou v souladu se vSemi poznatky sondy (takze jsou
dosazitelné i v relaci < g). Jinak Feeno, jestlize pro dva svéty P a Q plati P < @, tak pro
né plati také P < g@ a pokud P < g@Q, tak P < Q. Pokud ozna¢ime mnozinu moznych svéti
dosazitelnych z néjakého pevné daného svéta v relaci < y (resp. < g, < r) symbolem My (resp.
Mg, MRg), bude platit My C Mg C Mpg.

' My ={Q:}
M Ms ={Q1,Qs}
o - Pro

Mg ={Q1,Q2,Q3}




