3. série
Téma: Finalni my$(mas)

Datum odeslani: 14. KVETNA 2007

1. 0LOHA

(a) V rtzovém kralovstvi péstuji novy zdhon rizi. Zéhon ma tvar obdélniku 2 x 10, rozdéleného
na ¢tverce 1 x 1. Aby zahon poté&sil oko krale, je potfeba, aby v kazdych dvou (hranou) sousednich
¢tvercich byl jiny druh razi. Zahradnik ma dohromady n > 2 druht razi. Urcete kolika zpusoby
muze zahon osézet ruzemi. (2 BODY)

(b) V sachovnicovém kralovstvi dva princové pravé bojuji o triin. Na naddvoii kralovského hradu
je vyznacena velka Sachovnice o rozmérech 8 x 8. Kralovsti jezdci zacinaji v levém hornim poli
Sachovnice. Princové se stfidaji v rozkazech pro jezdce a vzdy je poslou na néjaké dalsi pole
na Sachovnici (jezdci se mohou vsak pohybovat jen tak, jak se pohybuje Sachovy kun) Princ,
ktery jezdce posle na pole, na kterém uz byli, neni hoden velet armad¢, a pfichazi o trin. Prvni
rozkaz dava starsi princ. Urcete, ktery z princ ma vyhravajici strategii, tj. bude-li davat vhodné
rozkazy, bude mit jistotu, Ze o trin neptijde. (3 BODY)

2. ULOHA
Je ddna rovnice
dry = 224+ Y.

(a) Dokazte, Ze v celych ¢islech bez nuly ma tato rovnice nekoneéné mnoho feseni. (2 BODY)
(b) Vyfeste tuto rovnici v pfirozenych &islech. (3 BODY)
3. ULOHA

V prostoru je ddna uzaviena! lomend ¢ara z n usecek. Viechny tsecky jsou stejné dlouhé a thly
u v8ech vrcholu (mist, kde se ¢ara ,lame“) jsou stejné velké. V zavislosti na n urcete, jestli uz
nutné vsechny vrcholy ¢ary lezi ve stejné roviné.

(a) Ulohu feste pron =4 an = 6. (2 BODY)
(b)  Ulohu feste pro obecné n. (3 BODY)
4. ULOHA

Fibonnaciho posloupnosti rozumime poslopoupnost danou predpisem F7; = F> = 1 a Fi4o =

= F;41 + F; pro i pfirozené.
(a) Dokaite, ze pro kazdé ptirozené n plati F2 + F2 + -+ + F2 = FpFpy1. (2 BODY)

(b) Dokazte, ze je-li n pfirozené, potom ho lze pravé jednim zpusobem zapsat jako soudet
n=F, +F, +- -+ F
kde i1 > 2 a ij41 > ij + 2 pro kazdé j € {1,2,...,k —1}. (3 BODY)

1To znadi, ze jeji konec a zacatek lezi v tomtéz bodé.



5. ULOHA

(a) Mg&jme n &isel 21,22, . .. £y, ndhodné (rovnomérné nezavisle?) vybranych z intervalu (0, 1).
Urcete pravdépodobnost, ze pro kazdé ¢ € {3,4,...,n} plati, Ze x; lezi uvnit¥ intervalu s krajnimi
body z;—2 a x;_1. (2 BODY)
(b) Msg&jme n bodli ndhodné (rovnomérné nezavisle) vybranych na kruznici. Uréete pravdépo-
dobnost, ze stied kruznice lezi uvnitf mnohothelniku tvofeného témito body. (3 BODY)
6. ULOHA

(a) Bud E bod na thloptiéce BD &tverce ABCD. Ukazte, ze body A, E a stiedy opsanych
kruznic trojuhelniki ABE a ADE tvofi dalsi ¢tverec. (2 BODY)
(b) Bud ABCD konvexni ¢tyFahelnik, X bod na strané AB, Y prusec¢ik DX s AC. Ukazte, ze
kruznice opsané trojuhelnikim ABC, CDY a BXD maji spole¢ny bod. (3 BODY)
7.ULOHA

(a) Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n > 1 plati

1 1 n—1
2*2 + 3*2 + -+ - < -
(2 BODY)
(b) Dokazte, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n plati
(1+1)(1+1) T <5
1-2 2.3 n-(n+1) 2
(3 BODY)

Reseni 8. série

1. dloha

(a) V rtzovém kralovstvi péstuji novy zdhon ruzi. Zéhon ma tvar obdélniku 2 x 10, rozdéleného
na ¢tverce 1 x 1. Aby zahon potésil oko kréle, je potieba, aby v kazdych dvou (hranou) sousednich
¢tvercich byl jiny druh rtzi. Zahradnik ma dohromady n > 2 druht ruzi. Uréete kolika zpusoby
muze zadhon oséazet rizemi.

(b) V Sachovnicovém kralovstvi dva princové pravé bojuji o trin. Na nadvoii kralovského hradu
je vyznacena velkd Sachovnice o rozmeérech 8 x 8. Kralovsti jezdci zacinaji v levém hornim poli
Sachovnice. Princové se stfidaji v rozkazech pro jezdce a vzdy je poslou na néjaké dalsi pole
na Sachovnici (jezdci se mohou vsak pohybovat jen tak, jak se pohybuje Sachovy kan) Princ,
ktery jezdce posle na pole, na kterém uz byli, neni hoden velet armadé, a prichézi o trin. Prvni
rozkaz dava starsi princ. Urcete, ktery z princi ma vyhravajici strategii, tj. bude-li davat vhodné
rozkazy, bude mit jistotu, Ze o trin neptijde.

2Neformalné feeno: Zadny bod neni pravdépodobnéjsi nez jiny a volba z; nezavisi na volbé
ostatnich x;, j # i. Vice se doctes v Givodu k paté sérii.



(a) Ocislujme si policka jako na obrazku a za¢néme je osazovat podle tohoto poradi.

113579 11|13 |15 |17 |19
2146|810 [12|14 |16 |18 |20

Pro prvni policko mame n moznosti, pro druhé n — 1 (nesmime pouzit stejny druh ruzi jaky

je na poli¢ku 1). Uvazujme ted 2 pfipady:
(1) na policku 3 je stejny druh razi jako na policku 2, tedy pro policko 4 mame n — 1
moznosti
(2) na poli¢ku 3 je jiny druh rizi nez na policku 2, tedy pro policko 3 mame n — 2 moznosti,
pro policko 4 rovnéz
Dvojici poli¢ek (3,4) mtzeme osdzet n — 1 + (n — 2)2 zpiisoby. U dvojic policek (5,6), (7,8), ...
(19,20) je situace analogicka osazovani poli¢ek 3 a 4, a proto pro policka 3-20 mame dohromady
(n—14(n—2)2)° moznosti. Tudiz cely zdhon miizeme osézet n(n—1)(n— 14 (n—2)2)? zpiisoby,
coz je po drobné kosmetické tipravé to samé jako n(n — 1)(n? — 3n + 3)°.
(b) Rozdélme Sachovnici na 8 obdélniki 2 X 4 a vSimnéme si, ze stoji-li kil na libovolném
policku P jednoho z obdélniki, existuje v tomto obdélniku pfesné jedno pole P’, na které miZe
(jednim tahem) skoé€it (povSimni si, Ze naopak z P’ skoéi na pole P, neboli P = P). Z toho
uz pomeérné snadno vyrobime vyhravajici strategii pro prvniho z princt: Vzdy tdhni na pole ve
stejném obdélniku, ve kterém jezdec zrovna stoji (tedy z pole P na pole P’).

Proc¢ s touto strategii nemuze prohrat? Princ prohraje tehdy, kdyz uz nemd, kam tdhnout.
Aby tedy prvni princ prohril, musela by nastat situace, kdy kun stoji na néjakém policku P a
nemize skocit na P’, protoZe tam uZ byl. Jak se ale mohlo stat, %e uZ byl na poli P’? Jsou dvé
moZnosti: Budto na n& tahl nékdy dfiv druhy princ — pak by ale prvni hned jel na P’ = P, takze
by na tomto poli¢ku ted nemohl stat a pfemyslet, kam miiZe jet! Anebo na né tahl prvni princ —
ten ale na P’ sko¢i jenom z P, takZe ani v tomto p¥ipadé by se tu nemohl ki ocitnout znovu.

Prvni princ tedy nemutze prohrat, a protoze nékdo ¢asem vyhraje, bude to prvni princ. At
zije novy kral! (:

2. tloha
Je dana rovnice
4oy = 22 +x+y.

(a) Dokazte, ze v celych ¢islech bez nuly ma tato rovnice nekoneéné mnoho feseni.

(b) Vyfeste tuto rovnici v pfirozenych &islech.

(a) Rovnice v pfirozenych ¢islech je zadanid samostatné jako ¢ast (b), asi to tedy nebude

nic lehkého ... Coz takhle tedy zkusit zvolit néjakou z nezndmych zapornou? Celkem se tieba
nabizi volba y = —1, po dosazeni do zadané rovnice ¢lovék uz celkem casto dopocte, ze tieba
x = —(5t2 + 2t),z = 5t + 1,t € Z dava nekoneéné mnoho navzijem riiznych feseni.

(b) Dokazeme, ze rovnice nemé zadné prirozené feseni. K tomu se ndm bude hodit pouzit
nasledujiciho nepfilis obtizného pozorovani:

Lemma. Dava-li ¢islo n € N zbytek 3 po déleni 4, je délitelné néjakym prvocislem, které také
dava zbytek 3 po déleni 4.

Vyzbrojeni timto lemmatem (které si krasné ¢tenaika nebo udatny ¢tendr mize dokézat bez
moji pomoci) se miizeme pustit do boje s tlohou. Rovnici nejprve upravime do ekvivalentniho
tvaru (4o — 1)(4y — 1) = (22)2 + 12. Pfitom z je pfirozené, ptirozené &islo 4z — 1 dava po déleni



4 zbytek 3, a tedy je délitelné néjakym prvodislem p, které také dava zbytek 3 po déleni 4. Cislo

(22)2 +1 je tedy délitelné timto p. Ha! Ukazuje se, ze drak (vlastné zadana tloha) je zdkefné&jsi,
nez se na prvni pohled zdélo! Budeme na néj muset vytasit jesté jedno lemmas:

Lemma. Pokud prvodislo p, které dava zbytek 3 po déleni 4, déli &islo a? + b2, pak p déli obé
¢isla a, b.

Z tohoto lemmatu uz jednoduse plyne, ze p déli 1, coz je zajisté spor.

Zbyva tedy dokézat toto druhé, netrividlni, lemma. Uréité p > 3. Predpokladejme, ze a? +
+ b2 = 0 (mod p), ale p nedéli ani a ani b. Oznaéme = = ab?~2. Pouzitim malé Fermatovy
véty a vztahu a? = —b? (mod p) muzes snadno ovéfit, ze 2 = —1 (mod p). Umocnénim této
kongruence na (p — 1)/2 dostaneme (opét pouzivame MFV, ale (v posledni tpravé) také toho, ze
p =3 (mod 4), tedy (p — 1)/2 je liché):

1=2P"1=(-1)"2 =-1 (mod p),

coz je spor, protoze by pak p délilo dvojku.

3. aloha

V prostoru je dana uzaviena3 lomend Gara z n tsetek. Viechny usecky jsou stejné dlouhé a thly
u vSech vrcholll (mist, kde se ¢ara ,lame*) jsou stejné velké. V zavislosti na n urcete, jestli uz
nutné vSechny vrcholy ¢ary lezi ve stejné roviné.

(a) Ulohu feste pron =4 an = 6.

(b) Ulohu feste pro obecné n.

(a) Promn =4 uvazme pravidelny ¢tyfstén ABCD. Pak hledanym protipfikladem je uzaviend
lomena ¢dra ABC DA (vSechny Usecky sviraji tthel 60°). Pro n = 6 uvazme krychli ABCDEFGH
a uzavienou lomenou é¢aru ABCDHGFEA (tentokrat sviraji tthel 90°).

(b) Nejdfive najdeme protipfiklady pro suda n a pro lichd n, kterd jsou ostfe vétsi nez 5.
Pro n = 4 méame vyfeseno v (a). Bud n = 2k, k > 3. Obdobné jako pro pfipad n = 6; uvazme
»schody“ (viz obrézek, vSechny dvojice sousednich hran sviraji thel 90°).

3To znadi, ze jeji konec a zadatek lezi v tomtéz bodé.



Necht n = 2k + 1 pro néjaké pfirozené k > 3, pak zkonstruujeme uzavienou lomenou ¢aru
obdobné jako v pfedchozim pfipadé, jen na konci nahradime posledni (horni hranu schodt) dvéma
hranami a to tak, Ze posledni dva vrcholy ,rozevieme“ tak, aby byly pravé ve vzdalenosti v/2a,
kde a je délka hrany. Pak mezi né muazeme vlozit pravothly rovnoramenny trojuhelnik s rameny
délky a a to dokonce tak, aby jeho ramena s poslednimi hranami lomené ¢ary svirala thel 90°
(rozmysli si, Ze mohou svirat téméf libovolny uhel — nejvétsi thel sviraji, pokud lezi s pfedchozimi
hranami v roving).

A nyni ta nejtézsi ¢ast tlohy: dokdzeme, ze pro n = 5 musi uz celd lomen4é ¢éara lezet v roviné.
Meéjme vyhovujici lomenou ¢aru ABCDFEA. Uvédomme si, ze mame-li dany libovolny thel a
délku, tak vSechny vzdalenosti v pozadované lomené ¢afe jsou urceny, protoze kazdé dva sousedni
useky lezi v roving, tedy mame danou vzdalenost AB a BC tedy i AC, obdobné BD, CE DA a
E B, tedy vzdalenost libovolné dvojice vrcholti. Snadno ovéfime, ze pak uz musi byt lomena cara
ur¢end jednozna¢né (az na néjaké shodné zobrazeni).

Uvazme nyni shodné zobrazeni, které body A, B, C, D a E zobrazi po fadé do bodu B, C,
D, E a A. Oznac¢me toto zobrazeni f. Pak zfejmé f zobrazuje tézisté bodu A, B, C, D, E na sebe
sama. Zobrazeni f miZe byt pfimé, nebo nepfimé (nepfimé je napf. v roviné osova soumérnost,
piimé naopak posunuti, otoceni). Pokud slozime zobrazeni f pétkrat za sebe dostaneme identitu,
tedy f musi byt pfimé zobrazeni (jinak i pétkrat slozené by bylo nepfimé) a protoze mé pevny
bod, tak je to otoceni (néjaké trojrozmérna rotace kolem t&zisté), z cehoz jiz plyne, ze ABCDE
je pravidelny pétithelnik a lezi tedy v jedné roviné.

4. tloha
Fibonnaciho posloupnosti rozumime poslopoupnost danou predpisem Fi; = Fp = 1 a Fi4o =
= Fj41 + F; pro i pfirozené.

(a) Dokaite, ze pro kazdé piirozené n plati F2 + F2 + -+ + F2 = FpFp41.

(b) Dokazte, ze je-li n pfirozené, potom ho lze pravé jednim zpusobem zapsat jako soucet
n=F, +F,+ - +F
kde i1 > 2 a ij41 > i; + 2 pro kazdé j € {1,2,...,k —1}.

(a) Dokézeme matematickou indukci. Pro n = 1 mame F12 =12=1-1= F F».
Predpokladejme tedy, Ze tvrzeni plati pro n a dokazme pro n + 1:

FE4+F3+ -+ F24 F2 | = FaFnq1 + F2 ) = Foy1(Fo + Foq1) = Fag1Foye

V prvni rovnosti byl pouzit indukéni pfedpoklad a v posledni definice Fibonacciho posloupnosti.
(b) Nejdfive indukei pies dva dokdzeme, ze kazdy soudet, ktery vyhovuje zadéni a obsahuje
pouze indexy (ost¥e) mensi nez i, je ostfe mensi nez F;.

Pro ¢ = 3 mame jediny mozny soucet, a to F> = 1 a plati F» =1 < 2 = F3. Pro i = 4 mame
souCty Fo a F3 aplati Fo =1 < F3 =2 < F4 = 3.



Necht tvrzeni plati pro ¢ — 1, méjme soucet vyhovujici zadéni, jehoZ nejvétsi index je i + 1
(ozna¢me ho S), pak po odeéteni Fj 1 dostaneme soucet s nejvyssim indexem nejvys i — 1. Tedy
podle indukéniho predpokladu plati:

S—Fiy1 < F;
S<Fy+ Fiy1 = Fiqo

Nyni podobnou indukci dokazeme, ze kazdé pfirozené ¢islo ma pravé jeden takovy rozklad
na soucet. Prvni indukéni krok je stejny jako v pfedchozim pripadé. Tedy predpokladejme, ze
tvrzeni plati pro kazdé no < F;_1 a dokazme ho pro F; < n < Fj ;. Protoze soucet obsahujici F
s indexy nejvyse ¢ — 1 je mensi nez F;, tak rozklad ¢éisla n musi obsahovat F; (nemtize obsahovat
ani vétsi, protoze n < Fjy1). Uvazme tedy ¢islo n — F; a jeho rozklad. Plati n < F;41 = n —
— F; < Fj41 — F; = F;_1, pokud je tedy n — F; nenulové, ma jednoznacny rozklad z indukéniho
predpokladu, jinak jsme nasli jednozna¢ny rozklad n = Fj.

5. illoha

(a) Mé&jme n &isel 21, z2, . .. Ty, ndhodné (rovnomérné nezavisle?) vybranych z intervalu (0, 1).
Urcete pravdépodobnost, ze pro kazdé i € {3,4,...,n} plati, Ze x; lezi uvnitf intervalu s krajnimi
body Tj—2 & Tj—1.

(b) Msé&jme n bodl ndhodné (rovnomérné nezéavisle) vybranych na kruznici. Uréete pravdépo-
dobnost, ze stied kruznice lezi uvnitf mnohotuhelniku tvofeného témito body.

(a) Cilem tlohy bylo uvédomit si, ze vyslednd pravdépodobnost zévisi jen na potadi bodi
v intervalu, ne na jejich konkrétni poloze. VSech moznych potadi je n!, snadno si rozmyslis, ze
pro n > 2 jen dvé poradi vyhovuji podminkam zadani. Jsou to poradi

1 <3 <5< <xg<Tqg <T2

X1 >XT3 >x5 > > T > T4 > T2

Vysledna pravdépodobnost je tedy % Pro n = 1 je samoziejmé jen jedno ,poradi“ a vysledna
pravdépodobnost je 1.

(b) Budeme pocitat pravdépodobnost, ze stied nelezi uvniti mnohothelniku, vysledna pravdé-
podobnost se pak ziskd odectenim od jednicky.

Stred nelezi uvniti mnohothelniku, pravé kdyz vSechny body lezi v néjaké spole¢né poloroviné
prochézejici stfedem kruznice (rozmysli si). Nyni provedeme trik. Piedstavme si, Ze pro kazdy
bod nejprve vybereme (rovnomérné nezavisle) dvojici protilehlych bodd, a az potom se rozhod-
neme, ktery z téchto dvou bodi bude hledany bod (s pravdépodobnosti % pro kazdy z bodu).
Pravdépodobnost, ze pro dva rtuzné body vybereme stejnou dvojici protilehlych bodi je nulova,
tedy takovou situaci uvazovat nebudeme.

Kdyz uz méame zvoleny dvojice protilehlych bodi, tak pocet vSsech moznych voleb vrchola
mnohouhelniku je 2". Ukazeme, ze 2n z téchto voleb neobsahuje stied kruznice. Totiz pFislusny

mnohothelnik neobsahuje stied, pokud je na kruznici souvisly tsek vybranych bodd a potom

4Neformalné fedeno: Zadny bod neni pravdépodobnéjsi nez jiny a volba z; nezavisi na volbé
ostatnich x;, j # i. Vice se doctes v Givodu k paté sérii.



nasleduje souvisly nevybranych bodu (samoziejmé protilehlych k vybranym). Takovy usek lze
jednoznacéné urcit napfiklad bodem, co je na kraji tohoto tiseku ve sméru hodinovych rucicek,
a takovych moznych bodd je 2n (médme n dvojic protilehlych bodu).

Kdyz tedy mame urceny dvojice protilehlych bod, dostavame pravdépodobnost g—ﬁ = zn"—il,
ze stied kruznice nelezi v mnohouthelniku. Protoze tato pravdépodobnost nezavisi na volbé dvojic,
je tedy i pravdépodobnost v puvodni tloze, zZe stfed lezi vné mnohothelniku rovna WL_I

Pravdépodobnost, ze stfed lezi uvnitf je tak 1 — 2"%1

6. uloha

(a) Bud E bod na uhloptiéce BD ¢&tverce ABCD. Ukazte, ze body A, E a stiedy opsanych
kruznic trojuhelniki ABE a ADFE tvoti dalsi ¢tverec.

(b) Bud ABCD konvexni étyFuhelnik, X bod na strané AB, Y prusec¢ik DX s AC. Ukazte, ze
kruznice opsané trojuhelnikim ABC, CDY a BX D maji spoleény bod.

(a) Ozna¢me Si, S2 stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim ABE, AED, stejné jako na ob-
razku.

D C

U5°

Sa

S1
45
A B

Potom je podle véty o stiedovém a obvodovém uhlu |<AS1E| = 2|<<ABE| = 2 - 45° = 90°.
Analogicky pro druhy stfed S2 dostavame |<tAS2 E| = 90°. Dale vime, Ze jsou trojuhelniky AS1E

a AS>E rovnoramenné (protoze napt. |S1A| = |S1E| = r1 je polomér prvni kruznice), dopoéte-
nim thla v téchto trojthelnicich dostaneme |[<AES:| = |[<EAS:| = |[<AES>| = |[<EAS2| = 45°.
Vsechny uhly ve étyfahelniku AS1ES> jsou pravé a |S1A| = |S1E| uz zaruéuje, Ze je to ¢tverec.

(b) Ozna¢me postupné k1, k2 a ks kruznice opsané trojuhelnikim BDX, DCY a ABC, uhly
|<ABZ| = a1, |[<XDZ| = az a |[<ACZ| = a3 a Z prusecik kruznic k1 a ka. Cilem bude ukazat,
ze bod Z lezi i na kruznici k3, viz obrazek.



Uhly a1 a asg jsou obvodové tihly na kruznici k1 pFislusejici stejné tétivé X Z, proto a1 = az.
Uhly a2 a a3 jsou obvodové thly na kruznici ko k tétivé Y Z, proto as = as3. SloZenim rovnosti
a1 = a2 a az = ag dostdvame a1 = as, jinak zapsdno |<ABZ| = |[<ACZ|. Z dalsiho pouziti
véty o obvodovych thlech plyne, ze body ABCZ lezi na jedné kruznici, tedy na kruznici k3, coz
jsme chtéli dokéazat.

7.Gloha

(a) Dokazte, ze pro kazdé pFirozené ¢islo n > 1 plati

1+1+ +1<n71
22 32 n?2 n

(b) Dokazte, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n plati
1 1 1 5
1+ —)(1+—) (14— ) <2
(+1-2)<+2-3> (+n-(n+1)) 2

(a) Platnost zadané nerovnosti dokazeme indukci.
Pro n = 2 je nerovnost trividlné splnéna: % < %
Indukéni krok: Predpokladdme platnost nerovnosti pro vSechna & < n a dokidzeme platnost
pron + 1.
1 1 1 1 n—1 1 ~n?(n+1) 1 n

272+372+-”+ni2+(n—|—1)2 < n +(n+1)2 T nn+1)2  nn+1)2 <n—|—17

kde v prvni nerovnosti jsme vyuzili indukéniho pfedpokladu a v posledni faktu, ze m je

pro n pfirozené kladné ¢islo. A timto je nerovnost dokazana.

(b) Indukci dokdzeme silnéjsi nerovnost

<1+%) (1+T¥)"'(1+n-(;+1)) Sg_2n5+3'

(i) n =1 Zfejms plati (1+ ﬁ) < g — %
(ii) At nerovnost plati pro n — 1, dokdzeme ji pro n. K tomu stac¢i dokazat, ze se leva strana

5__5
zvétsi ménékrat nez prava strana, neboli nerovnost (1 + n»(71+1)> < 272083 pg chyili

27 2n+1
nudného upravovani vyrazu zjistime, Ze tato nerovnost vskutku plati.




