Nerovnosti

V sedmé sérii mizes s uspéchem pouzit né€kolik znamych nerovnosti. Pro rozsifeni obzord méné
zkusenych fesitelt a pfipomenuti tém zkusenéjsim je zde uvadime. Vsechny uvedené nerovnosti
muzes ve svych feSenich pouzivat bez dikazu. Upozornéni: tyto nerovnosti jdou pouzit Castéji,

nez se zda ... Mnoho dalsiho o nerovnostech se dozvis v knizecce Nerovnosti a odhady, edice
Skola mladych matematiki, svazek cislo 39.
Necht 21, ...,xn jsou kladné redlna ¢isla (n je libovolné piirozené éislo). Pak plati nerovnosti
. T+ -+ Ty R
min{z;} < Yz1-... - a2n < < < max{x;}.
n n
Pfitom rovnost v kazdé z téchto nerovnosti nastava pravé tehdy, kdyz x1 = x2 = - - - = xp,. Druha

z téchto nerovnosti je tzv. nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primeérem (zkracené AG
nerovnost), tieti nerovnost mezi aritmetickym a kvadratickym primérem (AK nerovnost).
Obzvlast AG nerovnost se v Fesenich vyskytuje velmi hojné.

Necht a1,...,an,b1 ..., by jsouredlnd ¢isla. Pak plati tzv. Cauchy-Schwarzova nerovnost:

(a1b1 + - +anbp)?> < (af 4+ +al)- (b7 +---+b2).
Pfitom rovnost nastava pravé tehdy, kdyz existuje c realné tak, ze pro vSechna i je a; = cb;,
nebo pro vSechna i je b; = ca;. (Vektory (ai1,...,an) a (b1,...,bn) jsou linedrné zavislé, pokud
ses jiz s timto pojmem setkal(a)...)

Necht a1 < a2 <--- < an aby < by <--- < by jsou redlna &isla. Pak plati tzv. CebySevova
nerovnost

1
a1bn +ag2bn—1+---+anbs < E(al +az+---+an)(br+b2+---+bn) < arbr+azba+---+anbn.

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a; = --- = an nebo by = --- = by,

/=
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Téma: Nerovnosti

Datum odeslani: 16. DUBNA 2007

1. ULOHA (3 BODY)
Rozhodni, které z nasledujicich dvou ¢isel je vetsi:

102006 +1 102007 +1
102007 4 1’ 102008 4 1~

2. ULOHA (3 BODY)
Definujme posloupnost {an} pfirozenych &isel takto:

ap=a1 =1,

An+1 = an + ap—1,N > 1.



Rozhodnéte, zda existuje trojihelnik se stranami ag, a;, am, kde k,l,m € Ng jsou po dvou rizna
éisla.

3. ULOHA (3 BODY)
Dokazte, ze pro kazdé prirozené c¢islo n > 1 plati
1-3-5---(2n—1) <n™

4. ULOHA (5 BODU)
Meéjme redlna éisla a, b, ¢ takova, ze a > b > ¢ > 0. Dokazte, ze

c a—c b
a—b b—c ¢~

5. ULOHA (5 BODU)
Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni plati pro vSechny trojice kladnych redlnych ¢isel a, b, c:
(i) Pokud a+b+c>3,pak L + 1 41 <3
(i) Pokud a+b+c<3,pak £ +1 +1 >3

o l=0

6. ULOHA (5 BODU)
Meéjme libovolny (konvexni) ¢tyftahelnik ABCD; ozna¢me E priise¢ik thlopticek AC a BD. Déle
oznac¢me S; obsah trojuhelniku ABE, S2 obsah trojuhelniku CDFE a S obsah celého étyfuhelniku.

Dokazte, ze plati
V/S1+/S2 < VS.

7.0LOHA (5 BODU)
Bud k kruznice o poloméru 1 a A, Aa,..., An body v roviné (n € N). Dokazte, Ze na kruznici
existuje bod M takovy, ze plati

[MAL|+ |MA2|+ -+ |MA,| > n.

8. ULOHA (5 BODU)
Méjme kladna realna cisla a, b, ¢, d takova, ze plati a + b + ¢ + d = 4. Dokazte, ze

Vat+bt+ec+vVat+tbtd+vVatctd+vVbtc+d>6.
Reseni 7. série

1. tloha
Rozhodni, které z nasledujicich dvou cisel je vétsi:

102006 +1 102007 +1
102007 1’ 102008 +1 :

02006

Pro vétsi prehlednost feSeni ozna¢me 1 = a a uvazujme rozdil danych ¢isel

a+1 10a+1 8la

_ = > 0.
10a+1 100a+1  (10a + 1)(100a + 1)




Jejich rozdil je kladny, takze prvni ¢islo je vétsi nez druhé.

2. iloha
Definujme posloupnost {an } pfirozenych ¢isel takto:

ap=a1 =1,

an+1 = an +ap—1,n > 1.

Rozhodnéte, zda existuje trojihelnik se stranami ay, a;, am, kde k,I,m € Ng jsou po dvou rizna
cCisla.

Bez Gjmy na obecnosti muZzeme piedpokladat k < I < m. Fibonacciho posloupnost {a»} je
rostouci protoze an4+1 = an + an—1 > ap (rozmysli si, ze ¢leny Fibonacciho posloupnosti jsou
vSechny kladna ¢isla). Specidlné ar < am—2 a a; < am—1.

Z vyse uvedenych nerovnosti a rekurentniho vzorce a,, = am—1 + am—2 vidime, ze plati
ar +a; < am—2 + am—1 = am. To ale odporuje trojuhelnikové nerovnosti ay + a; > am,, takze
takovy trojuhelnik existovat nemuze.

3. aloha
Dokazte, ze pro kazdé prirozené c¢islo n > 1 plati

1-3-5---(2n—1) <n".

Pro kazdé i plati i(2n — i) < n?. Tuto nerovnost totiz snadno ekvivalentné upravime na
zfejmou nerovnost (n —4)2 > 0. Vynasobime-li i(2n —4) < n? proi = 1,3,...,2n — 1, dostaneme
(1-3---(2n —1))2 < (n™)?, odkud odmocnénim (umociiované vyrazy na levé a pravé strané
jsou zfejmé kladné) snadno plyne dokazovana nerovnost — staéi si jen uvédomit, Ze rovnost nikdy
nenastane.

4. uloha
Meéjme reélna éisla a, b, ¢ takova, ze a > b > ¢ > 0. Dokazte, ze
c a—c b
+->5

a—b b—c ¢~
Vyjdeme od levé strany zadani:

c a—c+b_ c (a=b)+(b—c) ((b—c)+c

a—b b—c ¢ a-—b b—c c

c a—b b-c s/ ¢ a—b b—c
=2 >243 . . =5.
+a—b+b—c+ c + \/a—b b—c c

V jediné nerovnosti v Feseni jsme pouzili AG-nerovnost.

5. aloha

Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni plati pro vSechny trojice kladnych realnych ¢isel a, b, c:
(i) Pokud a + b+ ¢ > 3, pak % +%+ % <3.
(ii) Pokud a+b+c<3,pak 2+ 1 +1 >3

a



Tvrzeni (i) plati, pokud plati pro vSechny trojice a,b,c. Pokud néjaka trojice nevyhovuje,
tak tvrzeni neplati. Hledejme nyni nevyhovujici trojici. Vyraz % + % + % je ,velky“, pokud je
aspon jedno z ¢isel a, b, c malé. TakZe pro vyvraceni tvrzeni staéi vzit néjakou trojici spliujici
a+ b+ c¢ > 3 anapiiklad a < % Takovou trojici je tfeba trojice [%,2, 2]: % +242= 4% >3a
é + % + % =4 > 3. Tvrzeni (2) je vyvraceno.

Cast (i4) plati a je potieba ji regulérné dokazat.

Prvni fesSeni:

Diky AH-nerovnostil a pfedpokladu a + b+ ¢ < 3 plati ﬁ < %M < 1, jednoduchou
upravou obdrzime potfebné i + % + % > 3. Ch

Druhé (elementéarni) feSeni:

Misto nerovnosti % + % + % > 3 dokézeme s ni ekvivalentni? nerovnost

ab(l —¢) > be(a — 1) + ac(b —1).

Protoze jsou nerovnice symetrické v proménnych a, b, ¢, mizeme predpokladat a > b >c >0
(pokud by to neplatilo, stali a,b,c vhodné pfejmenovat). Diky a > b > ¢ > 0je 3c < a+ 2¢c <
<a+b+c<3, tedy 1 —c > 0, coz se bude hodit.

Podminku ze zadani si piepiSme do tvaru 1 — ¢ > (a — 1) + (b — 1), ktery v dalsich krocich
pouzijeme.

Rozeberme nyni dva pfipady: b <1 a b > 1.

Pro b > 1 je:

ab(l—c)>ab((a—1)+(b—1)) =abla—1)+ab(b—1) > be(a — 1) + ac(b— 1),

pri¢emz byly pouzity nerovnosti ab(a — 1) > be(a — 1), ab(b — 1) > ac(b —1).
Pro b <1 jebe(b—1) > ac(b—1) a tedy:

ab(l —c¢) > be(l —¢) > be(a—1) + be(b—1) > be(a—1) +ac(b—1)
Tim je platnost % + % + % > 3 za predpokladu a 4+ b 4+ ¢ < 3 dokazana.

6. illoha
Méjme libovolny (konvexni) ¢tyftahelnik ABC D; ozna¢me E priseéik thloptriéek AC a BD. Déle
ozna¢me S obsah trojuhelniku ABE, S obsah trojihelniku CDE a S obsah celého ¢tyftuhelniku.

Dokazte, ze plati
VvV S1 + VS2 S\/g

Vzhledem k tomu, ze ABCD je konvexni, nachézi se bod E uvnitf ¢tyfahelniku a oznac¢me-li
si navic |AE| = a, |BE| = b, |CE| = ¢, |DE| = d a thel [<AEB| = a, potom je S1 = Sabsina,

1 AH-nerovnost (nerovnost mezi aritmetickym a harmonickym préimérem): Pokud 1,2, . ..
., Tn jsou kladné é&isla, plati: xl'm?;t"""'”” > — 0 .
wteg o,

2Nerovnosti jsou ekvivalentni, pokud lze dostat jednu z druhé ekvivalentnimi Gpravami.




Sy = %cd sin(m — o)) a obsah celého ¢tyfthelniku lze vyjadiit jako S = %(ab sin o + besin(m —
— o) + edsina + adsin(r — «)). S vyuzitim vztahu sina = sin(r — «) (nebo prosté uvahy, ze
trojuhelniky AEB a BEC maji stejnou vysku) tak méame za ukol dokazat

1 1 1
\/iabsina—i- \/§cdsina < +\/5 sina(ab + bc + cd + ad)

Snadno si pfitom uvédomime, ze Cislo 1/%sina je kladné, protoze o € (0,27), takze nerovnici
muzeme timto ¢islem vydélit a tim dostaneme

Vvab+ Ved < vVab+ be+ cd + ad

Na obou stranich nerovnosti jsou jisté kladna ¢isla, a proto ji miZzeme umocnit

ab + cd + 2V abed < ab + be + cd + ad

Tedy staci nam uz dokézat pouze 2v/abed < be+ad, coz ihned plyne z nerovnosti 0 < (vVbe—+/ad)?
(stejné tak dobfe to vyplyva z AG-nerovnosti pro dvé &isla be, ad). Poznamenejme, Ze jsme
pouzivali jen ekvivalentni upravy, coz je jiz dostate¢né dobry diavod k tomu, aby platila nerovnost
ze zadani. Poznamenejme jesté, ze vysledek plyne rovnéz z Cauchyho nerovnosti zapsané ve tvaru
(Vab+ Ved)? < (a + ¢)(b+ d) po odmocnéni a dalsich jednoduchych tpravach.

7. tloha
Bud k kruznice o poloméru 1 a A1, Aa,..., An body v roviné (n € N). Dokazte, Ze na kruznici
existuje bod M takovy, ze plati

[MAL] + |MAz|+ -+ |MAy,| > n.

Uvazujme libovolny primér jednotkové kruznice s krajnimi body X, Y. Pro body X, Y, A;
plati trojihelnikova nerovnost

|XAi| + [Y A 2 |XY] =2,

kde i =1,... ,n. SecCtenim téchto nerovnosti pfes vSechna i dostaneme:

n n
DX A+ IX A > 2n.
i=1 i=1

Jelikoz jsou obé sumy kladna cisla a jejich soucet presahuje 2n, aspon jedna z nich musi byt veétsi
nebo rovna n. Tim padem jeden z bodu X, Y vyhovuje zadani.

8. tlloha
Meéjme kladné realna cisla a, b, ¢, d takova, ze plati a + b + ¢ + d = 4. Dokazte, zZe

Vatb+c+vVat+tb+d+vatctd+Vb+ct+d>6.

Z podminky a + b+ ¢+ d = 4 plyne
2Vat+bt+c=vat+bt+eva+tb+tctd>Vat+tbt+evatbtc=a+b+c
Poséitanim analogicky ziskanych nerovnosti ziskdme
2Va+b+tet+2vatb+d+2vVatetrd+2vbtetd>
>(a+b+c)+(a+b+d)+(atct+d)+(b+c+d) =3a+b+c+d) =12

z ¢ehoz ihned plyne dokazovand nerovnost.




