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Povidani k paté sérii
V paté sérii se budes potykat s uréenim pravdépodobnosti riznych udalosti. Cilem tohoto
povidani neni pfesné vybudovéni teorie pravdépodobnosti (to by nam kvili samym definicim
brzy dosel papir). O formalnim zavedeni pravdépodobnosti se muze$ poudit napiiklad v seridlu
z 23.ro¢niku naseho seminére, ktery je k dispozici i v knihovné na strankach seminafe (adresa
http://mks.mff.cuni.cz/library/library.php). Misto toho zkusime rozvinout intuitivni pfed-
stavu pravdépodobnosti. Za tim Gcelem si zavedeme také znaceni, které ve svych feSenich miizes
a nemusi$ pouzivat také.

Asi rozumis, co to znamena, kdy# fekneme tieba: ,,Pravdépodobnost jevu A je 33,3 procent.“
Jev je né&jaka udalost: Treba na férové hraci kostce padne ¢islo délitelné tfemi. Pravdépodobnost
je ¢islo P(A) jevu ptifazené!. Z pohledu matematika nezéalezi na podstaté nahodnosti (véc, o které
se moud¥i lidé dohaduji od pocatku déjin), hlavni je, Ze pro poéitani s pravdépodobnostmi méame
pravidla.

Napiiklad na vyse zmifiované kostce je celkem Sest moznych vysledkd hodu {1,2,3,4,5, 6},
které jsou stejné pravdépodobné (uené se jim ¥ika elementdrni jevy). Vysledky, které vyhovuji
délitelnosti tfemi, jsou dva: {3,6}. Proto je pravdépodobnost jevu, Ze padne ¢islo délitelné t¥emi,
rovna P(A) = % = % (pokud mas rad(a) procenta, pouzij pfevodni vztah 100% = 1).

Z vyse uvedeného by mélo byt vidét, pro¢ je uziteéné si jevy predstavovat jako mnoziny
vysledki pokusu. Ozna¢me si Q jev ktery nastane tplné vzdycky (jisty jev) a @ bude jev, ktery
nenastane nikdy. Jev ,A a B pak mlzeme psit jako A N B, ,nenastane A“ znamend Q\ A
a podobné. Zjevné P(Q) = 1 a P(0) = 0 . Posledni uZitecna znacka je P(A|B), kterd se cte
»bravdépodobnost, Ze nastane A, pokud nastal B“.

Asi nikoho neptekvapi, Ze pravdépodobnost, Ze jev A nenastane, je 1—P(A). Mé&jme dva jevy A
a B, jejichz pravdépodobnosti jsou zndmé. Co muzeme fict o vzajemném vztahu jevi A a B? Bez
dalsich informaci jen mélo. Plati vztah P(ANB)+P(AUB) = P(A)+P(B). Vidime, ze k vypoctu
vSech pravdépodobnosti potfebujeme znat pravé tii z hodnot P(A N B),P(A U B),P(A),P(B).
%;)B). (Vidime, ze
aby vyraz daval smysl, musi byt P(B) > 0.) Skute¢nost, ze dva jevy jsou nezavislé, je vyjadiena
rovnosti P(A N B) = P(A) P(B), ze které naptiklad plyne, Ze pravdépodobnost A je stejna jako
pravdépodobnost A za predpokladu B. VySe uvedené vzorecky muzes pfijmout jako axiomy. Na
jednoduchych ptikladech si muze$ ovéfit, ze vSechno funguje (naptiklad pokud A, B nemohou
nastat zérover, tak P(AU B) = P(A) + P(B)).

Urcity orisek predstavuje chapani pravdépodobnosti ve chvili, kdy je moznosti nekonecné
mnoho. Napriklad feknéme, Ze ndhodné zvolime redlné ¢islo x od —1 do 1, pficemz vSechna ¢isla
méame stejné radi. Uplné presné se takova situace popisuje pomoci miry, coz je zobecnéni délky,
plochy a objemu. Jak souvisi délka s pravdépodobnosti? Predstav si interval (—1,1) jako ter¢,
do kterého hazime Sipky. Protoze nemifime, je pravdépodobnost zasahu intervalu — ¢asti terce —
od a do b rovna podilu délky b — a tohoto intervalu ku délce celého terce 2. To je presné nase
situace s ndhodnou volbou z. S pravdépodobnosti zdsahu intervalu uz lze pracovat a pocitat
tfeba pravdépodobnost, ze 222 — x > 0 (Zkus si to!).

Pro vice nezavisle volenych ¢isel staci pfidat dimenze: Tieba pokud méame dvé éisla x,y
nahodné nezévisle rovhomérné vybrand z (—1,1), tak pravdépodobnost, ze x + y > 1 je rovna
poméru obsahu ¢éasti étverce, {(z,y)|z,y € (—1,1)} jejiz soufadnice spliiuji rovnici z +y > 1

Ty uZ ndm ale umozni napiiklad spoéitat i pravdépodobnost P(A|B) jako

IMuzeme ho odhadnout, kdyz provedeme hodné nezéavislych pokusii a vydélime pocet pokust,
kdy A nastal, celkovym poc¢tem pokust.



(trojuhelnik vpravo nahofe — nakresli si obrazek), ku obsahu celého ¢&tverce a éiselné vychazi
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V zadéanich se také vyskytuje kouzelna fomule ,,primérna hodnota®. Co znamena? Reknéme,
ze veli¢ina X nabyvéa hodnoty z; s pravdépodobnosti p;. Potom primernd hodnota (alias stfedni
hodnota alias o¢ekdvani) této veli¢iny je rovna EX = z1p1 + xop2 + -+ + TnDn.

Typicka tloha na pravdépodobnost vypada tak, ze dostane$ zadané pravdépodobnosti né-
jakych jevi za néjakych podminek a chce se po Tobé spocditat pravdépodobnosti jinych jevi.
Zkusime si to predvést na prikladu, ktery zadmérné budeme fesit hodné formalné.

Priklad. Sasa siz dlouhé chvile hazi ¢okoldadovou minci. Panna a orel padnou se stejnou prav-
dépodobnosti 0,45. S pravdépodobnosti 0,1 padne mince na hranu. Jaka je pravdépodobnost, ze
pri deseti hodech mince ani jednou nespadla na hranu?

Reseni. Oznaéme si A; jev ,V i-tém hodé mince nespadla na hranu“. Zjevné je A; = B; U C;,
kde B; je jev ,V i-tém hodé padla panna,“ a C; jev ,,V i-tém hodé padl orel“. Protoze panna a
orel nemohou padnout soucasng, je P(A4;) = P(B; UC;) = P(B;) + P(C;) = 0,9.

Chceme zjistit pravdépodobnost jevu C1 N Cy N --- N Cio. Vysledek jednoho hodu nezavisi
nijak na vysledku hodi ostatnich (zde pouZivame selsky rozum). Proto miZeme pséat

P(AlﬂAzﬁ~ . ~ﬂA10) B P(Al) P(A2ﬁ~ . -ﬁAlo) == P(Al) P(Az) . P(Alo) S (0,9)10 = 0,35.

Pravdépodobnost tohoto jevu je tedy zhruba 35 procent.

Poznamka. Pokud A, B a B,C a A,C jsou dvojice nezavislych jevii, tak nemusi jesté nutné
platit P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C). My jsme v FeSeni vyuzili toho, ze A; nezavisi ani na
zadné kombinaci jevii A;,j # i.

Nékdy jsou problémy z pravdépodobnosti jenom pfestrojené problémy kombinatorické. Casté
je situace, kdy mame p raznych moznych vysledki, které jsou vSechny stejné pravdépodobné.
Pokud pak jev nastava v q ptipadech, tak je jeho pravdépodobnost rovna %. Obvykle p, ¢ nezndme
a musime je spocitat. Proto na zavér pridame jesté rychlokurz kombinac¢nich éisel:

Pro n pfirozené ¢islo budeme vyraz 1-2-3---n znacit n! a nazyvat n faktoridl. Je to pocet
zpusob1, jak sefadit n rtiznych pfedmétia. Obvykle se pokladéd 0! = 1. Pro m < n nezaporna cela
¢isla mizeme definovat vyraz (ZL) = w, ktery ¢teme m nad n. Toto kombinacni
éislo vyjadfuje pocet rtiznych m-prvkovych podmnozin néjaké mnoziny o n prvcich (pocet vybert
m prvka z hromédky o n prvcich).

s =
5.série
Téma: Pravdépodobnost

Datum odeslani: 19. GNORA 2007

1. ULOHA (3 BODY)
Méjme pravidelnou Sestisténnou hraci kostku vyrobenou tak, ze pravdépodobnost padnuti kazdé
stény je pfimo umérnad poctu tecek na této sténé. Urcete, jakd je pravdépodobnost, Ze padne
sudé cislo.



2. ULOHA (3 BODY)
V krélovské rodiné se rodi déti, dokud se bud nenarodi chlapec, nebo dokud nemaji t¥i déti.
Predpokladejme, ze pii narozeni kazdého ditéte je pravdépodobnost %, ze to bude chlapec, a
pravdépodobnost %, ze pujde o dévce. UrcCete priumérny pocet chlapcti a primérny pocet divek
v kralovskych rodinach.

3. 0LOHA (3 BODY)
Cokol4ddové princezna ma doma 30 truhli¢ek a k nim 30 réiznych p¥islusnych kli¢t. Na pocatku
da princezna nadhodné do kazdé truhlicky pravé jeden kli¢ a vSechny truhlicky zavie. Ma vsak
u sebe kouzelné kladivo, které umi oteviit pravé jednu libovolné vybranou truhlicku. Princezna
v oteviené truhlicce nalezne kli¢ a pokud to jde, otevie dalsi truhlicku, najde kli¢ a tak dal.
Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti otevie princezna vSechny truhlicky.

4. ULOHA (5 BODU)
Tygr si haze desetikorunou a vysledky si pe¢livé zapisuje na papir. Padle-li panna?, zapise si A,
v opa¢ném pripadé si zapiSe B. Skon¢i v momenté, kdy mu vznikne trojice AAB nebo ABA.
Spocitejte pravdépodobnost, s jakou bude na papife posledni zapsana posloupnost AAB a prav-
dépodobnost, s jakou bude posledni posloupnost ABA.

5. ULOHA (5 BODU)
Pavel dostal tabulku ¢okolady s m fadky a n sloupci rozlamanou na dilky 1 x 1. AvSak nenasytny
Oto mu postupné dilky bere a ujida, pfiCemz vSechny zptsoby snézeni jsou stejné pravdépodobné.
Najdéte pravdépodobnost jevu, Ze v zadném okamziku nebudou existovat dva radky, v nichz by
se pocet nesnézenych dilku lisil o 2 a vice.

6. ULOHA (5 BODU)
V intervalu (0, 1) vybereme ndhodné rovnomérné dvé ¢isla = a y. Uréete pravdépodobnost toho,
ze

2 2
% < min{z, y}
7.ULOHA (5 BODU)
Je dana tabulka 1 X 21 a v ni vzestupné sefazena ¢isla —10, —9,...,9,10. Kazdé policko tabulky

je obarveno ¢ervené nebo bile, pricemz soucet ¢isel na cervenych polickach oznaéme n. Karlova
figurka stoji na zacatku na policku 0 (uprostied tabulky). Potom Karel desetkrat hodi minci®.
Pokazdé, kdyz padne panna, posune figurku o jedno poli¢ko doprava, kdyz orel, posune figurku
o jedno policko doleva. Po deseti hodech minci je pravdépodobnost, ze figurka stoji na ¢erveném
poli¢ku, rovna zlomku % (a a b nesoudélnd). Za podminky, ze a+b = 2001, urcete nejvétsi mozné

n.

8. ULOHA (5 BODU)
Meéjme tabulku velikosti a X b, kde a, b jsou nesoudélna. Levy dolni roh tabulky si ozna¢me C,
pravy horni roh D a pravy dolni roh E. Po hranicich dilki tabulky se nyni muZete pohybovat,
av$ak jen nahoru nebo doprava. Pokud si ndhodné zvolite jednu ze vech moznych cest* z C do
D, jaka je pravdépodobnost, ze viibec nevstoupite dovnitf trojuhelniku CDE?

2Pravdépodobnost, ze padne panna je stejna jako pravdépodobnost, ze padne orel.
30pét je pravdépodobnost, ze padne panna, stejna jako pravdépodobnost, Ze padne orel.
4Vsechny cesty jsou stejné pravdépodobné.



Reseni 5. série

1. tloha

Meéjme pravidelnou Sestisténnou hraci kostku vyrobenou tak, ze pravdépodobnost padnuti kazdé
stény je pfimo umérnad poctu tecek na této sténé. Urcete, jakd je pravdépodobnost, Ze padne
sudé cislo.

Pomér pravdépodobnosti padnuti ¢isel 1, 2, 3, 4, 5, 6 na kostce je podle zadani 1 : 2 : 3 :
4 :5:6.7Z toho je snadno vidét, Ze pomér pravdépodobnosti padnuti sudého a lichého cisla je
(24+4+46): (1+3+5), tedy 4 : 3. To znamen4, ze ve tyfech ze sedmi p¥ipadi by mélo padnout
sudé éislo, coz davé vysledek 2.

2. dloha

V krélovské rodiné se rodi déti, dokud se bud nenarodi chlapec, nebo dokud nemaji t¥i déti.
Predpokladejme, Ze pii narozeni kazdého ditéte je pravdépodobnost %, ze to bude chlapec, a
pravdépodobnost %, ze pujde o dévce. Urcete prumérny pocet chlapct a pramérny pocet divek
v kralovskych rodinach.

Podle zadani skonc¢i polovina rodin s jednim ditétem — chlapcem, druhé poloviné se narodi
jako prvni divka a tak to budou kralovsti rodice zkouset dal. Ze druhé poloviny se na druhy
pokus povede chlapec opét jen v poloviné pfipadi, a celkové ¢tvrtina rodin to bude zkouset se
dvéma dévcaty dal. Této ¢tvrtiny bude opét polovina Gspésna a polovina skon¢i bez néaslednika
po meci.

Ted si z pFedchoziho vytvorime reprezentacni vzorek osmi kralovskych rodin. Cty¥i rodiny maji
jednoho syna, dvé rodiny syna a dceru, jedna dvé dcery a syna, a posledni t¥i dcery. Pramérny
pocet dcer v kralovskych rodinach je d = w =1a pramérny pocet synu je

_ 141414141414140 _ 7 8
§ = S = 2
3. uloha

Cokoladova princezna mé doma 30 truhli¢ek a k nim 30 rtznych piislusnych kli¢t. Na pocatku
da princezna nahodné do kazdé truhlicky pravé jeden klic a vSechny truhlicky zavie. Ma vsak
u sebe kouzelné kladivo, které umi oteviit pravé jednu libovolné vybranou truhlicku. Princezna
v oteviené truhlicce nalezne kli¢ a pokud to jde, otevie dalsi truhlicku, najde kli¢c a tak dal.
Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti otevie princezna vSechny truhlicky.

Pokud princezna pfi svém otvirdni narazi na truhlicku, v niz je kli¢ od prvni truhlicky, je
jasné, ze zadnou dalsi se ji uz otevtit nepodari. Takze nas vlastné zajima pravdépodobnost, kdy
je kli¢ od prvni truhlicky v posledni otvirané truhlicce.

Pravdépodobnost, Ze prvni kli¢ neni v prvni truhlicce, je %, pravdépodobnost, ze prvni kli¢
neni v prvni ani v druhé truhli¢ce je % . %,
stejnou Sanci byt otevieny.)

29 28 . .2

Pravdépodobnost, Ze kli¢ neni v prvnich 29 otviranych truhlickdch pak je 55 - 55+ 5 - %

(VSechny dosud neoteviené truhlicky maji

Tedy pravdépodobnost, Ze princezna otevie vSechny truhlicky je 3—10.

4. uloha

Tygr si haze desetikorunou a vysledky si pe¢livé zapisuje na papir. Padle-li panna®

, zapiSe si A,

5Pravdépodobnost, Ze padne panna je stejna jako pravdépodobnost, ze padne orel.



v opa¢ném priipadé si zapiSe B. Skoné¢i v momenté, kdy mu vznikne trojice AAB nebo ABA.
Spocitejte pravdépodobnost, s jakou bude na papife posledni zapsané posloupnost AAB a prav-
dépodobnost, s jakou bude posledni posloupnost ABA.

Na tuto tlohu pouzijeme trik ktery nejdiive objasnime na jiné, velmi lehké, tloze.

Uloha. (lehka) Spoéitejte hodnotu nekoneéné odmocniny /1 ++/1+ /1 +.... Pfedpokla-

dame piitom, ze takové éislo viibec existujeS.

Reseni. Oznaéme si vyslednou hodnotu odmocniny jako z. Potom miizeme psat = /1 + .
To je nejpodstatnéjsi krok této ulohy. Je dulezité si uvédomit, ze diky nekonecnosti se stejnd od-
mocnina nachdzi i uvnitf samotné odmocniny. Vyfesenim rovnice z = y/1 4+ z snadno dostaneme

e=\1+VI+/IT... =55

Vratme se k nasi tloze. Ozna¢me Paablaa Pravdépodobnost, Ze posloupnost pismen AaB
skonc¢i trojici AAB za piedpokladu, ze pravé (ted) konéi pismeny AA. Podobné pyapjabs Paablba
& Paab|bb-

Nyni si vezméme situaci, ze posloupnost konéi pismeny AA. Mame ted dvé moznosti, co
padne. Bud padne dalsi A a my se jakoby octneme v téZe situaci (kdy koné¢i posloupnost na AA),
nebo padne B a hra skon¢i. Moznosti padnuti A nebo B maji obé pravdépodobnost % Proto
dostavame, ze

1 1
Paablaa = Epaalﬂaa + § - L

Na tomto misté se vyuziva nekonec¢nost podobné jako v z = /1 4+ z. Podobnymi tvahami o po-
kracovani fetézce pismen v ptripadech konéicich na AB, BA, BB dospé&jeme k rovnicim

1 1
Paablab = 5 -0+ ipaaa\bb

1 1
Paab|ba = §paab\aa + ipaab\ab

1 1
Paablbb = 5 Paablba + 5 Paablbb

Z téchto rovnic dostaneme puapjaa = 1, Paablab = %’paa(ﬂba = % a Paablbh = % Celkova prav-

1,1
§(§paab\aa +

5. aloha

Pavel dostal tabulku ¢okolady s m fadky a n sloupci rozldamanou na dilky 1 x 1. AvSak nenasytny
Oto mu postupneé dilky bere a ujida, pficemz vSechny zptsoby snézeni jsou stejné pravdépodobné.
Najdéte pravdépodobnost jevu, Ze v zadném okamziku nebudou existovat dva radky, v nichz by
se pocet nesnézenych dilku lisil o 2 a vice.

Jelikoz neexistuji dva fadky, kde by se pocet dilki lisil o dva a vice, pak nutné kazdé dva radky
bud maji stejny pocet dilkl, nebo se pocet dilki lisi o jeden. Maji-li vSechny radky stejny pocet

6Pokud Ti tento piedpoklad ptipada zvlastni, zkus si predstavit, jak by se poé¢itala hodnota
sou¢tu 1 —1+4+1—1+4 ... V soutézni dloze jsme po Tobé (hodné technicky) dikaz existence
nechtéli.



dilkti a my vezmeme libovolny dilek z libovolného fadku, poté musime nasledujicich m — 1 dilka
odebrat ze zbylych m — 1 fadkt (pfesnéji feceno z kazdého jeden), abychom splnili podminku
odebirani.
Prvni dilek z tabulky miiZzeme spravné vzit s pravdépodobnosti % = 1. Pro odebrani druhého
(m—1)n

dilku mame na vybér m — 1 plnych radkd, tj. pravdépodobnost ~——=2=, tieti dilek bereme

ze zbylych m — 2 plnych fadku, tudiz mame pravdépodobnost (Tmn;iz)g" atd. Spocteme-li nyni
pravdépodobnost po odebrani prvnich m dilkt, dostaneme:

mn (m — 1)n (m — 2)n 1n B mot (m—ijn _ mln™
mn mn—1 mn—2 " mn—(m—1) 1:[ mn—i  __(mn)!
=0 (m(n—1))!
a vidime, Ze jsme v situaci, kdy v kazdém ¥fadku je (n — 1) dilkt. P¥i odebirdni k-té m-tice,
k=0,1,...,n — 1 postupujeme obdobné a dostdvame pravdépodobnosti:
m(n—k) (m—1)(n—k) (m—2)(n—k) 1(n—k)

mn—k) mn—k) —1 mn—k —2 mn—k —(m-1)

ol ) (n— k ml(n — k)™
:H( )( ) _ ml( )

mn—k)—i  _((n=k)n)!
(m(n—k—1))!

Vynésobime-li vSechny tyto pravdépodobnosti pro £k = 0,1,...,n — 1, dostavame pravdépodob-
nost:

=0

n—1

mln™  ml(n—1)™ mim ml(n — k)™ (mh)™(nh)™
(mn)! ((n=1)n)! """ (In)! ]._.[ (n—k)n)! (mn)l
(m(n—1))! (m(n—2))! (m0)! k=0 (m(n—k—1))!
Tudiz celkova pravdépodobnost jevu ze zadani je %

6. tloha
V intervalu (0, 1) vybereme ndhodné rovnomérné dvé &isla = a y. Uréete pravdépodobnost toho,
ze

22+ y2

2 < min{z, y}

Po pronasobeni dvéma dostaneme podminku v zadani v podobé z2 + y2 < min{z,y}, coz je
ekvivalentni s podminkou, ze 22 + y2? < 2z a zaroveti z2 +y2 < 2y. Po drobné tpravé dostavame
dvé podminky:

(@—1)2 +y? <12, (1)

2?4 (y—1)2 <12 (2)
Obé podminky jsou rovnicemi kruhu s polomérem 1. U prvni podminky je stfed v bodé (1,0)
u druhé v bodé (0,1).




Na obrézcich jsou postupné vyznacéeny oblast uré¢ena podminkou (1), oblast uréenad podminkou
(2) a oblast uréend témito podminkami dohromady. Ozna¢me O oblast ur¢enou obéma podmin-
kami dohromady. Pravdépodobnost, ze ¢isla x a y se trefi do oblasti O je rovna poméru obsahu
této oblasti a obsahu celého ¢tverce. Obsah ¢tverce je roven 1. Obsah oblasti O jednoduse spo-
éitdme napiiklad tak, Ze se¢teme obsahy oblasti uréenych podminkami (1) a (2) (tim jsme body
z oblasti O zapoéitali dvakrat, ostatni body ¢tverce jednou) a odecteme od nich obsah celého
¢tverce. Tedy obsah oblasti O je %W 124 %7? 12-1= % —1, coz je i vysledna pravdépodobnost.

7.aloha

Je dana tabulka 1 X 21 a v ni vzestupné sefazena ¢isla —10, —9,...,9,10. Kazdé policko tabulky
je obarveno Cervené nebo bile, pricemz soucet Cisel na cervenych polickdch ozna¢me n. Karlova
figurka stoji na zacatku na policku 0 (uprostied tabulky). Potom Karel desetkrat hodi minci”.
Pokazdé, kdyz padne panna, posune figurku o jedno policko doprava, kdyz orel, posune figurku
o jedno policko doleva. Po deseti hodech minci je pravdépodobnost, ze figurka stoji na ¢erveném
policku, rovna zlomku % (a a b nesoudélnd). Za podminky, Zze a+b = 2001, uréete nejvétsi mozné
n.

Po deseti hodech minci bude figurka stat na policku s ¢islem 2k — 10, kde k vyjadiuje, kolikrat
padla panna. Z 210 = 1024 moznych vysledkt deseti hod minci je pravé (1k0) zpusobil, jak mohla
padnout pravé k-krat panna, takze pravdépodobnost, ze figurka skon¢i na policku s ¢islem 2k — 10
je rovna (1k0) . ﬁ . Pravdépodobnost, ze figurka skon¢i na ¢erveném policku, je rovna ﬁ, kde
¢ je soucet nékterych &isel z nasledujiciho seznamu (jenz neni mnoZinou, protoze v ném néktera
&isla jsou vicekrat):

((100), (110), (120) e (18)) = (1,10, 45, 120, 210, 252, 210, 120, 45, 10, 1) 1)

Méme déna né&jaka piirozena ¢isla a, b splitujici a + b = 2001, ¢ = 15

24"
Z podminek 0 < % <1aa+b=2001 dostaneme 1001 < b < 2001 . Déale vidime, ze b déli
1024 (a a b jsou nesoudélnd), takze b = 1024. Potom tedy a = ¢ = 2001 — 1024 = 977. Je pouze
jediny zpusob, jak vybrat vyrazy z (1) tak, aby byl jejich souéet roven 977:

977 =10 4 10 + 45 + 120 + 120 + 210 + 210 + 252 (2)

(To muzeme lehce dokazat: zbyvajici vyrazy z (1) musi dat soucet 1024 — 977 = 47 a pro
47 =45+ 1+ 1 je jen tahle jedind moZznost.)

Abychom dostali co nejvétsi n, obarvime policka nasledujicim zptusobem. Policka s lichymi
¢isly budou cervend, pokud jsou cisla kladna, a bila, pokud jsou cisla zaporna. Jelikoz se 252 =
= (150) nachézi ve vybraném souc¢tu, bude polic¢ko s ¢islem 2 -5 — 10 = 0 obarveno ¢ervené.

Pro k=0,1,2,3,4:

(i) objevuje-li se (1k0) v souctu (2) dvakrat, potom budou policka (2k — 10) i (10 — 2k)
obarvena cerveneé.

(ii) neobjevuje-li se (10) v souétu (2), potom budou policka (2k — 10) i (10 — 2k) obarvena

k
bile.
(iii) objevuje-li se (1k0) v souctu (2) jednou, potom bude policko (2k —10) Cervené a (10— 2k)
bilé.

7Opét je pravdépodobnost, Ze padne panna, stejna jako pravdépodobnost, Ze padne orel.



Maximalni hodnotu n tedy dostaneme, obarvime-li ¢ervené policka 1,3,5,7,9,—8,8, —4,4, —
—2,2,0,6, coz dava soucet n = 31.

8. dloha

Meéjme tabulku velikosti a X b, kde a, b jsou nesoudélné. Levy dolni roh tabulky si ozna¢me C,
pravy horni roh D a pravy dolni roh E. Po hranicich dilki tabulky se nyni mtizete pohybovat,
avSak jen nahoru nebo doprava. Pokud si ndhodné zvolite jednu ze vSech moznych cest® z C' do
D, jaka je pravdépodobnost, ze viibec nevstoupite dovniti trojuhelniku CDE?

Nasim cilem bude dokazat, ze pravdépodobnost vybéru cesty nezasahujici do trojuhelniku
CDE je rovna %«Hf Myslenka diikazu rozdélit si vSechny cesty do disjunktnich skupin takovych,
ze kazda skupina bude obsahovat pravé a + b cest a vzdy jen jedna z téchto a + b cest nebude
zasahovat do ACDE.

Nejprve si dokdzeme pomocné lemma.

Lemma. Necht je CD uhlopficka a XY libovolna jina tsecka s krajnimi body v m¥izce obdél-
niku. Pak CD a XY nejsou rovnobézné.

D
//
,/ Y
v
pd - b
y
e / 0l
/ X x
C ) a E

Dukaz. Pro spor predpokladejme, ze umime najit dva body X a Y takové, ze jsou tsecky CD a
XY rovnobézné. Pak musi byt stejné i thly a a ~, které tsecky CD a XY sviraji s vodorovnym
smérem. Kdyz jsou stejné thly, musi byt stejné i tangenty obou tuhli: 3 = tana = tan~y = %
Avsak % = % platit nemuze, protoze % je diky nesoudélnosti ¢isel a a b zlomek v zédkladnim tvaru
a to je ve sporu s y < b nebo z < a.

Vyberme si jednu z cest z C' do D a podivejme se na obdélnik ze zadéani tak, aby byla spojnice
bodu C a D vodorovna.

Ted uz mtizeme bez obav vytvofit skupinky , podobnych“ cest o a+b ¢lenech. Za podobné cesty
budeme od ted brat takové cesty, ze jedna cesta vznikne z druhé rozpojenim v néjakém miiZovém

8Vsechny cesty jsou stejné pravdépodobné.



bodé a navazanim zacatku cesty na konec cesty. Ilustrované je to na predchozim obrazku. Cesta
z Ay do A! je podobna cesté z C do D, protoze vznikla rozpojenim cesty z C do D v bodé A
a prvni tsek CA; se nalepil za bod D na usek DA].

Je potieba ukazat, ze skupinky podobnych cest jsou disjunktni, Ze je v kazdé skupince presné
a+ b cest a ze jen jedna z téchto cest nezasahuje do trojuhelniku CDE.

Je celkem jasné, ze pokud je jedna cesta podobné s druhou, druhé je podobna s tteti, tak je i
tfeti podobna s prvni. Z toho plyne, ze pokud lezi jedna cesta ve dvou skupinkéch, tak jsou tyto
skupinky stejné (vSechny cesty z jedné skupinky jsou si podobné se v8emi cestami z druhé) a lze
je povazovat za jednu skupinku.

Diky pomocnému lemmatu nelezi zadné dva mrizové body cesty na stejné ,vyskové hladiné“.
Proto lze na kazdé cesté najit jeden bod, ktery je nejnize a podobné cesta jim pocinajici nevchazi
do trojuhelniku ACDE. Diky tomu kazdé skupinka obsahuje aspon jednu cestu nezasahujici do
ACDE. Kdyby byly tyto cesty ve skupince dvé, pak by jedna z druhé a druh& z prvni vznikla

coz je spor s tim, ze jsou tyto dvé cesty ruzné. Proto ma kazda skupinka pravé jednu cestu
nezasahujici do ACDE.

Uz zbyva jen nahlédnout, Ze je ve skupince a + b cest. D4 se Fict, ze kazdou skupinku vytvari
jeji cesta nezasahujici do ACDE (jinak fedeno: vSechny cesty ve skupince jsou podobné té, co
nezasahuje do ACDE). Moznosti, jak dat z jedné cesty vzniknout novym cestdm je a +b — 1,
proto je ve skupiné maximalné a + b cest. VSechny takto vzniklé cesty jsou ale rtzné, protoze
kazdé dvé cesty vzniklé rozpojenim v riiznych bodech maji rizny pocet bodu vyskové nad a pod
bodem rozpojeni (plyne opét z lemmatu diky tomu, Ze jde miiZzové body vyskové usporadat).
Pocet a + b cest ve skupiné dokazan.

VsSechny cesty jsou stejné pravdépodobné a jen kazda a + b-t4 cesta nezasahuje do ACDE.

1

Proto je pravdépodobnost zddana v zadani oI5



