1. série
Téma: Pohadky

Datum odeslani: 9. kisNA 2006

1. 0LOHA (3 BODY)
Princezna si déla potadek ve svych truhlickdch. Vysype na stil do dvou hromadek drahokamy —
na prvni jich je 17, na druhé 10. Pokazdé, kdyz nabere z jedné hromadky do ruky kameny (vzdy
vezme piesné tfi) a chce je dat na druhou, pfileti drak a dva kameny spolkne. Princezna pak
smutné polozi zbyly kdmen na druhou hromadku. Muze princezna vytvorit dvé hromadky po
osmi kamenech?

2. ULOHA (3 BODY)
V krélovské hodovni sini maji stil pokryty ubrusem s vysivanou c¢tvercovou siti 12 x 12. Na
nékterych ¢tvercich stoji prekazky. Nejmladsi princ méa dfevéného vojacka, kterého rad stavi
doprostied nékterého z rohovych policek. Vojacek postupuje dopiedu, dokud nedojde k policku,
na némz je prekdzka. Pfed nim se zastavi, oto¢i se o 90 stupni doprava a jde dél (muze-li;
nemuze-li, znovu se otoéi, ... ). Takto chodi, ale po chvili obvykle ze stolu spadne. Poradte
princi, jak prekazky rozmistit, aby vojacek mohl po stole chodit a nikdy nespadl.

3. ULOHA (3 BODY)
V Kocourkové chtéji postavit dim tvaru krychle bez vnitinich mistnosti. Ve stavebninach jsou
vsak k dostani pouze vykousnuté cihly o objemu t¥i (jako na obrazku). Je mozné témito cihlami
vyplnit diim o rozmérech 3 x 3 x 37

4. ULOHA (5 BODU)
Lord chodivéa uz léta kazdy den na lov kachen. Prvniho Cervna se vratil z lovu a pysné povida
své kucharce: ,,Dnes jsem ulovil vic kachen nez pred dvéma dny, i kdyZ méné nez pred tydnem.“
Totéz fekl po navratu i druhého Cervna, i tietiho, ... Kolik nejvice dni po sobé tak mohl mluvit?
Lord ma svou ¢est a nikdy by nelhal.

5. ULOHA (5 BODU)
Ocarovany jeden metr dlouhy vlas princezny Zlatovlasky se volné vznasi ve vzduchu uprostied
Cerného salu. Drobnym nedopatfenim se na vlas dostali mravenci. Ti po ném lezou jednim ze
dvou moznych sméru rychlosti jeden centimetr za vtefinu. Kdyz se dva potkaji, srazi se, kazdy
se oto¢i a jde zpatky (opa¢nym smérem nez predtim). Kdyz mravenec dojde na konec vlasu,
spadne. Jak nejdéle miize trvat, nez vSichni popadaji?



6. ULOHA (5 BODU)
V podzamdi zije hospodar, ktery vlastni kravu, tfi dfevéné koliky, maly kovovy krouzek a dlou-
hatanské lano. Lano mize rozstfihat na libovolné mnoho kustu, které muze pfivazovat kravé na
krk, ke kolikim a ke krouzku. Neumi svazovat kusy lana jen tak k sobé, ale muze lano provlékat
krouzkem! (kolikrat chce). Krava pochazi z cirkusu a umi pieskoéit & podlézt kazdy provaz,
takze ji omezuji pouze lana, co ma na krku. Poradte hospodari, jak kravu uvéazat, aby vypasla
presné pulkruh o poloméru 20 metrt (ven z ptlkruhu se nesmi dostat).

7. ULOHA (5 BODU)
V lese nejtemnéjsim z nejtemnéjsich rostou tenké stromy, z nichz kazdy je nizsi nez 1003 metry.
Z4dné dva stromy od sebe nejsou dél, nez kolik ¢ini rozdil jejich vysek. Dokazte, Ze cely temny
les je mozné obehnat zdi dlouhou 2007 metru.

8. ULOHA (5 BODU)
Kouzelnikiv ucen ma za tkol rozmistit véze na trojrozmérnou Sachovnici n X n x n tak, aby
kazdé volné policko né€jaka véz ohrozovala. Véz ohrozuje vSechna policka ve svém fadku a sloupci
na témze patfe Sachovnice a vSechna policka pfimo pod sebou i nad sebou (tj. vSechna policka
ve stejném vertikalnim sloupci). Poradte mu, jak to (pro dané n) udélat, aby pfi tom pouzil co
nejméné veézi.

Reseni 1. série

1. tloha

Princezna si déla poradek ve svych truhlickach. Vysype na stil do dvou hromadek drahokamy —
na prvni jich je 17, na druhé 10. Pokazdé, kdyZ nabere z jedné hromadky do ruky kameny (vzdy
vezme piesné t¥fi) a chce je dat na druhou, pfileti drak a dva kameny spolkne. Princezna pak
smutné polozi zbyly kamen na druhou hromadku. Muze princezna vytvorit dvé hromadky po
osmi kamenech?

Mohli bychom vyzkousSet vSechny mozné zpisoby presouvani kament, ale nastésti existuje
kratsi feSeni: Oznac¢me si h1 a hg pocet kamenti na prvni a druhé hroméadce v néjaké chvili. Na
zacatku je tedy h1 = 17 a ha = 10. Podivejme se, jak se zméni soucet hi + ha poté, co princezna
jednou pfesune kameny. Bez jmy na obecnosti (druhy p¥ipad je skoro stejny) at pfesouva z prvni
hromadky na druhou. Kdyz nabere t¥i kameny, zmensi se h; o tfi. Drak pak dva kameny spolkne,
takze ha se zvysi pfesné o jedna. Dostavame, ze soucet hi + ha se zménil o —3 + 1 = —2, tedy
klesl o dva. Jinak se sou¢et ménit nemuze.

Na zacatku je soucet lichy 17 + 10 = 27. Kdyby princezna ony hromadky vytvofit mohla,
musela by umét z 27 dostat pomoci od¢itani 2 ¢islo 8 + 8 = 16, které je sudé. Ale to nejde —
zbytek hi + ha po déleni dvéma (ucené se mu Fikd ,parita®) zstdva celou dobu stejny. Proto
vytvorit dvé stejné hromadky neni mozné.

2. aloha
V kralovské hodovni sini maji stil pokryty ubrusem s vySivanou c¢tvercovou siti 12 x 12. Na
nékterych ctvercich stoji prekazky. Nejmladsi princ mé dfevéného vojacka, kterého rad stavi

ILano provledené krouzkem se od lana piivazaného ke krouzku lisi tim, Ze po provleéeném
lané krouzek volné klouze.



doprostied nékterého z rohovych policek. Vojacek postupuje dopfedu, dokud nedojde k policku,
na némz je prekdzka. Pred nim se zastavi, oto¢i se o 90 stupni doprava a jde déal (muze-li;
nemuze-li, znovu se otoéi, ... ). Takto chodi, ale po chvili obvykle ze stolu spadne. Poradte
princi, jak prekdzky rozmistit, aby vojac¢ek mohl po stole chodit a nikdy nespadl.

Poradime princi, aby pfekazky usporadal jako na obrazku na dalsi strané (jak je vidét, nemusi
princ ani pouzivat cely sttl). Potom bude mozné vojacka snadno pfimét, aby chodil donekone¢na:
Staci ho na zacatku natocit jako na obrazku. Orientace vojacka je vyznacena Sipkami.
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3. uloha

V Kocourkové chtéji postavit dim tvaru krychle bez vnitfnich mistnosti. Ve stavebninach jsou
vSak k dosténi pouze vykousnuté cihly o objemu t¥i (jako na obrazku). Je mozné témito cihlami
vyplnit dim o rozmérech 3 x 3 x 37

Odpovéd zni ano, ukdzeme si jednu z moznosti, jak cihly pouzit. Oba obrazky znézornuji
stejnou situaci; vyber si ten, ktery se ti zda prehlednéjsi.
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4. aloha

Lord chodivéa uz léta kazdy den na lov kachen. Prvniho Cervna se vratil z lovu a pysné povida
své kucharce: ,,Dnes jsem ulovil vic kachen nez pfed dvéma dny, i kdyz méné nez pred tydnem.*
Totéz fekl po navratu i druhého ¢ervna, i tfetiho, ... Kolik nejvice dni po sobé tak mohl mluvit?
Lord ma svou Cest a nikdy by nelhal.

Abychom dokazali, ze lordav vyrok nemuze byt pravdivy po sedm dni, zndzornéme si vsechny
dny, které budeme brat v ivahu, body popsanymi danym datem a spojme je Sipkami, pfi¢emz
Sipka vzdy miii ode dne, kdy ulovil méné kachen, ke dni, kdy ulovil kachen vice. Dostaneme tak
nasledujici diagram:

Retézec Sipek je uzavieny. Protoze kazda Sipka vyjadiuje nerovnost, znamend to, Ze pred-
poklad, ze by lord opakoval sviij vyrok sedm dni, byl nepravdivy (pro zddna a, b, ¢ pfirozena
nemuze platit a <b<c<a).



Uvazujme nyni pouze Sest dni. Neni tézké najit priklad, ktery vyhovuje pozadovanym pod-
minkam.

Vyrok je pravdivy po Sest dni — 1. az 6. Cervna.

Ozna¢me z,, pocet kachen, které lord ulovil n-tého dne, poc¢inaje 30. kvétnem.
30311 2 314|51]6|T7
X1 | T2 | T3 | X4 | X5 | Te | X7 | T8 | T9

Z lordovych (pravdivych) vyroka vime, ze 1 > x3 > o5 > T7 a T2 > T4 > Te > Ts.
Dale z vyroku ze 6. Cervna vime, ze x1 > xg. Dohromady dostaneme sérii nerovnosti:

X2 > T4 > T > X8 > X1 > T3 > T5 > T7.

Rekneme-li, Ze lord ulovil 31.kvétna jednu kachnu (z2 = 1), a nahradime-li znaménka ,>“
vyrazem ,+1 =“, dostaneme soubor hodnot:

30131 1(2|3|4|5|6
5|1 1(6 |2 |7 (3|8 |4

Potom stadi Fici, ze kazdy den v tydnu pted 30.kvétnem ulovil vice nez devét kachen (aby
platila druha ¢ast kazdého vyroku), a naSe FeSeni pro Sest dni funguje.

Nejvétsi pocet po sobé nasledujicich dni, béhem nichz mohly byt lordovy vyroky pravdivé, je
tedy Sest. Pro sedm dni to naopak uz nikdy mozné neni.

5. tloha

Ocarovany jeden metr dlouhy vlas princezny Zlatovlasky se volné vznasi ve vzduchu uprostied
Cerného salu. Drobnym nedopatienim se na vlas dostali mravenci. Ti po ném lezou jednim ze
dvou moznych sméra rychlosti jeden centimetr za vtefinu. Kdyz se dva potkaji, srazi se, kazdy
se oto¢i a jde zpatky (opa¢nym smérem nez predtim). Kdyz mravenec dojde na konec vlasu,
spadne. Jak nejdéle muze trvat, nez vSichni popadaji?

Uloha je trochu trikova. Mravence budeme povazovat za nerozlisitelné — to nebude mit vliv na
to, za jak dlouho popadaji. Kdyz se dva mravenci od sebe odrazeji, predstavime si misto toho, ze
jenom projdou skrz sebe (viibec se neodrazi) — to muzeme, kdyZz mame mravence nerozlisitelné.
Potom se vsichni mravenci pohybuji po vlasu rovné, odkud plyne, ze kazdy mravenec mutze na
vlasu zlistat nejdéle 100 vtefin (nez dojde z jednoho kraje na druhy).

Tohoto casu lze dosdhnout pravé v pripadé, ze né€jaky mravenec bude zac¢inat na jednom konci
vlasu a mifit ke druhému konci.

6. tloha

V podzamcdi zije hospodar, ktery vlastni kravu, tfi dfevéné koliky, maly kovovy krouzek a dlou-
hatanské lano. Lano muzZe rozstfihat na libovolné mnoho kust, které muze ptivazovat kravé na
krk, ke kolikim a ke krouzku. Neumi svazovat kusy lana jen tak k sobé, ale muze lano provlékat
krouzkem? (kolikrat chce). Krava pochazi z cirkusu a umi pfeskocit ¢i podlézt kazdy provaz,
takze ji omezuji pouze lana, co ma na krku. Poradte hospodafi, jak kravu uvazat, aby vypasla
pfesné pulkruh o poloméru 20 metra (ven z ptalkruhu se nesmi dostat).

2Lano provlecené krouzkem se od lana ptivazaného ke krouzku lisi tim, Ze po provleceném
lané krouzek volné klouze.



Uvédomme si, ze kdyz kravu uvazeme k vice provaztiim, vysledna oblast, kam se dostane bude
prunikem vsech oblasti, kam by se dostala jen s jednim uvézanym provazem. Bude nam tedy
stac¢it pokud najdeme nékolik (tfeba dvé) oblasti, jejichz prunikem je pravé dany ptlkruh.

\ krava /

Méjme tedy dany pulkruh se stfedem S, hrani¢nim primérem XY a ozna¢me T stfed hra-
ni¢niho oblouku XY (viz obréazek). Jeden zptisob uvazani se nabizi hned: zabodnout kolik do
bodu S k nému piivazat lano délky poloméru daného pulkruhu (tedy 20m) a na druhy konec
ptivazat kravu. Tim kravu omezime na kruh se stfedem S a polomérem 20 m. Nyni jesté mu-
sime najit oblast, na kterou umime kravu omezit a ve které lezi dany putlkruh, ale nelezi druha
polovina kruhu. K tomu budeme potiebovat dvé lana: jedno délky 40 m (primér kruhu) a druhé
délky 20 m. Sestrojime body A, B tak, aby X ST A a SY BT byly ¢tverce (budou tedy mit stranu
20m). Do bodi A a B zabodneme koliky, mezi které natdhneme lano (délky 40m) a na néj
navle¢eme krouzek. K tomu uvézeme lano délky 20m (druhy konec opét kravé ke krku). Timto
avazem omezime kravu na oblast, jejiz kazdy bod je vzdalen od tsecky AB nejvyse 20 m. Snadno
nahlédneme, Ze prunikem nasich dvou oblasti je dany pulkruh.

7. uloha

V lese nejtemnéjsim z nejtemnéjsich rostou tenké stromy, z nichz kazdy je nizsi nez 1003 metry.
Z4dné dva stromy od sebe nejsou dél, nez kolik ¢ini rozdil jejich vysek. Dokazte, Ze cely temny
les je mozné obehnat zdi dlouhou 2007 metra.

Predstavme si, Ze stromy budeme spojovat ¢arami tak, ze zacneme u nejnizsiho, z néj pove-
deme ¢aru do druhého nejnizsiho, z néj do dalsiho, atd., az skonéime u nejvyssiho stromu (uvédom
si, ze zddné dva stromy nemiZzou mit stejnou vysku). Délka tiseku mezi kazdymi dvéma po sobé
jdoucimi stromy je nejvyse rovna rozdilu jejich vysek, postupnym sc¢itdnim tedy dostaneme, ze
délka celé lomené cary je mensi nebo rovna nez rozdil vysek nejvyssiho a nejnizsiho stromu, coz
je podle zadani méné nez 1003.

Postavime-1i nyni zed tésné podél lomené ¢ary, bude nam stacit, kdyz bude vic nez dvakrét
delsi nez tato ¢ara (jednou na cestu od nejniz$iho stromu k nejvyssimu a podruhé na cestu
zpatky). A protoze je 2007 > 2 - 1003, zed délky 2007 stacéi. (Jesté je dobré si uvédomit, ze
pfipadné kiizeni lomené ¢ary viibec ni¢emu nevadi.)



8. tloha
Kouzelnikiv ucen ma za kol rozmistit véze na trojrozmérnou Sachovnici n X n x n tak, aby
kazdé volné policko néjaka véz ohrozovala. Véz ohrozuje vSechna policka ve svém fadku a sloupci
na témze patfe Sachovnice a vSechna policka pfimo pod sebou i nad sebou (tj. vSechna policka
ve stejném vertikalnim sloupci). Poradte mu, jak to (pro dané n) udélat, aby pfi tom pouzil co
nejméné veézi.
Dokéazeme, Zze nejmensi potiebny pocet vézi je "72 pro sudé n a "2;1
Nejdiiv si uvédomme, ze tolik vézi staci. K tomu se ndm bude hodit znazornovat véze v krychli
pomoci tabulky n x n, kterd bude odpovidat jedné (dolni) vrstvé krychle. Kazdé poli¢ko této
tabulky bude budto prazdné, coz znamené, ze nad timto poli¢kem neni z4dné vé&Z, nebo bude

pro liché n.

obsahovat néktera z ¢isel 1, 2, ... , n, kterd vyjadiuji, v kterych vrstvach jsou nad timto polickem
véze. Pro mala n jdou véze rozmistit takto:
-|-15]3]4
-1-1413 -|1-1415|3
-131]2 -1-134 - 31415
-2 -121(3 211 (-|- 211 -|-|-
1]- -1 (2 ]-]- 1[2]-]-

Rozmysli si, Zze ohrozena jsou skute¢né vSechna policka a Ze podobné jdou véze rozmistit pro
jakékoli n.

A ted vzhuru na dtikaz, Ze méné vézi nestaci. Pfedpokladejme, Ze je v krychli rozmisténo V
vézi, které ohrozuji vsechna policka. Vyberme vrstvu A, ktera obsahuje nejméné vézi, tento pocet
zna¢me a. Bez Gjmy na obecnosti (BUNO) predpokladejme, Ze je rovnobézna s rovinou zy.

Oznacme a1 pocet radki, které téchto a vézi ohrozuje ve sméru osy x, a ag pocet radka, které
tyto véze ohrozuji ve sméru osy y. BUNO jesté piedpokladejme, ze a1 > as; ziejmé plati a > a1
a a > az2. Ve vrstvé A tyto véze neohrozuji (n — a1)(n — az) krychli¢ek, které musi byt ohrozeny
néjakou vézi ve sméru osy z. Uvazujme vSech n vrstev rovnobéznych s rovinou zz. V n—aj z nich,
které neobsahuji zddnou véz z A, musi byt dohromady aspoii (n — a1)(n — a2) vézi; v kazdé ze
zbyvajicich a1 vrstev je aspon a vézi (vrstvu A jsme totiz vybrali tak, aby obsahovala nejméné
vézi ze vSech vrstev), celkem tedy mame

2 2 _ 2
VZ(TL*(ll)(TL*(lQ)‘F(ZCLlZ(nf(ll)QJr(l%:%Jr%

2 2
n . n?+1
5 prosudé n a “—

Prava strana je aspon pro liché n, coz jsme chtéli dokazat.



