3. serie
Téma: Finalni my$(mas)

Datum odeslani: 15.KVETNA 2006

1. 0LOHA

Kriket si na zacatku soustfedéni vytvoril zajimavou nasténku. Na cedulkdch byla jména vsSech
n UCastnikt a mezi jmény téch, ktefl se znali jesté pfed prijezdem na soustfedéni, byl napnut
provazek. Tato pecliva pfiprava velmi fascinovala Tritase, ktery se ovSem rozhodl zamotat Krike-
tovi hlavu. Popfehazel cedulky tak, Ze mezi témi, které byly diiv spojeny provazkem, najednou
zadnda spojnice neexistovala. Dokonce se mu podarilo docilit i toho, Zze mezi vSemi cedulkami
dfive proviazkem nespojenymi nyni provazek vedl. S provazky ovSem nijak nehybal, ménil jen
cedulky se jmény.

(a) Dokazte, ze pron = 4k+2,kde k = 0,1,2, ... se Tritasovi popfemistovani cedulek nemohlo

povést. (2 BODY)
(b) Pro kterd n se popiehazovani cedulek mize podafit? (3 BODY)
2. ULOHA

(a) Vsechna suda kombinaéni ¢isla! obarvime ervend; vsechna licha ¢isla obarvime modre.
Dokazte, ze pro kazdé n > 3 a 0 < k < 3 maji ¢isla (Z) a ("Z‘L) stejnou barvu. (2 BODY)
(b) Bud p libovolné prvoéislo. Najdéte vSechna pFirozend éisla n takové, ze p déli (Z) pro kazdé
kel 2 ...,n—1. (3 BODY)
3. ULOHA

Ctyfthelnik nazveme dvojstiedovy, pravé kdyz existuje kruznice jemu vepsana i opsana.
(a) Rozhodnéte, jestli ¢tverec je jediny dvojstiedovy ¢tyfuhelnik s kolmymi thloptickami.

(2 BODY)
(b)  V roviné je dan trojuhelnik ABC. Na kruznici opsané trojihelniku ABC naleznéme body
D, E tak, ze 3|<ACD| = 3|<DCE| = 3|<ECB| = |<ACB]|. Ozna¢me FGHIJ pétithelnik
urceny uhlopfickami pétithelniku ACBED (bod F je prise¢ik uhlopticek AE a BD, bod G je
prusecik uhlopticek BD a CE, H je prusecik CE a AB, I je pruseCik AB a CD a J prusecik CD a
AE). Oznac¢me jesté K prisecéik tse¢ek GI a JH. Spocitejte velikosti vnitinich thld trojahelniku

ABC, vite-li, ze ¢tyftahelnik FGK J je dvojstiedovy. (3 BODY)
4. (LOHA
Hezkou funkciondlni rovnici rozumime funkcionalni rovnici s proménnymi z,y, z,t,... a nezna-

mou funkci f : R — R takovou, ze:

(i) Promeénné a vyrazy, které dostaneme pomoci funkce f, mizeme navzajem s¢itat, od¢itat
a nasobit; také muzeme pricitat, od¢itat a nasobit redlnymi ¢isly; muzeme také jakykoli
vyraz umocnit na piirozené &islo. Zadné jiné operace se v rovnici vyskytnout nesmi.

(ii) Proménné se v rovnici vyskytuji pouze uvnitt funkce f.

(iii) Funkce f se nevyskytuje uvniti sebe.

n

'Kombinaéni éislo (}) je definované jako

n!
(n—k)!Ek!"



Napiiklad tedy?:

e V hezké rovnici se nesmi vyskytnout vyrazy z¥, sinz, \/z, %iyz — v8echny odporuji prvnimu
bodu.

e Rovnice f(x + y) — f(2) = 22 — f(yz) neni hezkd — proménna z z prvniho ¢lenu na pravé
strané se nevyskytuje uvnitf funkce f; z podobného dtivodu neni hezka ani rovnice f(y)(2z —
Fly—2)) = f(2).

e V hezké rovnici se také (kvili bodu iii) nesmi vyskytnout vyrazy f(z+ f(y)), f(f(z+3z)—1)
a f((f(x) —y)?)

e Na druhou stranu t¥eba rovnice f(3zy —2)(2+5f(22))+ (f(x))? = f(x* —yz) + 187 hezka je.

(a) Zvolte si libovolnd nenulova «, 3 € R. Najdéte hezkou funkciondlni rovnici takovou, ze
jedind linearni funkce (tedy funkce tvaru f(z) = az + b, kde a,b € R), ktera ji fesi, je funkce

(@) = az + 6.

Napriklad kdybychom zapomnéli na podminku o nenulovosti a zvolili si « = 0,8 = 211,
hledanou hezkou rovnici by byla tieba rovnice f(z) = 211. (2 BODY)
(b) Najdéte hezkou funkcionélni rovnici, jejimz FeSenim bude f(z) = sinz, ale kterou nebude
fesit z4dny polynom3. (3 BODY)
5. ULOHA

(a) Kdyz si Sasa chce dat pauzu od pfipravy ¢inského vydani komentait, vezme si krychlové
stavebnicové kosticky a za¢ne z nich stavét (Ginskou) zed. Spravna zed vypada tak, Ze Sasa
nejprve postavi nékolik kosti¢ek vedle sebe. Potom na kazdou z uz postavenych kosticek Sasa
muZe a nemusi postavit jesté urcity pocet dalsich kosticek. Uréete, kolik rtiznych zdi (Sasovi se
nechce zdi otacet, takze za rizné povazuje i zrcadlové symetrické dvojice) obsahujicich pravé 9
kosti¢ek mtze Sasa postavit. (2 BODY)
(b) Obcas se Sasovych kosticek zmocni Martin, zvoli si pfirozené éislo n a zaéne stavét véze.
Klade si nasledujici podminky:

(i) Ve spodni vrstvé je pravé n kosticek (tj. pocet vézi je n).

(i) Pravé jedna véz ma vysku n + 1, ostatni jsou nizsi.

(iii) Kdykoliv jsou v1, v2, v3 vysky tii vedle sebe stojicich vézi (v2 je vyska prostiedni z nich),

potom nejvyse jedno z Cisel v1, v3 je vétsi nez va.

Urcete pro dané n, kolik riznych vézi muze Martin postavit (ani Martinovi se nechce véze

otadet). (3 BODY)
6. GLOHA
(a) Najdéte viechna celociselnd feseni rovnice (z +y + 2)3 = 23 + ¢3 + 23. (2 BODY)
(b) Najdéte vsechna celo¢iselna Feseni rovnice (z +y + 2)? = z2 + 32 + 22. (3 BODY)
7. GLOHA

Kazdy bod roviny obarvime jednou ze dvou barev: Cerven€, nebo modrfe.

20becné je rovnice hezkd pravé kdyz obé jeji strany vypadaji jako P(f(Vi(z,y,...)),...
G f(Vi(z,y,...))), kde P, Vi,..., V) jsou mnohoéleny (obecné nékolika proménnych).
3Polynom (jedné proménné) je libovolna funkce tvaru f(z) = anz"+an—_12" "1+ - -+a1z+ao,
kde a; € R pro kazdé 1.



(a) Dokazte, ze v roviné existuje &tverec, ktery ma sudy pocet vrchold obarvenych &ervené.
(2 BODY)

(b) Mséjme pevné déna &isla a, b, ¢ > 0 spliiujici trojuhelnikovou nerovnost. Predpokladejme, ze
jsme v roviné nasli rovnostranny trojuhelnik o strané délky a takovy, ze jeho vSechny tfi vrcholy
maji stejnou barvu. Dokazte, Ze v roviné existuje trojuhelnik o stranach délek a, b, c takovy, ze
jeho vSechny tfi vrcholy maji stejnou barvu. (3 BODY)

Reseni 8. série

1. iloha (30, 27, 2,63, 3,0)
Kriket si na zacatku soustfedéni vytvoril zajimavou nasténku. Na cedulkdch byla jména vSech
n Ucastnikd a mezi jmény téch, ktefi se znali jesté pred pfijezdem na soustfedéni, byl napnut
provazek. Tato pecliva pfiprava velmi fascinovala Tritase, ktery se ovSem rozhodl zamotat Krike-
tovi hlavu. Popfehazel cedulky tak, Zze mezi témi, které byly diiv spojeny provazkem, najednou
zadnda spojnice neexistovala. Dokonce se mu podarilo docilit i toho, Zze mezi vSemi cedulkami
dfive proviazkem nespojenymi nyni provazek vedl. S provazky ovSem nijak nehybal, ménil jen
cedulky se jmény.

(a) Dokazte, ze pron = 4k+2,kde k = 0,1,2, ... se Tritasovi popfemistovani cedulek nemohlo
povést.

(b)  Pro ktera n se poptehazovéni cedulek mize podafit?

(a) Pocet dvojic Gcastnikl je:

(721) _ n(n; 1) _ (4k+2)2(4k+ 1) _ 2+ 1)(4k + 1),

tedy liché cislo. Pro spor predpoklidejme, Ze se Tritasovi pfemisténi cedulek povedlo. To zna-
mend, Ze né&jakych u dvojic ucastnikl se pred pfijezdem na soustiedéni znalo (Kriket pouzil u
provazki k jejich spojeni). Jenze Tritas pouzil u provazkd pravé pro dvojice téch, ktefi se neznali.
Dohromady by tedy na soustifedéni bylo 2u dvojic Gcastnikli, coz je spor s tim, Ze pocet dvojic
je liché cislo.

(b)  Podobné jako v &asti (a), pro n tvaru 4k + 3 je pocet dvojic ucastniku lichy, tedy se
pfemistovani nemtize podarit.

Na druhou stranu ukizeme, Ze pro n tvaru 4k nebo 4k+1 se pfemisténi cedulek muze podafrit,
pokud se budou znat vhodné dvojice Gcastnikti. Nejdiive méjme n tvaru 4k pro k prirozené.
Ocislujme si ucastniky ¢isly 1, 2, ..., 4k. Zvolme si, Ze dvojice uCastniku s Cisly a a b, a < b se
budou znét, pravé kdyz nastane jedna z nasledujicich moznosti:

(i) b—a <2k a a je liché nebo
(i) b—a > 2k ab je liché.

VSimni si, ze v pripadé b — a = 2k nezalezi na tom, kterou z podminek volime.
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Na obrazku je znazornéna situace pro k = 2, tedy n = 8.

Tritas mize poprehazet cedulky tak, ze cedulku se jménem tucastnika s ¢islem ¢ umisti tam,
kde byla cedulka s Gcastnikem s &islem f(c) = ¢ + 1, pokud ¢ < 4k, nebo s ¢islem f(4k) = 1
pokud ¢ = 4k. Ted uz jen zbyva ovéfit, ze jsou splnény podminky zadani.

Chceme tedy dokazat, ze Gcastnici s ¢isly a, b, a < b se pfed soustfedénim znali, pravé kdyz
se Ucastnici s ¢isly a + 1 a f(b) pfed soustiedénim neznali.

Pokud b < 4k, potom f(b) =b+1 > a+ 1. Potom i plati, ze b—a = (b+1) — (a + 1). Zbytek
plyne snadno z toho, Ze a je liché, pravé kdyZ a + 1 neni liché (pfipad (i)), resp. b je liché, pravé
kdyz b+ 1 neni liché (pfipad (ii)).

Pokud b = 4k, potom f(b) =1 < a+ 1. Tedy a+ 1 a f(b) se znaji, pravé kdyz:

(i) a=(a+1)— f(b) <2k al= f(b) je liché nebo

(ii) a = (a+1) — f(b) > 2k a a+1 je liché ¢islo.
Je-li a > 2k, potom b—a = 4k —a < 2k a a a b se znaji, pravé kdyz je a liché, coz nastava, pravé
kdyZz a + 1 neni liché, tj. podle (ii), a + 1 a f(b) se neznaji.

Naopak, je-li a < 2k, potom b — a > 2k a a a b se znaji, pravé kdyz je 4k liché, coz nastane
pravé kdyz neni 1 liché &islo, coz je podle (i) ekvivalentni s tim, Ze a a f(b) se neznaji.

Nyni jesté zbyva vytesit situaci pro 4k+ 1 Gcastnikt. Oproti situaci pro 4k GcCastnik, pridame
jesté ucastnika s ¢islem 4k + 1, ktery se bude znat pravé s Gcastniky s lichymi ¢isly. Snadno si
muzes ovérit, ze i v tomto pripadé jsou podminka zadani splnény (kdyz Tritas Gi¢astnika s ¢islem
4k + 1 pfemistovat nebude a ostatni posune jako v pfedchozim pfipadé).

2. tloha (28, 21, 2,43, 2,0)
(a) Vsechna sud4 kombinaéni &isla* obarvime éervens; vsechna lich4 &isla obarvime modie.

Dokazte, ze pro kazdé n >3 a 0 < k < 3 maji ¢isla (}) a ("}:4) stejnou barvu.

(b) Bud p libovolné prvoéislo. Najdéte vSechna pFirozend éisla n takové, ze p déli (Z) pro kazdé
kel 2,...,n—1.

Reseni podle Zbyiika Koneéného
(a) Postupné rozebereme mozné hodnoty k a u kazdé zjistime, jakou maji ¢isla barvu:

(i) k = 0: Obé kombinaé¢ni éisla jsou rovna 1, a tedy jsou obé modré.

“Kombinacni &islo () je definované jako (71_"7];)%,



(ii) k = 1: Prvni z ¢isel je n, druhé n + 4, maji tedy stejnou paritu (to je jen zpisob, jak
vzneSené Fict, Ze jsou bud obé& suda nebo obé licha), a tedy i stejnou barvu.

(iii) k& = 2: Prvni z &isel je "("JD, druhé ("+4)2("+3). n=n+4 (mod4)an—1=n+3
(mod 4), takze také n(n — 1) = (n+4)(n+3) (mod 4), a proto plati pozadovany vztah
n(n271) = (n+4)2(n+3) (mod 2)

(iv) k = 3: Kombina¢ni ¢&isla jsou rovna n(n_lﬁ)(n_m a (n+4)(ng—3)(n+2)

zbytek po déleni 2, se spocitd podobné jako v predchozim piikladé.

. To, ze davaji tyz

(b) Mgjme libovolné nenulové celé ¢islo z. Nejvétsi ¢islo r € Ng takové, ze p” |z, znacme vp ()
(jde o takzvanou p-valuaci ¢isla ). Pov§imni si toho, Ze plati nasledujici vztahy (zkus je dokazat,
neni to t&ézké):

Pokud a|b, pak vp(b/a) = vp(b) — vp(a); pro libovolna ¢, d plati vp(cd) = vp(c) + vp(d).

Pokud 0 < = + p® < p®*t1, plati vp(z + p®) = vp(z).

Pokud vy (z) < r, plati vp(p” — ) = vp(z).

A ted uz vzhiiru do feseni piikladu: Predpokladejme, ze pro néjaké celé a je p® < n < p*+1.
Pak

v <(;>) = vp(nt) = vp (b)) = vp((n = p")!) =

a a a a

n P n—p n P n—p
:va(i)*zvp(i)* Z Up(i)zzvp(i)*zvp(i)* vp(P* +14) =
i=1 =1 =1 i=1 i=1 =1

n

n p*
=Y wp(i) = > vp(i) — vp(i) =0,
=1 =1

i=p*+1

coZ znamena, %e p nedéli (;ﬁl).
Jedind moznost tedy je, ze n = p” pro né&jaké celé r. Podobnym vypoctem jako pred chvili

spocteme, ze pak pro libovolné k je
n
=7 — v, (k),
o (1)) =7 =0

coz je (vzhledem k tomu, Ze k < n = p”) kladné ¢islo, a tedy p déli (:)
Resenim jsou tedy pravé ta n, ktera jsou mocninou p.

3. tloha (30, 22, 2,23, 2,0)
Ctyithelnik nazveme dvojstiedovy, pravé kdyz existuje kruznice jemu vepsana i opsana.

(a) Rozhodnéte, jestli étverec je jediny dvojstiedovy ¢tyfthelnik s kolmymi thlopfickami.

(b)  V roviné je dan trojuhelnik ABC. Na kruznici opsané trojihelniku ABC naleznéme body
D, E tak, ze 3|<ACD| = 3|<DCE| = 3|<ECB| = |<ACB]|. Ozna¢me FGHIJ pétithelnik
urceny uhlopfickami pétithelniku ACBED (bod F je prise¢ik ahlopticek AE a BD, bod G je
prusecik uhlopticek BD a CE, H je prusecik CE a AB, I je prusetik AB a CD a J prusecik CD a
AE). Oznac¢me jesté K prisecéik tseéek GI a JH. Spocitejte velikosti vnitinich thld trojahelniku
ABC, vite-li, ze ¢tyfthelnik FGK J je dvojstfedovy.

(a) Odpovéd zni ne. Najdeme dvojstfedovy ctyfuhelnik s kolmymi thlopfickami, rizny od
étverce. Konstrukce je pomérné jednoducha. Nejprve si néjak zvolme thlopficku AC. Ozna¢me



k Thaletovu kruZznici nad use¢kou AC. Zvolme bod B lezici na k tak, aby |AB| # |BC|. Bod D
necht je osové soumérny s bodem B podle AC, tedy i bod D lezi na k.

B

D

Ctytihelnik ABCD neni &tverec, protoze |AB| # |BC|. M4 kolmé thlopiieky, protoze B a D
jsou osové soumeérné podle AC. M4 kruznici opsanou, vSechny jeho vrcholy totiz lezi na k. Navic
ma i kruznici vepsanou, totiz znama charakterizace tvrdi, ze ¢tyfuhelnik ABC'D ma kruznici
vepsanou, pravé kdyz |AB| + |CD| = |BC| + |DA|. Tato rovnost je ale zfejmé splnéna, jelikoz
|AB| = |AD| a |BC| = |DC|.

(b) Nejprve dokdzeme, ze Ctyfuhelnik FGKJ je rovnobéznik. Oznac¢me 9 = |<ACD| =
= |<DCE| = |<ECB|. Podle véty o obvodovych thlech (nad tétivou BE) je |[<EAB| = 9, po-
dobné |<DBA| = 9. Odtud plyne, ze ¢tyfthelnik IGBC je t&tivovy (totiz |<UCG| = 9 = |<IBG|;
sleduj obrazek). Odtud plyne (podle obvodovych thli nad BG v ICBG), ze |[<BIG| = 9. Tedy
pfimky GI a EA jsou rovnobézné (obé sviraji s AB thel ¥). Specialné jsou tedy strany GK a
FJ ¢tyiahelniku rovnobézné. Analogickym zptisobem se zdtuvodni, ze F'G a JK jsou rovnobézné.
Tedy FGKJ je rovnobéznik.

Z predpokladi zadani je FGKJ dvojstfedovy. Dokdzeme, ze uz se jednd nutné o &tverec.
Totiz, jelikoz ma FGKJ kruznici opsanou, tak musi byt soudet protilehlych thlid roven 180°.
V rovnobézniku jsou protilehlé tihly shodné, tudiz rovny 90°. Odtud je FGKJ pravouhelnik®.
Jenze jediny pravouhelnik, pro néjz existuje kruznice vepsana, je ¢tverec, tedy FGK J je ¢tverec.

Trojuhelnik ABF je rovnoramenny (¥ = |<FAB| = |<FBA|), na druhou stranu m4 uhel

u vrcholu F' pravy, jelikoz FGK J je ¢tverec. Odtud mame, ze ¥ = 45°, a tedy |[<ACB| = 39 =
= 135°.

5Pravotihelnik je spoleéné oznaéeni pro obdélnik a étverec.



Vsechny vyznacené ¢arkované thly maji velikost ¢.

Abychom zjistili i zbyvajici vnitini thly ABC, sta¢i dokdzat, ze ABC je rovnoramenny.
Pripomenme si, ze trojuhelnik ABF', je pravouhly rovnoramenny s pravym uhlem u vrcholu F.
Necht o je osa symetrie ABF (prochazi bodem F a stfedem AB — je osou tsecky AB). Symetrie
podle o prevadi bod G na J a naopak, jelikoz FGKJ je ¢tverec. Tedy bod K také lezi na této
ose, odtud plyne, ze symetrie pfevadi H na I a naopak. Specidlné tedy dand symetrie prevadi
pfimku GH na JI. Bod C je prusecikem téchto dvou primek, tudiz C lezi na o. Nicméné o, jak
jsme ji definovali, je osou use¢ky AB, tedy |AC| = |BC|. Odtud je ABC rovnoramenny.

Jelikoz uz vime, ze |<ACB| = 135°, dostavame tak, ze |<CAB| = |[<ABC| = 22,5°.

4. tloha (16, 5, 1,38, 1,0)
Hezkou funkcionalni rovnici rozumime funkcionalni rovnici s proménnymi z,y, z,t,... a nezna-
mou funkci f : R — R takovou, ze:

(i) Proménné a vyrazy, které dostaneme pomoci funkce f, mizeme navzijem séitat, od¢itat
a nasobit; také muzeme pricitat, od¢itat a nasobit redlnymi ¢isly; mizeme také jakykoli
v§raz umocnit na piirozené ¢islo. Zadné jiné operace se v rovnici vyskytnout nesmi.

(ii) Proménné se v rovnici vyskytuji pouze uvnit¥ funkce f.

(iii) Funkce f se nevyskytuje uvniti sebe.

Napiiklad tedyS:

60becné je rovnice hezkd pravé kdyz obé jeji strany vypadaji jako P(f(Vi(z,y,...)),...
S f(Vi(z,y,...))), kde P, Vi,..., V) jsou mnohoéleny (obecné nékolika proménnych).



e V hezké rovnici se nesmi vyskytnout vyrazy z¥, sinz, \/z, %iyz — vSechny odporuji prvnimu
bodu.

e Rovnice f(z +y) — f(2) = 22 — f(yz) neni hezkd — proménna x z prvniho ¢lenu na pravé
strané se nevyskytuje uvnitf funkce f; z podobného diivodu neni hezké ani rovnice f(y)(2z —
fly—2)) = f(2).

e V hezké rovnici se také (kvili bodu iii) nesmi vyskytnout vyrazy f(z+ f(y)), f(f(z+3z)—1)
a f((f(=) —1)?)

o Na druhou stranu t¥eba rovnice f(3zy —2)(2+5f(22)) + (f(x))? = f(z* — yz) + 187 hezka je.

(a) Zvolte si libovolnd nenulova a, 3 € R. Najdéte hezkou funkciondlni rovnici takovou, ze
jedind linearni funkce (tedy funkce tvaru f(z) = az + b, kde a,b € R), ktera ji fesi, je funkce
f(@) = ax + 8.

Napriklad kdybychom zapomnéli na podminku o nenulovosti a zvolili si « = 0,8 = 211,
hledanou hezkou rovnici by byla tieba rovnice f(x) = 211.

(b) Najdéte hezkou funkcionalni rovnici, jejimz feSenim bude f(z) = sinz, ale kterou nebude
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fesit zadny polynom’.
(a) Chvilku budeme zkousSet riizné moznosti, az se dostaneme tieba k funkci f(z) = 2z—4, ktera
fesi rovnici (f(z+1))2+4f(x)+4 = 2f(x2). Dokazme, Ze Z4dn4 jina funkce tvaru f(x) = ax+b ji
netesi. Dosazenim obecné funkce tohoto tvaru dostaneme (a(x+1)+b)2 +4(ax+b)+4 = 2(ax?+b),
coz upravime do tvaru

z2(a? — 2a) + 22(a® + ab+ 2a) + ((a + b)2 +2b+4) = 0.

Tato rovnost ma byt splnéna pro kazdé z, musi tedy byt a®> —2a = 0, a®> +ab+2a = 0 a
(a+b)2+2b+4=0.
Mame dvé mozné hodnoty a:

(i) a = 0: Pak tfeti rovnice tiké, ze b> + 2b + 4 = 0, coZ neplati pro zadné realné b.
(ii) a = 2: Podle druhé rovnice pak b = —4, coz vyhovuje i t¥eti rovnici.

Funkee f(z) = 2z — 4 je tedy jedinou funkci daného tvaru, ktera fesi nalezenou rovnici. Navic
je vidét, ze naSe rovnice (a¢ tak moc nevypada (: ) je hezka.

(b) Na zacatek bude dobré si uvédomit, jak ,spojit dvé rovnice do jedné. Mé&me rovnice
A=DBaP=Q,kde A, B, P,Q jsou n&jaké vyrazy. Uvazujme rovnici (4 — B)?2 + (P — Q)? = 0.
Ma3a-li tato rovnice néjaké feseni, musi platit A — B =0 a P — Q = 0, jsou tedy splnény obé
puvodni rovnice. Obdobné bychom mohli spojit vic nez jen dvé rovnice, sta¢i nam tedy najit
soustavu rovnic s pozadovanymi feSenimi, jednu rovnici z ni pak snadno vyrobime.

Jaké vlastnosti ma sinus a nema vétsina polynomu? Inu, sinus je naptiklad periodicka funkce.
Zvolme tedy za prvni rovnici f(z) = f(z + 27). Pokud ses lekl (lekla) toho, Ze se tam najednou
objevilo jakési 7, nenech se zastrasit — kdyz se pracuje s rovnicemi obsahujicimi goniometrické
funkce (tedy tfeba sinus, kosinus, tangens, ... ), obvykle se velikosti thlu vyjadfuji v radidnech
misto ve stupnich. Nu, a m odpovida thlu 180°. Klidné si tedy vSude muzes misto 7w predstavit
180°. Ale zpét k nasi rovnici. Ta ¥iké, Ze funkce, ktera ji fesi, musi mit periodu 27. Zadny
nekonstantni polynom ale neni periodicky (rozmysli si; bude se Ti hodit, ze kazdy nenulovy

"Polynom (jedné proménné) je libovolna funkce tvaru f(z) = anz"+an—12" 1+ - -+ajz+ao,
kde a; € R pro kazdé 1.



polynom m4 jen koneéné mnoho kotentl)! Resi-li tedy né&jaky polynom tuto rovnici, je nutné
tvaru P(x) = ¢ pro n&jaké realné ¢islo c.

Ted uz staéi jen ptidat dvé rovnice f(0) = 0 a f(7/2) = 1, které sinus spliiuje, ale konstantni
funkce urcité ne.

Z téchto tii rovnic pak sestavime feseni ulohy, hezkou rovnici

(f(z) = f(@+2m)% + (f(0) — 0)* + (f(n/2) — 1)* = 0.

5. tiloha (26, 24, 2,23, 2,0)

(a) Kdyz si Sasa chce dat pauzu od pfipravy ¢inského vydani komentait, vezme si krychlové
stavebnicové kosticky a za¢ne z nich stavét (Ginskou) zed. Spravna zed vypada tak, Ze Sasa
nejprve postavi nékolik kosti¢ek vedle sebe. Potom na kazdou z uz postavenych kosticek Sasa
muZe a nemusi postavit jesté urcity pocet dalsich kosticek. Urcete, kolik rtiznych zdi (Sasovi se
nechce zdi otacet, takze za rizné povazuje i zrcadlové symetrické dvojice) obsahujicich pravé 9
kosti¢ek mize Sasa postavit.

(b)  Obcas se Sasovych kosticek zmocni Martin, zvoli si pfirozené éislo n a zaéne stavét véze.
Klade si nasledujici podminky:
(i) Ve spodni vrstvé je pravé n kosticek (tj. pocet vézi je n).
(ii) Pravé jedna véz ma vysku n + 1, ostatni jsou nizsi.
(iii) Kdykoliv jsou v1, v2, v3 vysky tii vedle sebe stojicich vézi (v2 je vyska prostiedni z nich),
potom nejvyse jedno z Cisel vy, v3 je vétsi nez va.
Urcete pro dané n, kolik rtznych vézi mize Martin postavit (ani Martinovi se nechce véze
otédet).

(a) Prvni FeSeni

Predstavme si, ze Sasa stavi zdi z ¢ervenych kosticek, a kdykoliv néjakou zed dostavi, obarvi
vrchni kosticky zelené. Potom tyto kosticky prestavi do posloupnosti tak, ze nejprve bude odspoda
stavét kosticky nejlevéjsiho, potom druhého nejlevéjsiho, atd. az nakonec nejpravéjsiho sloupce.
Dostane tak néjakou posloupnost deviti kosticek, z nichz nékteré jsou zelené a nékteré Cervené.
Posledni kosticka musi byt zelena. Naopak, dostane-li Sasa zadanou posloupnost deviti ¢ervenych
¢i zelenych kostiGek, z nichz posledni kosticka je zelend, potom z ni umi poskladat zed (za kazdou
zelenou kostickou stavi novy sloupec).

HEN BN

Zelené kosticky jsou plné, Cervené prazdné.

Tedy pocet Sasovych vézi je stejny jako pocet posloupnosti s deviti (éervenymi ¢&i zelenymi)
kostickami takovych, ze posledni kosticka je zelena. Pro kazdou z prvnich osmi kosticek ma tedy
SaSa dvé mo#nosti obarveni. Poéet viech moznosti je tedy 28 = 256.



Druhé reseni
Matematickou indukci budeme dokazovat obecnéjsi tvrzeni, ze totiz pocet zdi, které je mozné
sestavit pomoci n kosticek, je roven 27~ 1. ReSeni ulohy dostaneme tak, Ze zvolime n = 9, tedy
28 = 256 zdi.

Prvni indukéni krok pro n =1 je trivialni.

V druhém indukénim kroku predpokladejme, ze s n — 1 kostickami umi Sasa postavit presné
272 zdi. Dokazeme, Ze s n kosti¢kami muze Sasa postavit presné 271 zdi.

Predpokladejme, ze Sasa mé postavenu néjakou zed s n — 1 kostickami. Ke kazdé takové zdi
bude Sasa pfidavat jednu kosticku tak, aby ziskal zed s n kostickami. Vybere si vzdy jednu ze
dvou moznosti, bud kosticku ptrida na vrch nejpravéjsiho sloupce, nebo kosticku postavi napravo
vedle nejpravéjsiho sloupce (vytvoii tim novy sloupec o jedné kosticce).

]
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Nyni uZ je snadné si uvédomit, ze kazdou zed s n kostickami lze takto jednozna¢nym zptisobem
ziskat z zdi s n — 1 kostickami (staci se podivat na nejpravéjsi sloupec a odebrat z néj vrchni
kosti¢ku — v p¥ipadé, Ze je jednokostickovy — odebirame tak cely sloupec). Odtud dostévame,
ze pocet sloupcii na n kostickich je roven dvojnisobku pocétu sloupct na n — 1 kosti¢kach, coz
pfesné potifebujeme pro druhy indukéni krok.

(b) Nejprve se omluvime za drobnou nepfesnost v zaddni: aby uloha dévala smysl, maji se
pocitat samoziejmé pocty vézovych konfiguraci a ne pouze pocty vézi samotnych.

Nez zacneme ulohu fesit, povime si néco o poctu cest v mrizkadch. Tyto poznatky posléze
vyuzijeme pro FeSeni tlohy.

Predstavme si, Zze mame miizku o rozmérech a X b (je sestavena z a + 1 svislych a b + 1
vodorovnych tsefek — podivej se na obrazek). Ozna¢me S (start) levy dolni bod mfizky a C

(cil) pravy horni bod mfizky. Pocitejme pocet cest, které vedou m¥izkou pouze nahoru a doprava
z bodu S do bodu C.

C

S a

Potom plati (¥), ze pocet takovych cest je (“Zb) = (“;b).

Diikaz se velmi snadno provede indukci (podle souétu a + b); pokud je ti diikaz jasny, vynech
nasledujici dva odstavce. V prvnim indukénim kroku si uvédomime, ze je-li @ = 0 nebo b = 0,
potom mame pouze jednu moznou cestu, coZ je (a'gb). V druhém indukénim kroku predpokla-
dame, ze a > 1, b > 1. Ozna¢me C’ bod vedle C nalevo od C' a C” bod vedle C pod C. Cesty

z S do C muZeme rozdélit na ty, které prochézeji bodem C’ a na ty, které prochézeji bodem C”.



¢ C

C/I

S a

Z indukéniho ptredpokladu je pocet cest prochazejicich C’ roven (“Iﬁ;l) a pocet cest procha-
zejicich C” je (“+271), Dohromady to je (“:b) (spo¢itej si), coz jsme chtéli dokazat.

Nyni zaCneme fesit zadanou tlohu. Myslenkou bude, Ze pocet zdi interpretujeme jako pocet
cest ve vhodné mfizce, ¢imz tlohu vyfesime.

Pro kazdou vézovou konfiguraci si oznaé¢ime jako vyznamnou k-tou véz tu, kterd ma vysku
n+ 1. Déle prevedeme konfiguraci na cestu v mrizce n X n z levého dolniho vrcholu S do pravého
dolniho vrcholu T tak, jak je naznaceno na obrazku (zapomeneme spodni vrstvu a cestu tvofi
,obrys* konfigurace).

Podle podminky (ii) cesta z S do T' méa pravé jeden (k-ty) tsek na vrchni hrané m¥izky. Podle
podminky (iii) do k-tého useku vede pouze zleva doprava nebo zdola nahoru, a od k-tého tseku
vede pouze zleva doprava nebo seshora dolt (rozmysli si).

Naopak, mame-li cestu z S do T, ktera spliiuje vysSe uvedené podminky, lze ji snadno prevést
na konfiguraci vézi. K vyfeseni ulohy staci tedy spocitat pocet zminovanych cest.

A nyni pfidame jesté jednu fintu. Ozna¢me o primku prochazejici stfedy vrchnich ctverca
miizky.

Nejprve prevratime usek cesty za k-tou vézi podle osy o. Dostaneme tak néjakou cestu z bodu
S do pravého horniho vrcholu 7”7 miizky n x (2n—1) (pfi pfevraceni podle o vznikne v cesté navic

vlastnost, a sice ze ma pravé jeden vodorovny tsek ve vysce n (a to ve sloupci odpovidajicimu
k-té vezi).
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Nakonec jesté sloupec odpovidajici k-té vézi umazeme, dostaneme tak cestu z vrcholu S do
pravého horniho rohu C mfizky (n — 1) x (2n — 1).

Dulezité u tohoto postupu je to, Ze ho lze provést i zpétné. Mame-li cestu z S do C ktera
vede pouze zleva doprava a zdola nahoru, lze ji pfevést na cestu z S do T (a posléze na vézovou
konfiguraci). Nejprve potfebujeme doplnit jeden sloupec (abychom ziskali cestu z S do T"). Ktery
sloupec mame doplnit, pozndme podle toho, kde cesta poprvé dosdhne vodorovnou tusecku ve
vysce n. A kdyz uz znadme k-ty sloupec, vime, kterou ¢ast cesty mame obracet podle o (rozmysli
si vechny detaily).

Dostavame tedy, ze pocet vézovych konfiguraci je roven poctu cest z S do C v mfizce (n —
1) X (2n — 1). Tento pocet jsme si spoéitali na za¢atku. Tedy hledany pocet vézovych konfiguraci
je:

((n —1)+ (2n — 1)) _ (Sn — 2)

n—1 n—1

6. iloha (23, 19, 2,00, 2,0)
(a) Najdéte vsechna celociselnd feseni rovnice (z +y + 2)% = 23 + ¢3 + 23.

(b) Najdéte viechna celoéiselna feseni rovnice (z +y + 2)2 = 22 + y2 + 22.
(a) Roznasobenim levé strany a jednoduchou tpravou rovnici pfevedeme do tvaru
x2y + a2z + y2z + yz2 + xy2 +z2? + 2xyz =0,
coz dale upravime na
0=a?(y+2)+yz(y+2)+aly+2° =@+ +yztay+2) = (y+2)(+y)(+2)

Asporni jedna ze zavorek je tedy nulova, necht tieba y + z = 0, tedy z = —y.



Dosazenim do zadani zjistime, Ze libovolné trojice tvaru (z,y, —y) je FeSenim; obdobné i
trojice (z, —z, z) a (z,y, —z) jsou FeSenimi.

(b)  Upravou rovnici pfevedeme do tvaru xy + yz + zx = 0, neboli téz z(x + y) = —ay. Je-li
4+ 1y =0, je také zy = 0, a tedy musi byt z = y = 0. D4l predpokladejme, ze = 4+ y # 0.

Pak z = zﬁ"’y, a tedy z+y|ry. Oznacéme d nejvétsi spoleény délitel z a y, at je x = dm, y = dn.
Pak m a n jsou nesoudélna, takze i ¢isla m +n a mn jsou nesoudélna. Protoze m + n|dmn, musi
platit m + n|d, a tedy existuje k takové, ze d = k(m + n). Pak z = km(m + n), y = kn(m + n),
z = kmn je zjevné fesenim dané rovnice.

Vsechna FeSeni tedy vypadaji nésledovné: (z,0,0) pro libovolné z a déle pak vSechny trojice
tvaru (km(m + n), kn(m 4+ n), kmn), kde k € Z\{0} a m, n jsou nesoudélna celd ¢isla, z nichz je
aspon jedno nenulové.

7. tloha (24, 21, 1,92, 2,0)
Kazdy bod roviny obarvime jednou ze dvou barev: ¢ervené, nebo modfe.

(a) Dokazte, ze v roviné existuje ¢tverec, ktery ma sudy pocet vrcholt obarvenych cervené.

(b) Meéjme pevné déna Cisla a, b, ¢ > 0 spliiujici trojuhelnikovou nerovnost. Pfedpokladejme, ze
jsme v roviné nasli rovnostranny trojuhelnik o strané délky a takovy, ze jeho vSechny tfi vrcholy
maji stejnou barvu. Dokazte, Ze v roviné existuje trojuhelnik o stranach délek a, b, ¢ takovy, ze
jeho vsechny tii vrcholy maji stejnou barvu.

(a) Pro spor predpoklddejme, ze kazdy ¢tverec ma lichy pocet Cervenych vrchold, tj. kazdy
¢tverec ma 3 vrcholy jedné barvy a 1 vrchol druhé barvy.

D, 9
A B G
F 1

Na obrazku jsou znaceny modré body teckou a Cervené krizkem.

Zvolme si v roviné libovolny ¢tverec ABCD. Bez Gjmy na obecnosti muzeme piedpokladat,
ze vrcholy A, B a C jsou modré a vrchol D Cerveny. Ke &tverci ABCD (podle obrazku) jesté
pripiseme ¢tverce ABEF a BGHC. Bod I zvolime tak, aby BGIE byl ¢tverec. ACGE je ¢tverec,
jehoz vrcholy A a C jsou modré. Protoze mé mit lichy pocet ¢ervenych vrchol, musi byt jeden
z vrcholi E, G Cerveny a jeden modry. Ze symetrie podle pfimky BD muzeme bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, ze G je modry a E Cerveny.

Ve ¢tverci BGHC musi byt bod H cerveny, jelikoz zbylé tfi body jsou modré. Podobné F'
je modry podle ¢tverce ABEF a I je modry podle ¢tverce BGIE. Jenze potom jsou ve ¢tverci
FIHD dva body modré a dva body ¢ervené, spor!



(b)  Zvolime podobny pfistup k FeSeni jako u ¢4sti (a) — totiz budeme predpoklddat, ze vSechny
trojahelniky se stranami a, b a ¢ jsou riznobarevné a odvodime spor, ¢imz ulohu vyfesime.

Oznac¢me si ABC' stejnobarevny rovnostranny trojuhelnik s délkou strany a ze zadani. Bez
Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, Ze jsou jeho vrcholy modré.

Nyni za¢neme dokreslovat, sleduj obrazek. Dokresleme bod D tak, aby |BD| =b a |AD| = c.
To se ndm podari, nebot a, b, ¢ spliuji trojihelnikovou nerovnost. Otoé¢me bod D podle bodu A
v kladném sméru o tthel 60° na bod F' (tedy trojahelnik ADF je rovnostranny s délkou hrany c a
navic |CF| = |BD| = b, totiz bod B se pii tomto otoceni ota¢i na bod C'). Oto¢me bod F podle
bodu C v kladném sméru o thel 60° na bod E. Podobné jako v pfedchozim pfipadé je CFE
rovnostranny s délkou hrany b a |EB| = |AF| = c. A budeme otacet dale, bod H necht vznikne
otocenim B podle E, opét o 60° v kladném sméru — trojuhelnik BEH je rovnostranny s délkou
strany c a |FFH| = |BC| = a. Bod G necht vznikne oto¢enim F podle H i nyni o 60° v kladném
sméru — tentokrate odvodime, ze FGH je rovnostranny se stranou délky a a |BG| = |EF| = b.
Nakonec budeme chtit odvodit, Ze i trojuhelnik BDG je rovnostranny (zatim znadme dvé strany
|BD| = |BG| = b). Uvédomime si cely proces otaceni postupné. Kdyz zacneme od usecky BD,
tak ji postupné otac¢ime o 60° v kladném sméru na CF, potom CE, EF a BG. Dohromady tedy
otac¢ime o 5 - 60° = 300° v kladném sméru, neboli o 60° ve sméru zdporném. Tedy BD a BG
sviraji thel 60°, odkud je trojuhelnik BDG rovnostranny.

Na obrazku se nyni vyskytuje 6 vyznamnych trojihelnikii se stranami a, b a ¢, a to trojuhelniky
ABD, BCE, ACF, DFG, EFH a BGH. O bodech A, B a C vime, ze jsou modré. Maji-li byt
trojuhelniky ABD, BCE a ACF ruznobarevné, potom body D, E a F museji byt ¢ervené. Dale,
maji-li byt DFG a EF H ruznobarevné, potom G a H jsou modré. Tim, ale dostavame spor, s
predpokladem ze BGH (majici strany délek a, b a c) je riznobarevny, protoze body B, G i H
jsou modré.
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Usecky stejné délky jsou znaceny stejnym typem Gary.
Opét jsou modré body znaceny teCkou a Cervené kiizkem.



