3. série
Téma: Kruznice

Datum odeslani: 12. PROSINCE 2005

1. 0LOHA (3 BODY)
V roviné je dan rovnostranny trojuhelnik ABC o strané 1. Ozna¢me k4, kg, ko kruznice s po-

tfi kruznic k4, kB, kc. Urcete polomér k.

2. ULOHA (3 BODY)
Dvé kruznice k1 a k2 maji spole¢ny vnéjsi bod dotyku P. Bodem P prochézeji tfi navzajem
rizné pfimky pa, pp, pc protinajici k1 po fadé v bodech Ai, B1 a Ci (rtznych od P) a dale
protinajici k2 po fadé v bodech As , Be a Cy (riznych od P). Dokazte, ze trojuhelniky A1 B1Cq
a A2 B2C> jsou podobné.

3. ULOHA (3 BODY)
Tétivovy! pétitthelnik mé viechny thlopticky stejné dlouhé. Dokazte, Ze je pravidelny.

4. ULOHA (5 BODU)
Necht BD je osa thlu ABC' v trojuhelniku ABC' (bod D lezi na strané AC). Ozna¢me E priseéik
kruznice opsané trojuhelniku BDC a pfimky AB. Déle F je prusec¢ik kruznice opsané ABD a
pfimky C'B. Dokazte, ze |AE| = |CF|.

5. GLOHA (5 BODU)
Necht ABCD je tétivovy! étyfuhelnik takovy, ze piimky AD a BC se protinaji v bodé E.
Oznac¢me M prusecik piimky BD a pfimky vedené bodem FE, ktera je rovnobézné s primkou AC.
Bodem M vedme néjakou te¢nu ke kruznici opsané ABCD a bod dotyku ozna¢me T. Dokazte,
7e |MT| = |ME|.

6. ULOHA (5 BODU)
Po kruznici k béhaji dva psi. Zpoc¢atku jsou v bodech P; a P2. Oba psy pozoruji jejich panickové,
ktefi stoji v bodech B;1 a Bz na kruznici k. Pfimky P; B a PaBa> jsou ruznobézné. Oznacme
si @1, @2 polohu prvniho a druhého psa v néjaky okamzik. Zjistéte mnozinu pruseciki pfimek
Q1B1 a Q2B2, ob&hnou-li oba psi kruznici stejnou rychlosti a ve stejném sméru (pokud bod Q;
splyva s bodem B;, povazujeme za primku @Q;B; tecnu ke kruznici k& v tomto bodé).

7. ULOHA (5 BODU)
Tii kruhy K1, Ko a K3 maji kazdy s kazdym spolecny vnéjsi bod dotyku. Kruh K1 ma nejmensi
obsah S;. Kruhy dohromady ohranic¢uji oblast v roviné podobnou trojuhelniku se stranami vy-
puklymi dovnitf o obsahu S. Dokazte, ze
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1Tétivovy mnohothelnik je takovy, kterému lze opsat kruznici.



8. ULOHA (5 BODU)
Rozhodnéte, zda lze rozmistit 2005 kruznic ki1, k2, ..., k2005 0 poloméru 1 v roviné tak, aby
byly splnény nésledujici podminky:
(i) k; ma spoleény vnéjsi dotyk s k;y1, pro i € {1,2,...,2004} a kooos mé spoleény vnéjsi
dotyk s ki.

(ii) Vybereme-li libovolny bod X1 na kruznici k1 a ozna¢ime-li X;41 obraz bodu X; v osové
soumérnosti podél osy kruznic k; a k;4+1 (minime soumérnost prevadéjici k; na k;41) pro
i€ {1,2,...,2004}, a pokud déle ozna¢ime Xopo6 obraz bodu Xo005 v 0sové soumérnosti
podél osy kruznic k2005 a k1, potom plati, ze X006 = X1.-

Reseni 3. série

1. dloha (97, 87, 2,18, 2,0)
V roviné je dan rovnostranny trojuhelnik ABC o strané 1. Ozna¢me k4, kp, ko kruznice s po-

tii kruznic k4, kp, kc. Urcete polomér k.

Oznaéme S stfed strany AB. Z Pythagorovy véty plyne, ze |CS|%2 = |[AC|2 — |SA|2 =1— i =

= %. Odtud je |CS| = @ Déle ozna¢me T tézisté trojuhelniku ABC a D spoleény bod dotyku
k akc.
C
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Jelikoz t&zisté déli téznice v poméru 1: 2, je |CT| = % -S| = ‘ég Ted mame dvé moznosti
— bud maji kruznice k a ko vnéjsi, nebo vnitini dotyk. V prvnim piipadé lezi bod D uréité na
usecce C'S, jelikoz stiedy kruznic k a k¢ jsou na této tseéce. Odtud plyne, ze |DT| = |CT|—|CD|,

|CD]| je polomér k¢, ktery je roven % Délka |DT| je polomér k, ktery je proto roven

r1 = |DT|=|CT|—-|CD| =

w
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Ve druhém pripadé lezi bod D na ,druhé strané
prumér kc. Tedy:

kruznice k¢, takze polomér ra je roven r1 plus

1 V3 1
ro=|DT|+2 - - = — + —.
2=IDTI+2-5 = +3
Uloha ma tedy dvé mozna feseni r = Y2 + 1.
2. tiloha (89, 87, 2,93, 3,0)

Dvé kruznice k1 a k2 maji spole¢ny vnéjsi bod dotyku P. Bodem P prochézeji tfi navzajem
rizné ptimky pa, pp, pc protinajici k1 po fadé v bodech A1, B1 a Ci (rtznych od P) a dale
protinajici k2 po fadé v bodech As , Ba a Cy (rtznych od P). Dokazte, ze trojuhelniky A1 B1C1
a A B2C> jsou podobné.

Tato uloha s$la fesit vice zptusoby. Mohli jste bud konstatovat, ze znate stejnolehlost, nebo
néjak dopocitat thly v trojihelnicich. Pro nazornost tu ukazeme oba zpusoby.
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Reseni stejnolehlosti:

Je ziejmé (z vlastnosti stejnolehlosti), Ze jsou kruznice k1 a k2 stejnolehlé podle bodu dotyku
P (urcité existuje koeficient k, ktery podle bodu dotyku zobrazi jednu kruznici na druhou). To
znamena, Ze libovolny bod na kruznici k1 se zobrazi v dané stejnolehlosti do né€jakého bodu na
kruznici kg, a pro body Ai, Bi, C1 to konkrétné znamenad, ze se v této stejnolehlosti zobrazi
do bodu Az, Ba, Ca. Vrcholy trojuhelnika A1 B1C1 a A2 B2C2 jsou stejnolehlé, tim padem jsou
stejnolehlé i tyto trojuhelniky, a protoze jsou si libovolné uUtvary zobrazené ve stejnolehlosti
podobné, je diikaz stejnolehlosti ukoncen.

Poznamka: Zkraceny zapis tohoto dikazu by vypadal asi takto: Je zfejmé, ze jsou trojuhelniky
A1B1C1 a Aa BoCy stejnolehlé podle stejnolehlosti se sttedem v P, kterd zobrazuje kruznici k1
na ko. Utvary zobrazené ve stejnolehlosti jsou podobné, proto jsou trojihelniky také podobné.
Reseni pomoci thla:

V tomto diikaze se bude pouzivat jen véta o obvodovych thlech (ta Fiké, ze dva obvodové
uhly maji nad stejnou tétivou vzdy stejnou velikost), a shodnost stfedovych thli. Plati tedy:

‘<[ClAlBl| = |<IClPBl‘ = ‘<[CQPB2‘ = ‘<[CQA2B2‘.



Podobné dostaneme:
‘<IBlClA1‘ = ‘<IBlPA1‘ = ‘<IB2PA2‘ = ‘<IB202A2|.

Nase trojuhelniky maji shodné dva uhly, a jsou tedy podobné.

Poznamka: Tato tloha byla ilustraci toho, jak se da jednoduse pracovat s thly, a Ze existuje
néco jako stejnolehlost, ktera mnohdy velice usnadni tlohu. Pokud vdm obé feseni ptrijdou zhruba
stejné namahava, zkuste si vzit napriklad dva n-thelniky vzniklé na kruznicich k1 a k2 stejnym
zpusobem jako v zadani. Dokazovani pomoci thlt by uz bylo docela na dlouho ...

3. tloha (78, 51, 2,19, 3,0)
Tétivovy? pétithelnik mé vSechny uhlopticky stejné dlouhé. Dokazte, Ze je pravidelny.

Oznac¢me pétithelnik ABCDE a ozna¢me S stied kruznice jemu opsané. Diky tomu, Ze jsou
vSechny uhlopricky stejné dlouhé, jsou trojuhelniky ASC, BSD, CSE, DSA a ESB shodné.
Specialné tedy maji shodné thly u vrcholu S; ozna¢me velikost téchto thla «a. Je tedy

o = |<ASC| = |<BSD| = |<CSE| = |<DSA| = |<ESB|.
Potom ale |<TASB| = 360° — |<BSD| — |[<DSA| = 360° — 2a. Podobné odvodime, ze
|[<<ASB| = |<BSC| = |<CSD| = |<DSE| = |<ESA| = 360° — 2a.

To ale znamena, ze pétithelnik je pravidelny.

Poznamky k doslym fesenim: A¢ byla uloha vcelku jednoduché, prekvapivé velky pocet Fesitelt
s ni mél problémy. Jen malokdo dokéazal, ze dany pétitihelnik mé shodné strany i vnitini ahly.
Nemalo Fesitelt ukdzalo jen shodnost stran, coz sta¢i vzhledem k tomu, Ze je pétithelnik tétivovy
— tento fakt si nicméné ne kazdy uvédomil, uznal jsem vSak takové feseni kazdému (mozna definice
pravidelného n-tihelniku je, Ze je tétivovy a ma stejné dlouhé strany).

Horsi to bylo v pripadech, kdy resitel dokadzal jen shodnost vnitfnich thli. Ta totiz sama
o sobé bez dalsi Gvahy nestaci, jako protipfiklad jsem nabizel obdélnik. Je tétivovy, ma shodné
vnitini Ghly (a dokonce i stejné dlouhé ahlopficky), presto vSak pravidelny neni. Stejny ,,proti-
priklad“ lze najit u Sestitthelniku, osmithelniku, obecné kazdého n-uhelniku pro sudé n. Ukazat,
ze u pétithelniku (a obecné lichothelniku) shodnost vnit¥nich ahld stadi, je podle mne dloha
srovnatelna se zadanou, za takova resSeni jsem proto daval po bodu.

4. tloha (61, 54, 4,39, 5,0)
Necht BD je osa uhlu ABC' v trojahelniku ABC' (bod D lezi na strané AC'). Oznalme E priseéik
kruznice opsané trojuhelniku BDC a piimky AB. Dale F je prusecik kruznice opsané ABD a
pfimky C'B. Dokazte, ze |AE| = |CF|.

Volme klasické oznaceni stran trojuhelniku ABC. Z mocnosti bodu A ke kruznici opsané

trojahelniku BDC mame |AE|c = |AD|b. Podobné z mocnosti bodu C' ke kruznici opsané
trojuhelniku ABD dostaneme |CF|a = |CD|b.

2Tétivovy mnohouhelnik je takovy, kterému lze opsat kruznici.



Pokusme se vyjadfit pomér |AD| : ¢ a pomér |CD| : a. Pokud se ndm podafi ukazat, ze
tyto poméry jsou stejné, mame vyhrano (viz rovnosti vyse). K tomu vyuZijeme sinovou vétu.
Z trojihelniku ABD méame |AD| : ¢ = sin(g) : sin(|<<ADB|) a z trojuhelniku BDC' plyne

|CD|:a= sin(%) : sin(m — |[<ADBY). A vzhledem k tomu, ze sin(|<ADB|) = sin(r — |[<ADB])

je |AE| = |CF|, coz bylo tfeba dokazat.

Poznamky k doslym feSenim: K této tloze neni snad co dodat. Jen asi n€kolik rad pro nejmensi:
Funkcionalni rovnice, kde na jedné strané vystupuje samostatnd proménnd (v této rovnici je to
na prave strané proménnd y) pijde nejspis fesit bud vhodnym dosazenim, nebo soustavou rovnic
s vhodnym dosazenim. Druhd rada: Na obou strandch je dohromady stejné hlednych funkei (na
levé je f(z+y)+2f(x—y) ana pravé 3f(z)), dand rovnice teda neptjde Fesit jen jednim dosazenim,
protoze, co potfebujeme, je na jedné strané jen funkce a na druhé néjaké volné proménné, a to
se prfi stejném poctu funkci na obou stranach dosdhnout neda.

Pravé mi mé zlaté vousy déda Vsevéda napovédély, ze bych mél jesté zaburacet: Bez zkousky
se neopovazujte feSeni ani poslat! Jinak pfeji hezky den.

5. tiloha (44, 36, 4,14, 5,0)
Necht ABCD je tétivovy?® &tytiuhelnik takovy, Ze piimky AD a BC se protinaji v bodé E.
Oznac¢me M pruseéik pfimky BD a pfimky vedené bodem E, kterd je rovnobézné s pfimkou AC.
Bodem M vedme né&jakou teénu ke kruznici opsané ABCD a bod dotyku ozna¢me T. Dokazte,
ze |MT|=|ME].

Btno (bez Gjmy na obecnosti) se polopfimky AD a BC protinaji v bodé E. Jinak zménime
oznaceni ¢tyftuhelniku ABCD, aby tomu tak bylo.

Vsimnéme si, ze bod M je vzdy vné kruZnice k opsané ¢tyftuhelniku ABCD (Rozmyslete si
to!) M4 tedy smysl mluvit o tecné MT a z mocnosti bodu M ke kruznici k vyjadrit jeji velikost

IMT|?> = |MD||MB].

V tétivovém Ctyfuhelniku ABCD jsou uhly DAC a DBC' obvodové nad tétivou DC' kruznice
k atedy |[<DAC| = |<DBC)|. Déle vime, ze pfimky AC a EM jsou rovnobézné a tim padem jsou
uhly DAC a MED sttidavé a tedy |[<DAC| = |<MED|. Dohromady |[<MED| = |<DBC| =
= |<M BE]|. Trojtuhelniky M ED a M BE maji navic spole¢ny thel pfi vrcholu M a jsou proto
podobné podle véty uu. Z podobnosti téchto trojuhelnikt vyjadiime velikost |M E|, pomoci
|ME|: |MD| = |MB]| : |ME|, neboli

IME|?> = |MD||MB|.

Porovname-li tento vztah s prvnim, tak s ohledem na kladnost délek tsecek mame |[ME| =
|MT|.

Poznamky k doslym feSenim: VsSechna spravna reseni byla podobna autorskému. Vyskytlo se
ale i nékolik Feseni typu: ,,OpiSeme kruznici kolem bodu M, ktera prochazi bodem T a vidime, ze
kruznice prochazi i bodem E a dikazu je hotov.“ Je tieba si uvédomit, Ze obrazek neni dikaz. Jen
si vzpomente na geometrické konstrukce, kdy po vlastni konstrukci néasleduje dikaz spravnosti
konstrukce.

3Tétivovy &tyfuhelnik je takovy, kterému lze opsat kruznici.



6. uloha (46, 38, 3,22, 4,0)
Po kruznici k béhaji dva psi. Zpoc¢atku jsou v bodech P; a P2. Oba psy pozoruji jejich panickové,
ktefi stoji v bodech B;1 a Bz na kruznici k. Pfimky P; B a PaBa2 jsou ruznobézné. Oznacme
si @1, @2 polohu prvniho a druhého psa v néjaky okamzik. Zjistéte mnozinu priseciki pfimek
Q1B1 a Q2B2, ob&hnou-li oba psi kruznici stejnou rychlosti a ve stejném sméru (pokud bod Q;
splyva s bodem B;, povazujeme za primku @Q;B; tecnu ke kruznici k& v tomto bodé).

Obvodové rychlosti v psit pfi obéhu odpovida stifedova thlova rychlost w a diky vété o stie-
dovém a obvodovém uhlu ji také odpovida ahlova rychlost otaceni § piimek Q;B;(viz obr.).
Primky Q1B1 a Q2B2 se tedy otaceji stejnou rychlosti a pfimky se, diky tomu, Ze psi béhaji
ve stejném sméru, oticeji na stejnou stranu. Proto sviraji stale stejny thel. A protoze nejsou
rovnobézné, je tento thel nenulovy a prusecik existuje. Nyni je potfeba rozebrat pripady pro
poloroviny urcené ptimkou Bj Ba.

e X

vt

Byl

@

B,

Oznac¢me si X priseéik P1B; a PoBs a X' prusecik pfimek Q1B1 a Q2Ba. Je celkem zfejmé,
Ze pro jednu polorovinu je tthel B X'Bs stéle stejny a pro druhou polorovinu je tthel By X' B
dopliikem do 180° k thlu z opa¢né poloroviny. MnoZinou priise¢ikt X’ muiZe byt tedy jen kruznice
opsand trojuhelniku Bj B2 X. Zbyva jesté ukazat, Ze libovolny bod X’ na této kruZnici umime
néjakou polohou psu dostat.

Vezméme si tedy néjaky bod Y na nalezené kruznici. Pro néj umime jistojisté najit body
Q1y, Q2, na puvodni kruznici, které ho urcuji. Pokud se v néjakém case psi dostanou zaroven
do poloh Q1,,, Q2 , pak Y patfi do mnoziny. Pro spor pfedpoklddejme, ze pro ndmi zvoleny
libovolny bod Y se psi do poloh Q1 , Q2, ziroven nedostanou, a kdyz bude prvni pes v Q1,,
bude druhy v né&jakém bodé Q2 rtzném od Qz,.. Bod X’ je prusecik pfimek Q1 B1 a Q2Ba,
ale zaroven uz vime, Ze musi lezet na nalezené kruznici. Prisecik nalezené kruznice a pifimky
Q1Y B je vSak bod Y (pokud existuje, bereme pruseéik rizny od B1), a body X,Y jsou shodné.
Pak vsak musi byt i Q2 = Q2,.. Tim je diikaz ukoncen.

Pozn. k dikazu: Pokud méame tlohu na mnozinu bodi, fesime ji témér vzdy ve dvou castech.
V prvni omezime co nejvice pomoci vlastnosti, které mame k dispozici, moznou mnozinu na néja-
kou ,mensi* urenou mnozinu. V tomto prikladu je to omezeni na kruznici opsanou trojuhelniku
B1B2X. Ve druhé ¢asti musime ukézat (resp. ovéfit), ze vSechny body némi nalezené mnoziny
opravdu vyhovuji, protoze se mize stat, ze jesté nékteré body z nalezené mnoziny vypadnou.

Poznamky k doslym feSenim: Jak se nakonec ukézalo, byla tloha na Sestou tlohu netmérné



jednoduché a tak ji vyfesila drtiva vétsina reSitelt. Témeér vsichni vsak na ¢tyfi body. Pri feseni
ulohy o mnoziné bodd je nutné mnozinu nejdfive omezit (v tomto piipadé z celé roviny na
kruznici) a poté dokazat, Ze vSechno, co jsme nasli, vyhovuje (co kdyby vyhovoval jen né&jaky
oblouk kruznice?). To byl nejvétsi ofisek. Tak pristé nezapomeiite dokazovat!

7. iloha (32, 21, 2,53, 2,0)
Tr¥i kruhy K1, K2 a K3 maji kazdy s kazdym spolec¢ny vnéjsi bod dotyku. Kruh K7 ma nejmensi
obsah S7. Kruhy dohromady ohrani¢uji oblast v roviné podobnou trojuhelniku se stranami vy-
puklymi dovnitf o obsahu S. Dokazte, ze

Sz(ﬁf%&.

T 2

Oznac¢me ri1, 72, r3 po fadé poloméry kruhu Ki, Ko, K3 a ki, k2, k3 kruznice pfislusné
k témto kruhim.

Nejprve vyiesime situaci, kdy r1 = r2 = 73 = r. V takovém pfipadé S; = 7r2. Oznacme
D1, D2 a D3 body dotyku dvojic kruznic (k‘z,kg), (k‘l,kg) a (k‘l,kg) a jesté C1, Ca, C3 stiedy
kruht K1, Ka, K3. Obsah S spocitame jako obsah trojahelniku C7jC2C3 bez kruhovych vyseci
vymezenych oblouky D D2, D1 D3 a Dy D3. Obsah C7C2C3 se snadno spocita jako \/§r2, kruhové
vysece daji dohromady vyse¢ o poloméru r s thlem 180°, tedy polovinu kruhu, odkud plyne, ze
maji obsah %7‘(‘7’2. Dohromady dostavame

S:(x@—%w)ﬂz(ﬁf%m«?:(@fl)sl.

T 2 T 2

Tim je nerovnost dokdzana pro pripad, ze r1 = ra = r3 (nastdva dokonce rovnost).

Nyni si dokdZeme pomocné tvrzeni (sleduj obrazek), které ndm pomuZe pfi FeSeni zbytku
tlohy. Mé&jme kruhy L1, L2, Lz a L} takové, Ze dvojice kruhét (L1, L2), (L1,L3s), (L2, L3),
(L1, LY%), (L2, L) maji vnéjsi dotyk. Oznacme si po Fadé p1, p2, p3 a pf poloméry kruhit Ly, La,



L3 a L} a predpokladejme, Ze p5 > p3. Oznacéme P a P’ obsah trojuhelniku podobnyjch oblasti
vymezenych trojicemi kruhii (L1, L2, L3) a (L1, L2, L}). Potom plati P’ > P.

Nejprve budeme potiebovat oznacit n&jaké body. Oznacme po fadé O1, Oz, O3 a O} sttedy
kruhtt L1, Lo, L3 a L}. Déle ozna¢me po fadé T1, T, T3, T] a T} spoleéné body dotyku dvo-
jic kruht (k2,k3), (k1,ks), (k1,k2), (k2,k%) a (k1,k%). Nakonec jesté oznacme po fadé «, 8
vniténi Ghly trojahelniku O10203 u vrcholi O1 a Oz a o/, B vnitini uhly trojuhelniku O1020%
u vrchold O1 a Os.

Prvné dokdzeme, ze o < o a 3 < (3’ (idea diikazu je pfevzata od Marka Scholleho). Nepfesné
feCeno to pak znamend, Ze body T a T4 jsou na kruzich Li a Lz od sebe dél nez body Ty a Tb.
Nyni uz k dtkazu. Necht L, je kruh o poloméru p3, ktery ma s Lz vnéjsi dotyk T7. Kruh L
je cely obsazen v kruhu Lf, tudiz nema zadny spole¢ny bod s kruhem Li. Za¢neme-li s kruhem
L, otacet se stfedem v bodé Os a ve sméru od Oé k O1, dotkne se kruhu L pfesné ve chvili,
kdy splyne s kruhem L3. V tu chvili také oto¢eny bod T} splyne s T1. Odtud plyne, ze bod T
je vnitinim bodem trojahelniku O1020%, a tedy 3 < 8. Analogicky se zdivodni, Ze a < .

Odtud plyne, ze se oblouky T17T% (na kruznici uréené L3) a T{T5 (na kruznici uréené L}) ne-
protinaji (dokonce ani nedotykaji, nicméné to by ndm nevadilo), dikaz pouze nazna¢ime rozmysli
si detaily. Pro spor predpokladejme, ze se protinaji, potom se musi protinat dvakrat — oblouk
T|T} totiz musi dvakrat protinat kiivku 71727371 a vzhledem k podmince o < o/, 8 < '
neprotina T{T} oblouky T1T3, T2T3. A déle z této podminky plyne, Ze p3 > p4, to je ale spor.

Konec¢né, tim, Ze je « < o’ a 8 < 8’ a oblouky T1T> a T|Tj se neprotinaji, déli oblouk T17%



oblast mezi kruhy L1, La, Lg na dvé casti, pricemz jedna z nich je oblast mezi L1, L2 a L3.
Odtud je P’ > P.

Nyni uz tdlohu snadno dokonc¢ime. Méjme na zacatku polomeéry r1, r2 a r3 a oblast mezi
kruhy K1, K2 a K3 o obsahu S. V pripadé, zZe je to potfeba, postupné zmensime r2 na r1 a r3 na
r1 (rozmysli si, Zze vhodné konfigurace vzdy existuje). Dostaneme tim novou oblast mezi kruhy
o obsahu S’. Podle pomocného tvrzeni je S’ < S. Na druhou stranu podle za¢atku feseni vime,

ze
525’:<£,1>517
™ 2

coz jsme chtéli dokazat.

Poznamky k doslym fesenim: Myslenka tlohy byla pomérné jednoduchéa: kruhy o néco zmensime
a nerovnost se nam tim nezhorsi. Nicméné malokdo poradné dokazal, Zze se nerovnost vskutku
nezhorsi, a tak plny pocet bodu byl spise vyjimecény. Bod jsem strhéval za chybéjici dukaz, ze se
pfi zmenseni poloméru néjakého kruhu priblizi k sobé body dotyku. Naopak jeden bod jsem déaval
uz jen za vyrteSeni situace, kdy jsou vSechny kruhy stejné velké, a dalsi bod za popsani myslenky se
zmensovanim kruhti. Zajimavé feseni za plny pocet bodit mél Pavel Salom, ktery prvné vyjadiil
pomér obsahti pomoci goniometrickych funkci vnitinich thlu trojuhelniku spojujiciho stiedy
kruhti a posléze dokéazal nerovnost pomoci Jensenovy nerovnosti.

8. tloha (25, 13, 2,52, 4,0)
Rozhodnéte, zda lze rozmistit 2005 kruznic ki1, k2, ..., k2005 0 poloméru 1 v roviné tak, aby
byly splnény nésledujici podminky:
(i) k; ma spoleény vngjsi dotyk s kiy1, pro ¢ € {1,2,...,2004} a k2gos mé spoleény vnéjsi
dotyk s k1.
(ii) Vybereme-li libovolny bod X1 na kruznici k1 a ozna¢ime-li X;41 obraz bodu X; v osové
soumérnosti podél osy kruznic k; a k;4+1 (minime soumérnost pfevadéjici k; na k;41) pro
1 € {1,2,...,2004}, a pokud dale oznacime X206 obraz bodu X205 v 0sové soumérnosti
podél osy kruznic k2005 a k1, potom plati, ze X2006 = X1.

Dokéazeme, ze takové rozmisténi existovat nemuze. Budeme predpokladat, ze mame rozmisténi
spliujici podminku (i), sporem dokaZeme, Ze nemize spliiovat podminku (ii).

Zvolme si libovolny bod X; podle zadani a naleznéme k nému bod Xg006. Bodem X; zaéneme
tocit ve sméru hodinovych ruci¢ek. Z podminek v zadani plyne, Ze se X2 zacne tocit proti sméru
hodinovych rucic¢ek, X3 po sméru, X4 proti sméru, ..., Xo006 proti sméru. Vzhledem k tomu,
7e se X1 a X2006 toéi v opaénych smérech, nemiizou splyvat* pro libovolnou volbu X7 .

4Vsimni si, ze se timto zptusobem da dokonce zdivodnit, Ze existuji pravé dvé volby X3
splyvajici s bodem X2006-



