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1. série
Téma: Soustfedéni

Datum odeslani: 10. RisNa 2005

1. GLOHA (3 BODY)
Terka, Mirek, Martin a Tomas spolecné hraji tantrix. Po skoncené hie tantrixové kosticky obratili
rubem vzhiru a zacali z nich skladat rtuzné tvary. Nakonec poskladali trojuhelnik beze spicky
jako na obrazku vlevo. Kosti¢ky rozdélili na pét skupin (podle éisel, ktera jsou napséna na rubové
strané — na obrazku vyznaceno riznymi druhy vyplng). Potom se dohodli, Ze si trojihelnik mezi
sebe rozdéli na néjaké ¢tyfi (souvislé) casti. Kazdy ale chce mit z kazdé skupiny kosticku. Navic
vsichni chtéji byt origindlni, tedy mit jiny tvar nez kdokoliv jiny a Martin by rad mél kousek
stejného tvaru jako na obrazku vpravo. Pomozte Terce, Mirkovi, Martinovi a Tomasovi kosticky
rozdélit.

2. ULOHA (3 BODY)
Béhem jedné hry si Michal, Lukas, Ales, Dino, Wiva a oba Honzové spole¢né 10 minut povidali.
Dino si v§iml, ze vSichni dohromady fekli 1536 slov. Ales zaznamenal, ze toho Michal napovidal
vic nez vsichni ostatni dohromady. Lukas zjistil, Ze pocet slov, které Michal fekl, je druha mocnina
prirozeného ¢isla. Honzové se shodli, Ze ciferny soucet poctu slov, kterd Michal napovidal, se rovna
sedmi. Wiva je zvidava a rada by zjistila, kolik slov Michal fekl. Pomozte ji tento pocet zjistit.

3. GLOHA (3 BODY)
V autobuse spole¢né na soustfedéni jedou Maja, Miro, Bebe, Jirka, Adam, Marek, Franta, Eman,
Ondro a Petr. Kazdy se rdad pochlubi tim, s kolika spolujezdci se znd. Franta tvrdi, ze se zna se
vSemi, Marek tvrdi, Ze se zna se 6 spolujezdci, Maja, Miro, Bebe, Adam a Ondro prohlasuji, ze
se znaji se 4 spolujezdci. Petr se dvéma spolujezdci a Jirka a Eman jenom s jednim. Rozhodnéte,
jestli mizou mit vSichni pravdu (pfedpokladejte, Ze znat se je symetrické, tj. kdyz se Franta zna
s Bebem, pak se i Bebe znd s Frantou).

4. 0LOHA (5 BODU)
Vita s AnSou se rozhodli, Ze se po soustfedéni vrati z Bernartic do Prahy pésky. Diky svému
uzasnému orienta¢nimu smyslu ale skoro potfad bloudili. Sli tak, Ze vzdy zvladli ujit 6 kilometrii
spravnym smeérem, a pak zabloudili. Bloudili a bloudili, a kdyz zjistili, kde jsou, byli presné



v puli cesty z Bernartic k mistu, kde se naposledy ztratili (pfedpokladejme, Ze spravna cesta je
zcela pfima, takze se pokazdé zorientovali uprostfed toho useku cesty, ktery uz usli). A pak opét
6 kilometrt dokézali jit spravnym smérem, nez opét zacali bloudit!. Mohli Vifa a Ansa timto
postupem nékdy dojit do Prahy, ktera je vzdalena 130 kilometri od Bernartic?

5. GLOHA (5 BODU)
Na seznamovackach sedi n (n > 6) t¢astnikt v kruhu?. Heléa p¥ichazi s novou seznamovaci hrou.
Chce rozdélit ucastniky do dvojic, ve kterych se budou seznamovat. Pfitom si pteje, aby v kazdé
dvojici byli ui¢astnici ve vzdalenosti 3, tj. méli mezi sebou pravé dva jiné ucastniky. Zjistéte, pro
kterd n > 6 se Helce déleni muze povést.

6. ULOHA (5 BODU)
Pavel se rozhodl, Ze usporadda drobny turnaj ve scrabblu. Prihlasilo se mu 9 zajemct. Rozhodl
se, ze kazdou partii budou hrat t¥i hraci, tedy v jednom kole se budou hrat presné tfi partie.
Turnaj bude mit ctyfi kola. Pavel by byl moc rad, kdyby kazdy s kazdym hral pravé jednou.
Rozhodnéte, zda se Pavlovo pfani miize vyplnit3.

7.0LOHA (5 BODU)
Béhem soustiedkovych vederti ticastnici s oblibou tancuji tuénaka. Jednoho dne se Evicka, Skre-
¢ok, Zuzka, Miso, Ondra, Mara a Jarda rozhodli tuéndka trochu vylepsit. Kazdy si zvolil néjaké
misto. Dino a Michal stfidavé hréli na kytaru sloku po sloce, pfi¢emz prvni slokou zac¢al Dino.
Kdykoliv nékdo dohral sloku, nékteri dva ze sedmice tanecniki si vymeénili svd mista. Kdyz tuc-
nak skoncil, kupodivu stéli vSichni na svych puvodnich mistech. Lze uréit, kdo hral posledni
sloku?

8. ULOHA (5 BODU)
Béhem soustiedéni se na rizné hry vytvarely rtizné skupinky tcastniki. Tritas si pro zajimavost
vypsal vSechny skupinky, co kdy vznikly. Vypozoroval nasledujici pravidla:

(P1) Nikdy se nestalo, Ze by byly S1 a Sz dvé rtzné skupinky takové, Ze vSichni Gi¢astnici z Sy
by patfili i do S2 (pro suchary: necht S; a S2 jsou skupinky, pokud plati S; C S2, potom nutné
S1 = S2).

(P2) Kdykoliv byly S1 a S2 dvé ruzné skupinky takové, ze tcastnik u byl v obou skupinkéch Sy
a Sg, potom existovala tfeti skupinka, ve které nebyl acastnik v a pfitom v ni byli jen ucastnici
ze skupinek S1 a S2, ne nutné vsichni (pro suchary: necht S; a S2 jsou skupinky, S1 # Sa,
u € S1 NSz, potom existuje skupinka S3 takova, ze S3 C (S1 U S2) \ {u}).

Pomozte Tritasovi dokazat, ze uz nutné plati i pravidlo:

(P) Pokud tcastnici u a v byli spolu v néjaké skupince a také Gcastnici v a w byli dohromady
v néjaké skupince, tak u a w byli spolu v néjaké skupince.

1Ze zagatku tedy cesta vypadala takto: usli 6 kilometri, ztratili se a zorientovali se 3 kilometry
daleko od Bernartic. Pak sli chvili dobfe, az dosli na misto vzdalené 9 kilometra od zacatku.
Potom ale opét zabloudili a zjistili, kde jsou, 4,5 kilometru od Bernartic. Pak dosli do vzdélenosti
10, 5 kilometru spravné, ztratili se, a tak porad dal a dal ...

2Pro rypaly na obvodu kruhu.

dohromady bylo 5 kol? (Pro plny pocet bodu sta¢i vyfesit prvni ¢ast tlohy.)



Reseni 1. série

1. iloha (154, 147, 2,86, 3,0)
Terka, Mirek, Martin a Tomas spolecné hraji tantrix. Po skoncené hie tantrixové kosticky obratili
rubem vzhiru a zacali z nich skladat rtuzné tvary. Nakonec poskladali trojuhelnik beze spicky
jako na obrazku vlevo. Kosti¢ky rozdélili na pét skupin (podle éisel, ktera jsou napséna na rubové
strané — na obrazku vyznaceno riznymi druhy vyplné). Potom se dohodli, Ze si trojihelnik mezi
sebe rozdéli na néjaké ¢tyfi (souvislé) casti. Kazdy ale chce mit z kazdé skupiny kosticku. Navic
vSichni chtéji byt origindlni, tedy mit jiny tvar nez kdokoliv jiny a Martin by rad mél kousek
stejného tvaru jako na obrazku vpravo. Pomozte Terce, Mirkovi, Martinovi a Tomasovi kosticky
rozdélit.

Poznamky k doslym feSenim: Ukolem bylo najit néjaké vhodné rozdéleni kosticek, coz se po-
dafilo vétSiné resitelti. Nékteti vSak nasli jedno feSeni a tvrdili, Ze je jediné — coz poradné nezdu-
vodnili, dokonce to ani neni pravda. Body jsem za to nestrhaval, nicméné piisté uz opravovatel
tak mirny byt nemusi. Pouceni: Tvrdim-li néco, co neni na prvni pohled vidét, mél bych to umét

obhajit.

2. uloha (164, 162, 2,90, 3,0)
Béhem jedné hry si Michal, Lukas, Ales, Dino, Wiva a oba Honzové spole¢né 10 minut povidali.
Dino si v8iml, ze vSichni dohromady tekli 1536 slov. Ale$ zaznamenal, ze toho Michal napovidal



vic nez vsichni ostatni dohromady. Lukas zjistil, Ze pocet slov, které Michal fekl, je druha mocnina
prirozeného ¢isla. Honzové se shodli, Ze ciferny soucet poctu slov, kterd Michal napovidal, se rovna
sedmi. Wiva je zvidava a rada by zjistila, kolik slov Michal fekl. Pomozte ji tento pocet zjistit.

Vime, ze Michal napovidal vice nez % = 768 slov (fekl toho totiz vice nez vSichni ostatni).
Snadno ovéfime, ze mezi ¢isly 768 a 1536 lezi pouze néasledujici druhé mocniny ptirozenych éisel:

282 = 784,841,900, 961, 1024, 1089, 1156, 1225, 1296, 1369, 1444, 1521 = 39>

Z téchto ¢isel ma pouze jediné ciferny soucet roven 7, a to 1024.

3. uloha (143, 112, 2,36, 3,0)
V autobuse spole¢né na soustfedéni jedou Maja, Miro, Bebe, Jirka, Adam, Marek, Franta, Eman,
Ondro a Petr. Kazdy se rdad pochlubi tim, s kolika spolujezdci se znd. Franta tvrdi, Zze se zné se
vSemi, Marek tvrdi, Ze se zna se 6 spolujezdci, Méja, Miro, Bebe, Adam a Ondro prohlasuji, ze
se znaji se 4 spolujezdci. Petr se dvéma spolujezdci a Jirka a Eman jenom s jednim. Rozhodnéte,
jestli miZzou mit vSichni pravdu (pfedpokladejte, Ze znat se je symetrické, tj. kdyz se Franta zna
s Bebem, pak se i Bebe znd s Frantou).

Dokazeme, ze vsichni nemtzou mit pravdu. Pro spor nechf vsichni pravdu maji. Ozna¢me
d pocet dvojic GcCastnikl, ktefi se navzajem znaji. Zapocitame-li za kazdého spolujezdce tolik,
kolik zna ostatnich spolujezdcii, dostaneme 2d (kazdou dvojici méme zapocitanou dvakrat). Na
druhou stranu, spocitame-li tento pocet pfimo, dostaneme 9+6+4+4+4+4+4+2+1+1 = 39.
Nicméné 39 je liché ¢islo, tudiz nemuze byt rovno 2d, spor.

Poznamky k doslym feSenim: Tato tloha byla velmi jednoduchd (soudet stupnu vrchola grafu
je sudy), pfesto se naslo nemalo Fesiteld, ktefi se snazili rozebrat moznosti. Bohuzel ve vétsiné
ptipadt nerozebrali iplné vSechny a spokojili se s tim, ze kdyz jedna cesta nevede k cili, potom
ani zddna jind tam nevede, coz uz ale nedokézali. Typicky vyloucili Frantu a nasledné Emana a
Jirku (potud v8e v pofadku), ale potom uz Marka pridélili a) k péti ostatnim, ktefi znaji 5 lidi
a nebo b) ke ¢tyfem z nich a k Petrovi a neuvazili druhou z variant. Takové FeSeni jsem nemohl
povazovat ani za Castecné a ohodnotil jsem ho 0 + 0s.

Proto si nejprve rozmyslete, zdali je opravdu nutné rozebirat vSsechny moznosti a neni néjaké
elegantnéjsi feSeni, a pokud presto priklad Fesite rozborem moznosti je bezpodminecné nutné
otestovat v8echny moznosti (nebo alespoii ty, které nejsou stejné az na oznaceni).

4. uloha (151, 93, 2,95, 3,0)
Vita s AnSou se rozhodli, Ze se po soustfedéni vrati z Bernartic do Prahy pésky. Diky svému
uzasnému orientaénimu smyslu ale skoro poiad bloudili. Sli tak, ze vzdy zvladli ujit 6 kilometrt
spravnym smérem, a pak zabloudili. Bloudili a bloudili, a kdyz zjistili, kde jsou, byli presné
v puli cesty z Bernartic k mistu, kde se naposledy ztratili (pfedpokladejme, Ze spravna cesta je
zcela pfima, takze se pokazdé zorientovali uprostfed toho useku cesty, ktery uz usli). A pak opét
6 kilometr dokézali jit spravnym smérem, nez opét zacali bloudit*. Mohli Vifa a Ansa timto
postupem nékdy dojit do Prahy, ktera je vzdalena 130 kilometrii od Bernartic?

4Ze zatatku tedy cesta vypadala takto: usli 6 kilometrt, ztratili se a zorientovali se 3 kilometry
daleko od Bernartic. Pak $li chvili dobfe, az dosli na misto vzdalené 9 kilometri od zacatku.
Potom ale opét zabloudili a zjistili, kde jsou, 4,5 kilometru od Bernartic. Pak dosli do vzdalenosti
10, 5 kilometru spravné, ztratili se, a tak porad dal a dal ...



Pokud Vita s Ansou dosli do Prahy, museli nékdy prekrocit magickou hranici 100 km. Né&kde
mezi 100 a 106 km od Bernartic se opét ztratili a kdyz opét zjistili, kde jsou, byli mezi 50 a 53
km od Bernartic. To znamend, Ze se jim nikdy nepodarilo zlstat za touto magickou hranici 100
km déle nez do nejblizsiho ztraceni, a tedy nikdy nemohli dojit az do Prahy.

Ctenar si snadno miize ovéfit, ze tutéz tvahu lze provést pro kazdy bod vzdaleny od Bernartic
vice nez 12 km.

Pro néroc¢ného ctendre miizeme ukazat, ze Vita s AnSou se béhem svého putovéani libovolné
priblizi bodu vzdalenému 12 km od Bernartic, nikdy jej ale nepfekroci.

Necht a,, oznacuje vzdalenost, na které se nachézeli, kdyz po n-té usli 6 km. Tedy a1 = 6,a2 =

9,...,an = a"2_1 + 6. Z toho, ze

a; <12
an—1 <12 =a, <12

vidime, Ze pro kazdé n je an < 12.°

Necht limy, o0 an, = A.5. Ze tato limita existuje plyne z toho, %e {an} je rostouci shora
omezend posloupnost (rozmysli si, Ze {an} je rostouci). Pak musi platit A = % + 6 a takové &islo
A existuje jen jedno, a to ¢islo 12.

Poznamky k doslym fesenim: Uloha byla lehki. Uplné viem fesitelim doslo, ze Vita s An-
Sou jsou odsouzeni k vé¢nému bloudéni, takze body jsem rozdéloval hlavné kvality dikazu této
skutecnosti.

Protoze tloha byla vcelku jednoduché, trval jsem na pfesném zduvodnéni vSech kroki. Mnoha
lidem jsem strhl dva body za ,odvozeni“ vztahu pro i-ty ¢len posloupnosti vzdalenosti Viti a
Ansi pomoci prvnich par ¢lent a tii tecek. Néco takového si muzete dovolit jenom kdyz je
predchazejiciho zapisu nad slunce jasné, jak vypada obecna situace — celkem hezky byl tfeba
zapis pomoci fetézu zlomku:

Na zavér poznamku o limitach: Prosim, pamatujte v podobnych pripadech na ceské uslovi
,,jit s kanénem na vrabce“. Limity jsou uZite¢né, ale asi 98% tloh v Praseti se bez znalosti limit
a analyzy obejde. Pouzivat limitu k dikazu, ze 1 — Q—I,L < 1 je ponékud pfehnané a koleduje si
o zaporné imaginarni body.

Navic se skoro nikdo z limiticich a nekonecna séitajicich lidi neobtézoval poznamenat, ze to
déla proto, ze posloupnost ¢asteénych soudtii a; je rostouci. Casto prosté prohlasil, ze limita je
12 a proto Vita s Ansou nikdy do Prahy nedojdou. Pokud by ale a, nebyla rostouci, véci by se

mohly zkomplikovat a limita by ndm nepomohla. Ptiklad: Geometrickad fada ag = 100,q = -1

2
1 _ 200 - % {¢&
I~ s = 67. Uz prvni Clen

této fady je ale roven 100, coz je podstatné vice, nez 67. Problém.

Dosazenim do vzorecku dostaneme soucet celé fady rovny 100

5Podrobny diikaz necht ¢tenaf provede matematickou indukei.

STento zapis znamena: Ansa s Vitou si mohou zvolit libovolnou vzdéalenost € a rozhodnout
se dojit do bodu vzdaleného od Bernartic nejméné A — ¢ a nejvys A + €. Pro kazdé e existuje n
takové, ze ztrati-li se alespon n-krat, budou tésné pred kazdym nésledujicim ztracenim nékde ve
vysnéném intervalu (A — e, A + €).



5. Gloha (147, 110, 3,01, 3,0)
Na seznamovackach sedi n (n > 6) tc¢astnikt v kruhu?. Heléa p¥ichazi s novou seznamovaci hrou.
Chce rozdélit ucastniky do dvojic, ve kterych se budou seznamovat. Pfitom si pteje, aby v kazdé
dvojici byli ui¢astnici ve vzdalenosti 3, tj. méli mezi sebou pravé dva jiné ucastniky. Zjistéte, pro
kterd n > 6 se Helce déleni muze povést.

Ma-li se déleni do dvojic Helce podarit, musi byt nutné n sudé. Ukazeme naopak, ze je-li
n > 6 sudé, potom se ji déleni uz muze podarit. Nejprve si HelCa ocisluje tcastniky ¢isly 1, 2,
., n po sméru hodinovych ruci¢ek. Rozlisme nyni dvé moznosti:

(i) n je deélitelné tfemi. Tudiz n = 6k pro néjaké k > 1 (jelikoz n je sudé). Utvori-li Hel¢a
dvojice tcastniki (1,4), (2,5), (3, 6), znamena to, Ze zatim spravné rozdélila Sest po sobé
jdoucich ucastnikt do dvojic. Jelikoz je n délitelné Sesti, mize tento postup opakovat —
vzdy rozdéli do dvojic Sestici po sobé€ jdoucich tcastniku.

(ii) n neni délitelné tfemi, tj. n = 2, kde [ neni délitelné tfemi. V tomto ptripadé si Helca
oc¢isluje ucastniky o néco rafinovanéji. Kazdy ucastnik dostane dohromady t¥i ¢isla.
Jedno &islo ¢ € {1,2,...n}, Hel¢a mu jesté prifadi ¢isla n + ¢ a 2n + ¢. Takto pouzije
¢isla od 1 do 3n. Nyni da do dvojice ucastniky s &isly 6t — 3 a 6¢, pro ¢t € {1,2,...,1}.
Rozmysli si, Ze nikdy neda zadného tcastnika do dvou dvojic (jen jedno jeho ¢&islo je
délitelné t¥emi), a tedy kazdy ucastnik musi byt v néjaké dvojici — Heléa vytvotila [
dvojic z n = 2l Gcastnikt. Tim dostava pozadované rozdéleni.

6. tloha (148, 130, 4,42, 5,0)
Pavel se rozhodl, Ze uspordda drobny turnaj ve scrabblu. Pfihlasilo se mu 9 zajemctu. Rozhodl
se, ze kazdou partii budou hrat tfi hraci, tedy v jednom kole se budou hrat presné tii partie.
Turnaj bude mit ¢tyfi kola. Pavel by byl moc rad, kdyby kazdy s kazdym hral pravé jednou.
Rozhodnéte, zda se Pavlovo pfani muze vyplnit8.

Pavlovi se prani muze vyplnit. Napise si hrace do tabulky, jako je na obrazku vlevo. Prvni
kolo budou spolecné hrat hraci ve stejném radku, druhé kolo ve stejném sloupci, tfeti kolo budou
hrat spoleéné hraci, jimz je prifazeno stejné pismeno podle obrazku uprostfed a ¢tvrté kolo se
bude hrat podle pravého obrazku.

. . . C B A A C B
. . . B A C B A C
. . . A C B C B A

Sam uz jisté overis, ze takto Pavel splni vSe, co chtél.

"Pro rypaly na obvodu kruhu.

dohromady bylo 5 kol? (Pro plny pocet bodu sta¢i vyfesit prvni ¢ast tlohy.)



7. tloha (81, 25, 1,52, 0,0)
Béhem soustiedkovych vederti ticastnici s oblibou tancuji tuénaka. Jednoho dne se Evicka, Skre-
¢ok, Zuzka, Miso, Ondra, Mara a Jarda rozhodli tuéndka trochu vylepsit. Kazdy si zvolil néjaké
misto. Dino a Michal stfidavé hréali na kytaru sloku po sloce, pfi¢emz prvni slokou zac¢al Dino.
Kdykoliv nékdo dohrél sloku, nékteri dva ze sedmice tanecniki si vymeénili svd mista. Kdyz tuc-
nak skoncil, kupodivu stéli vSichni na svych puvodnich mistech. Lze uréit, kdo hral posledni
sloku?

Mgéjme n Géastnikt tancujicich tuéiidka. Ucastniky si oéislujeme 1,2,...n a stejné tak si
o¢islujeme i mista, na kterych Gcastnici tanéi (prvni Gcastnik tanéi na prvnim misté, druhy na
druhém a tak déle).

Oznalme si 7(k) pozici k-tého Gcastnika v né&jaké chvili. Bude nds zajimat, zda jsme schopni
z funkce 7 : {1,...,n} — {1,2,...,n}, které se uéené Fikd permutace, vydedukovat, kdo hral
naposledy na kytaru.

Bude nés zajimat vyraz:

Sgl’l(ﬂ') — H ﬂ—(J) _71—(’5)7

o<i<j<n J T

kde velké IT znadi nésobeni (product) pfes vSechna i < j.

Protoze 7 je prosté a na, musi byt sgn(m) = +1 (rozmysli si) a zajima nas tedy jenom
znaménko.

Vidime, ze pokud je 7 identita, tak se sgn(7) rovné jedné. Uvazme ted, co se stane se sgn(m)
po odehrani jedné sloky. Dva z Gcastniki (ozna¢me je x a y, bez Gjmy na obecnosti z < y) si
vyméni mista, ¢imz dostaneme novou permutaci 7’.

Oznacme si f(i,5) = 7(j) — m(¢) a zkoumejme ted vyrazy f’(i,j) = «'(j) — 7'(i) pro ¢ < j.
Pokud 4, j jsou obé rtiznd od z,y, je f(i,7) = f'(i,7). Dale uréité f'(z,y) = n'(y) — n’'(x) =
m(z) — (y) = — (2, 9).

Pokud ¢ < z, plati f/(¢,y) = 7' (y) — 7' (¢) = n(z) — 7(¢) = f(i,z) a podobné f/(i,z) = f(i,y).
Proto f'(i,y)"(i,x) = f(i,)f(i,y). Obdobné pro j > y mame f'(z,)F(y, ) = f(y,3)] (&, J)-
Pokud je z < k < y, mame:

f'(@,k) = 7'(k) — ' (2) = m(k) — n(y) = —f(k,y)

(b y) = 7'() — 7' (k) = n(z) — 7(k) = — (. k)
f/(xv k)f/(kvy) = f(xv k)f(k7 y)

Tim jsme rozebrali vSechny mozZnosti volby ¢ < j (kazdou pravé jednou) a vidime, Ze plati:

I ren=- TI fG5

0<i<j<n 0<i<j<n

Potom ovSem sgn(n’) = — sgn(n’). Po kazdé zahrané sloce tedy permutace ,,zméni znaménko*.
To ale znamena, Ze celkem musel byt odehran sudy pocet slok, nebot pocatecni i koncova per-
mutace jsou stejné. Posledni sloku tedy urcité hral Michal.

8. dloha (45, 7, 0,53, 0,0)
Béhem soustfedéni se na ruzné hry vytvarely rtizné skupinky tcastniki. Tritas si pro zajimavost
vypsal vSechny skupinky, co kdy vznikly. Vypozoroval nasledujici pravidla:



(P1) Nikdy se nestalo, Ze by byly S1 a Sz dvé rizné skupinky takové, Ze vsichni Gi¢astnici z Sy
by patfili i do S2 (pro suchary: necht S; a S2 jsou skupinky, pokud plati S; C S2, potom nutné
S1 = S2).

(P2) Kdykoliv byly S1 a S2 dvé ruzné skupinky takové, ze tiéastnik u byl v obou skupinkéch Sy
a Sg, potom existovala tfeti skupinka, ve které nebyl acastnik v a pfitom v ni byli jen tcastnici
ze skupinek S1 a S2, ne nutné vsichni (pro suchary: necht S; a S2 jsou skupinky, S1 # Sa,
u € S1 NSz, potom existuje skupinka S3 takova, ze S3 C (S1 U S2) \ {u}).

Pomozte Tritasovi dokazat, ze uz nutné plati i pravidlo:

(P) Pokud tcastnici u a v byli spolu v néjaké skupince a také Gcastnici v a w byli dohromady
v néjaké skupince, tak u a w byli spolu v néjaké skupince.

Nejprve pomuzeme Tritasovi dokazat, ze plati nasledujici pravidlo:

(P2’) Necht S1, S2 jsou dvé skupinky takové, ze S1 # Sa. Ucastnik u je v obou skupinkach S7
a Sg, tcastnik v je ve skupince Si, ale neni v S3. Potom existuje skupinka S takovi, ze ucastnik
u je ve skupince S, Gcastnik v v této skupince neni, a pfitom S C (S1 U S2).

Pravidlo (P2’) dokadZzeme sporem. Piedpokladejme, Ze neplati pro skupinky Si, S2, kde |S1 U
S2| je minimalni®. Podle (P2) existuje skupinka S3 takova, ze Sz C (S1US2)\ {u}, aviak v ¢ S3.
Potom u pat¥i do S2\S3, a jelikoz Sz Z S1, existuje w € S2NS3. Navic snadno |S2US3| < |S1US2],
coz znamena, ze pravidlo (P2’) plati pro mnoziny S, S2, w € S1NS2 au € S2\ S3. Tedy existuje
skupinka Sy takova, ze u € Sy C (S2 U S3) \ {g}. Opét, |S1 U S4| < |S1 U Sz, odkud pouzitim
(P2’) na S1, Sa, u € S1 US4y av € S\ Sy ziskdme pozadovanou skupinku S, coz je spor
s predpokladem, Ze S neexistuje.

Nyni uz dokédzeme Tritasem navrhované pravidlo (P). Nejprve si vyberme skupinky S7 a S
tak, ze u € S1, w € S2 S1US2 # 0 a|S1 US2| je minimalni mozné. Pro spor pfedpokladejme, ze
neexistuje skupinka obsahujici u a w zdroven. Necht « € S1 U S2, podle (P2’) existuje skupinka
S3, ze u € S3 C (S1 U S2) \ {h}. Navic w ¢ S3. Jelikoz S3 Z S1, existuje ucastnik y € S1 \ Sa,
y € S3. Opét podle (P2’) dostaneme skupinku Sy, ze w € Sy C (S2 U S3) \ {y}. Potom Sy Z So
a S4U(S3\ S2) # 0. Potom také S1 NSy # 0. Ale dale |S1 U S4| < |S1 U S2|, coz je kyzeny spor
s volbou S1 a Ss.

Poznamky k doslym feSenim: VétSina fesiteld se dopustila jednoho z nasledujicich neodpusti-
telnych omylu pfi ¢teni zadani:

(i) Domnivali se, ze pismenko u v podmince (P2) oznac¢uje téhoz tGcastnika jako pismenko
u ve formulaci podminky (P). Zde mi nezbyva nez pfipomenout, ze matematikové po-
uzivaji pismena jako proménné, tedy znaky, které mohou oznacovat libovolny prvek
(v naem pfipadé ucastnika) danych vlastnosti. Podrobnéji k tomuto tématu v asti
,Uvod do feSeni matematickych tiloh“.

(ii) Nespravné pochopili podminku (P2). Tu lze znazornit obrazkem nalevo, mnozi ji vSak
porozuméli budto tak, Ze mnozina S3, o jejiz existenci se zde hovoti, obsahuje vSechny
prvky z S1 a S2 kromé u, tedy ze S3 = (S1U S2) \ {u} (obrazek uprostred), nebo ze
53 =(S1U852)\ (S1NnS2) (pravy obrazek).

9Pro mnozinu A symbol |A| znaéi podet prvkii mnoziny A
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