1. seridlova série
Téma: Matematickad biologie

Termin odeslani: 3. LEDNA 2005

1. ULOHA (5 BODU)
Uvazujme vékové strukturovanou populaci obsahujici mladsi jedince, jejich pocet v Case t ozna-
¢ime N,?, a starsi jedince, jejichz pocet v Case t oznacime Ntl. Necht v ¢ase ¢ = 0 méme 28
mladsich jedincti a jednoho starsiho jedince a necht se vyvoj populace fidi podle nésledujiciho
Leslieho modelu:

N{yy = N{ +4N{,

NY . =0,5N.

Naleznéte pocty mladsich a starsich jedinct v ¢ase t = 10, t = 100 a v libovolném Case t s vyuzitim
metody ze seridlu.

2. ULOHA (5 BODU)

a) Uvazujte diferen¢ni rovnici N¢41 = 50 + Nt Najdéte pevny bod této diferen¢ni rovnice. Je
2

tento pevny bod globalné stabilni?

(b) Pro libovolné C nalezni vSechny pevné body diferenéni rovnice N¢41 = 100 + C(N¢ — 100).

(c) Pro kazdy pevny bod z ¢asti (b) rozhodni, zda-li je globalné stabilni.

3. ULOHA (5 BODU)
Uvazujme systém dvou soupeficich organismd, jejichz pocty v Case t si ozna¢ime N; a M;.
Predpokladejme, ze se pocty Nt a M vyvijeji dle nasledujiciho systému diferen¢nich rovnic:

Nepr= 0ty 1
UM+ Mt
M, 1
My =

Nt+1+Nt+1'

Naleznéte co nejvice pocatecnich podminek Ng a My takovych, ze druha populace M; dfive nebo
pozdéji vyhyne. Zde slovo vyhynuti znamen4d, Ze hodnota M; je od néjakého ¢asu mensi nez 1.

Ulohy prvni série pro Tebe pfipravili Martin Tancer (1, 8), Vita Kala (3, 4, 6, 7) a Sasa
Kazda (5). Uloha &islo 2 je dilem kolektivnim, nema konkrétniho autora. Vzorova feseni sepsali
zadavajici, feseni druhé tlohy pak Martin Tancer.

Ulohy prvni série opravovali (fazeno podle opravované tlohy) Milan Benda, Petra Valesova,
Alenka Drébkova, Martin , Tritas“ Dungl, Sasa Kazda, Michal Hroch, Vita Kala a Honza Kyn¢l.



2.seridlova série
Téma: Matematicka biologie

Termin odeslani: 21. BREZNA 2005

4. ULOHA (5 BODU)
Uvazuj, ze muzes$ libovolné vytvorit molekulu RNA o délce maximéalné 300 nukleotidt. Kolik rtz-
nych proteint (posloupnosti aminokyselin) muzes§ prekladem informace obsazené v RNA ziskat?

5. ULOHA (5 BODU)
Uvazuj graf o 12 vrcholech oznacenych 1 az 12 dany nésledujicim obrazkem.
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Rozdej kazdému z vrchola jedno z pravidel Identita, Inverze, Nula a Jedna tak, aby vysledny
graf mél cyklus (periodické Feseni) s nejvétsi moznou délkou. Své feseni zdivodni.

6. ULOHA (5 BODU)
a) Jaké jsou vSechny mozné délky cyklu (periodickych FeSeni) pro graf z piikladu 5 pro vSechny
mozné volby pravidel pro vrcholy?

b) Jaké nejdelsi periodické feseni muze mit obecny graf o N vrcholech, kde do kazdého vrcholu
mifi jen jedna hrana, tj. graf, jehoz vrcholy maji stavy fidici se pravidly Identita, Inverze, Nula
a Jedna?

Druhou sérii zadali Martin Tancer (1, 2, 4, 5, 7, 8) a Vita Kala (3, 6).
Ulohy druhé série opravovali (fazeno podle opravované ulohy) Jifi Koula, Ben Vejnar, Pepa
Kristan, Honza Kyncl, Marek Tesar, Vita Kala, Martin Tancer a Ansa Lauschmannova.



3. seridlova série
Téma: Matematickad biologie

Termin odeslani: 30.KVETNA 2005

7. ULOHA (5 BODU)
Piedpokladej, ze adenovirus mé tvar pravidelného dvacetisténu o primérul 90 nm. Jaky je jeho
povrch? Svou odpovéd zdivodni.

8. ULOHA (5 BODU)
Predpokladej, ze virus ma tvar koule o priméru 90 nm. Mas k dispozici krouzky (molekuly) o pri-
meéru 1 nm, kterymi chces zakryt jeho povrch. Predpokladej, ze se krouzky nemohou prekryvat.
Jakou maximalni ¢ast povrchu viru muzes krouzky zakryt?

9. ULOHA (5 BODU)
Zjednodusme si problém o jednu prostorovou dimenzi. Uvazujme kruznici o praméru 90 nm,
kterou se snazime zakryt malymi intervalky o délce 7 nm.

(a) Jakou maximalni a minimalni ¢ast povrchu kruZnice mizou vzajemné se nepfekryvajici inter-
véalky zakryt (tak, Ze uz neni mozné pfidat dalsi intervalek, aby se nepiekryval s jiz umisténymi)?
(b) Uvazuj, ze intervaly jsou pokldddny na kruznici ndhodné. Interval je poloZen, jen pokud
se v ndhodné zvoleném misté neprekryva s jiz polozenymi intervaly. Tento postup je opakovan
az do chvile, kdy uz na kruznici neni volné mezera pro néjaky dalsi interval, a poté spocitadme
celkovy pokryty povrch kruznice. Jakou ¢ast povrchu kruznice intervalky v prauméru zakryvaji? To
znamena: Pokud zopakujes pokryvani kruznice mnohokrat a pro kazdé pokryti spocitas zakrytou
¢ast povrchu kruznice — jaky bude jejich priamér? Svou odpovéd zdivodni.

Ulohy tteti série zadali Vifa Kala (1, 3, 4, 5, 7) a Martin Tancer (2, 6, 8), vzorova feseni
sepsali zadavajici.

Ulohy tieti série opravovali postupné Sasa Kazda, Marek Tesa¥, Martin Dungl, Michal Hroch,
Ben Vejnar, Pepa Kfistan, Vifa Kala a Martin Tancer.

LPfesnéji, pramér koule opsané dvacetisténu je 90 nm.



Reseni 1. seridlové serie

1. tuloha

Uvazujme vekové strukturovanou populaci obsahujici mladsi jedince, jejichz pocet v Case t ozna-
¢ime Nto, a starsi jedince, jejichz pocet v cCase t oznacime Ntl. Necht v ¢ase t = 0 mame 28
mladsich jedincii a jednoho starsiho jedince a necht se vyvoj populace fidi podle nésledujiciho

Leslieho modelu:
Nt0+1 = N)? +4Nt17

N, =05N.

Naleznéte pocty mladsich a starsich jedinct v ¢ase t = 10, t = 100 a v libovolném case t s vyuzitim
metody ze serialu.

Nejprve najdeme vlastni ¢isla modelu, fesime tedy soustavu rovnic

ANG = NG +4Ng,
AN = 0,5NQ,

coZ upravime na
A —=1)NJ —4Ng =0,

—0,5N0 + AN} = 0.

Jedna rovnice musi byt nasobkem druhé, coz vede na rovnici (A — 1)\ = 2, coz je kvadraticka
rovnice s feSenimi 2 a —1. Pro vlastni ¢islo 2 najdeme z prvni rovnice vlastni vektor napt. (4,1),
pro vlastni &slo —1 pak vlastni vektor (2, —1). Obecné feseni je tedy tvaru

N2 =Cp-20 -4+ Coy-(—1)"-2,
N{ =C1-2" 4+ Ca - (-1)" - (-1).

Konstanty C7 a C2 odvodime z pocateénich podminek: dosazenim obdrzime soustavu:
28 = NJ =4C1 4+2C2, 1=C1 — Co.
Resenim této soustavy je C1 = 5, Ca = 4, proto poéty jedincti v &ase ¢ jsou

NP =20-2" +8-(=1),
N} =5-2" —4.(-1)"

Pro ¢t = 10 tak dostaneme (NY,, Ni,) = (20488,5116) a pro ¢ = 100 potom mame pfiblizné
(N0, Nigo) = (2,5-1031,6,3 - 1030).



2. tloha

(a) Uvazujte diferenéni rovnici N¢11 = 50 + % Najdéte pevny bod této diferen¢ni rovnice. Je
tento pevny bod globalné stabilni?

(b) Pro libovolné C naleznéte vSechny pevné body diferen¢ni rovnice N¢41 = 100+ C (N —100).

(¢) Pro kazdy pevny bod z ¢asti (b) rozhodnéte, zdali je globalné stabilni.

(a) Je-li z pevny bod zadané diferen¢ni rovnice, musi platit x = 50+ 3. Resenim této rovnice
je pak x = 100. Nahlédneme, Ze tento bod je globalné stabilni. Je-li N < 100, potom

N¢ Ny N
N, =50+ — > — 4+ — = Ny,
t4+1 + B > 2 + B t

Nt
Nt+1:50+7<50+50:$,

Co z toho plyne? Posloupnost hodnot N; zacinajici néjakym N < 100 bude stale rust, avsak
vzdy bude mensi nez 100. Z toho plyne, Ze se musi zdola blizit k néjakému ¢islu. V nasem piipadé
mame pouze jednoho kandidata na limitu — pevny bod = = 100, takZe posloupnost N: se zdola
blizi k x. Je-li naopak N; > 100, budou platit pfesné opacné nerovnosti a posloupnost se k
bude blizit shora.

(b) Mséjme konkrétni C, potom pevny bod x splituje rovnici = 100+ C(z—100), jejimz FeSenim
je z =100 pro C' # 1 a z libovolné pro C' = 1. Pro C' =1 je proto pevnym bodem kazdé redlné
¢éislo, pro C # 1 je pevnym bodem vzdy ¢islo 100.
(c) Jeli C =1, zfejmé zaddny z pevnych bodl neni globalné stabilni. Bud C > 1 a N; > 100,
potom

Nit1 =100 4+ C(N¢y — 100) = N¢ + (C — 1)(INy — 100) > Ny,

posloupnost N; tedy poroste a pevny bod 100 proto neni pro C > 1 glob&lné stabilni.
Bud nyni C' < —1. Potom

Nitz = 100 + C(N¢y1 — 100) = 100 + C(100 4+ C(Ng — 100) — 100) = 100 + C2(N; — 100),

tedy pouzijeme-li stejny argument jako vyse, dostaneme, ze pro Ny > 100 je N¢t2 > N¢, pod-

posloupnost N¢, N¢y2, Nit4, ... bude rostouci a pevny bod 100 tak pro C < —1 neni globélné
stabilni.
Ted se podivejme na C' = —1. Potom ndm rovnice piejde na Nyy1 = 200 — N¢, tudiz Nyqo =

200— (200 — N¢) = N a posloupnost se proto nebude blizit k pevnému bodu pro zadné Ny # 100,
tento pevny bod opét neni globalné stabilni.

Zbyvéa nam moznost C' € (—1,1). Upravme si rovnici na Nyy1 = (1—C)-100+C- N;. VSimnéte
si, ze volbou C' = % dostaneme piiklad (a). Zkusme tedy pouZit stejny postup: predpokladejme,
ze C € (0,1). Bud N; > 100, potom

Ni41=(1-C)-100+C-N¢ > (1—C)-100+ C - 100 = 100,
Niz1=(1—-C)-100+C-N¢ < (1—=C)-N¢+C- Nt = Ny,



posloupnost N se proto blizi shora k pevnému bodu 100, pro N; < 100 budou platit opac¢né
nerovnosti a posloupnost ptjde k 100 zdola, tedy 100 je globalné stabilni pevny bod.
Pro C = 0 mame rovnici Ny = 100 a posloupnost je tak rovna pevnému bodu pocinaje
druhym clenem bez ohledu na pocate¢ni podminku, pevny bod je tedy globalné stabilni.
Nakonec bud C € (—1,0). Necht N; > 100. Potom

Ney1=(1-C)-100+C - Ny < (1 —C)-100+ C - 100 = 100,
zaroven jsme diive ukazali, ze
Nit2 = 100 + C?(N; — 100) = (1 — C?%) - 100 4+ C2% - Ny.

Pouzijeme-li nyni stejny argument jako vyse, vidime, ze posloupnost N¢, Niy2, Nita, ... jde
k 100 shora a posloupnost N¢41, Ni¢4+3, Nits, ... jde k 100 zdola, celkové tak posloupnost Ny jde
k pevnému bodu 100. Pro N; < 100 se jen prohodi nerovnosti, dostdvame tak, ze pro C' € (—1,0)
je 100 globalné stabilni pevny bod.

Shrneme-li pfedchozi odstavce, mizeme fict, ze jedinym globalné stabilnim pevnym bodem
je ¢islo 100 a to pravé pro C € (—1,1).

Poznamky opravovatele: Hledani pevnych bodt nedélalo vétsinou problémy, az na par fesitela,
ktefi si zfejmé nedostateéné prostudovali seridl, a dalsi, ktefi v ¢asti (b) nerozebrali zv1ast piipad
C =1, a potom délili nulou.

Neékolik Fesiteld se snazilo v ¢asti (a) rozhodovat o globalni stabilité podobnym zptsobem,
jaky je ve vzorovém Feseni. VSichni napsali, ze pro Ny < 100 plati N¢y1 > N, ale az na vyjimky
uz neuvedli, ze i Ny11 < 100. To je ale dulezity pfedpoklad, protoze to prvni plati napf. i v ¢asti
(c) pro C = —1, kdy ale 100 globalné stabilni neni. Castéjsim (a presnéjsim) zptisobem bylo
nalézt vyjadreni N; piimo pomoci Ng a t. V &sti (c) se takto dostalo Ny = 100+ C* (N — 100),

coz §lo snadno dokazat indukci. Tim se tloha prevedla na urceni tlim Ct.
— 00

Neékolik Fesiteld si v8imlo, Ze rovnice z ¢ésti (a) je vlastné jen specidlni p¥ipad rovnice z ¢4sti
(b) a (c) pro C = %, a dostalo za to +i.

3. tloha
Uvazujme systém dvou soupeficich organismi, jejichz pocéty v Case ¢ si oznacime N a M;.
Predpokladejme, ze se poéty N a M vyvijeji dle néasledujiciho systému diferenc¢nich rovnic:

Ny = Ne 1
UM+ Mt
M 1
Miy1 =

Nt+1+Nt+1'

Naleznéte co nejvice pocatecnich podminek Ng a My takovych, ze druha populace M; dfive nebo
pozdéji vyhyne. Zde slovo vyhynuti znamend, Zze hodnota M; je od néjakého ¢asu mensi nez 1.



Oznacme si Ng = n, My = m. Zadané diferen¢ni rovnice si mizeme prepsat jako

Ny +1 My +1

M, 1 1SN

Niy1 =

Zkusme se podivat na vyvoj systému pro mala t:

7n+1 7m+1
17m+17 17n+17
Ny = AL+l mEmEL
- m+1 - m414nt+l T ’
n+1+1 n+1 m+1

obdobné My = ZLT'T Vidime tedy, ze pro t > 2 je Ny = N1 a My = M;. Ma-li populace M;
vyhynout, musi se tak stat v case t1. OvSem M; < 1 pravé tehdy, kdyz Mo = m < n = Np.
Vidime, ze populace M; vyhyne pravé tehdy, kdyz Moy < No (vSimnéte si, Ze situace je

symetrickd, tedy v pfipadé Mo > Ng vyhyne N, v pfipadé Mo = Ng je My = Ny =1 prot > 1).
= Y / . / / / .
Reseni 2. seridlové série

4. tloha

Uvazujte, ze muzete libovolné vytvorit molekulu RNA o délce maximalné 300 nukleotidia. Kolik
riznych proteint (posloupnosti aminokyselin) muzete piekladem informace obsazené v . RNA
ziskat?

Jelikoz tfi pismena kéduji jednu aminokyselinu, mize mit vysledny protein maximéalné 100
aminokyselin. Jelikoz médme moznost vytvaret molekuly RNA libovolné, mizeme vytvorit vsechny
mozné proteiny o délce 100 aminokyselin. Jelikoz je kédovatelnych celkem 20 aminokyselin, exis-
tuje teoreticky 20190 fetézcti riizné se opakujicich dvaceti aminokyselin o délce sto. Jelikoz miize
byt kdekoliv v fetézci RNA také signal k preruseni prekladu, mame moznost vytvorit i vSechny
mozné fetézce o délce 99 aminokyselin, 98 aminokyselin, ..., az 1 aminokyseliny. Jejich pocty
jsou 2099, 2098, 2097, ... | 201. Celkem muZeme tedy vytvofit

20" 420 +20% + - - +20%® 4+ 20%9 + 200
posloupnosti aminokyselin, coz po Upravé dava
201 + 202 4+ 203 + .-+ +20%8 + 2099 4 20100 =
=20(1 4201 +20% + .- +20%7 + 2098 4 20%9) =
20100 1 20

=200—= = Z=(20%%° —1).
20— 1 19



5. aloha
Uvazujte graf o 12 vrcholech (oznacenych 1 az 12) dany néasledujicim obrazkem.
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Prifadte kazdému z vrcholt jedno z pravidel identita, inverze, nula a jedna tak, aby vysledny
graf mél cyklus (periodické Feseni) s nejvétsi moznou délkou. Své feseni zduvodnéte.

Pokud pouzijeme pravidla nula nebo jedna, pak vysledny graf nebude mit zadny cyklus.
Presnéji feSeni bude mit pevny bod, ktery bychom také mohli nazyvat cyklem o délce jedna
(rozmysli si!).

Abychom dostali graf s delsim cyklem, musime rozdat vrcholtim jen pravidla identita a inverze.
Uvazuj nyni nésledujici pravidla pro vrcholy grafu: Pro vrchol 1 inverze, pro ostatni vrcholy
identita. Zvolme za pocéteéni stav systému usporddanou dvanéctici 111111111111 (zde prvni &islo
znad¢i hodnotu ve vrcholu 1, druhé hodnotu ve vrcholu 2 atd.). Pak stavy systému v néasledujicich
¢asovych krocich jsou

011111111111, 001111111111, 000111111111, 000011111111, 000001111111, 000000111111,

000000011111, 000000001111, 000000000111, 000000000011, 000000000001, 000000000000,
100000000000, 110000000000, 111000000000, 111100000000, 111110000000, 111111000000,
111111100000, 111111110000, 111111111000, 111111111100, 111111111110, 111111111111.

Vidime, zZe stav systému se poprvé opakuje po 24 krocich. Objevili jsme tudiz periodické feseni
s periodou délky dvacet Ctyfi, tj. cyklus délky 24. Nyni si jiz staci jen uvédomit, ze delsi cyklus
nemuze existovat.

Zdtvodnéni je nasledujici: Mé-li naptiklad vrchol 8 na pocéatku stav 0, pak informace o tomto
stavu ,projde“ grafem postupné pies vrcholy 9, 10, 11, 12,1, 2, 3,4, 5, 6, 7 a 8 a po 12 ¢asovych
krocich se tato informace ,vrati“ zpét do vrcholu ¢&islo 8. Pii kazdém kroku se bud stav zachova
(pokud je v daném vrcholu identita), nebo otoé¢i (pokud je v pfislusném vrcholu inverze). Po
dvanécti krocich se tedy vrati do vrcholu s ¢islem 8 bud stav 0 (pokud je v grafu sudy pocet
pravidel inverze) nebo stav 1 (pokud je inverzi lichy pocet). Pokud se tam vratil stav 0, pak po
dalsich dvanécti ¢asovych krocich se musi opét vratit do vrcholu s ¢islem 8 stav 0. Pokud se
naopak do vrcholu s ¢islem 8 vratil opa¢ny stav 1, pak dvanact ¢asovych krokt prohazuje nulu



na jednicku a ze symetrie téz jednicku na nulu. Tedy po dalsich dvanéacti ¢asovych krocich se
do vrcholu s ¢islem 8 vrati opét stav 0. Stejnou Gvahu mizeme udélat pro libovolny jiny vrchol.
Tudiz jsme ukdzali, Ze po 24 ¢asovych krocich se Feseni (v pfipadé pravidel inverze a identita ve
vrcholech) musi vzdy opakovat. Tedy graf miize mit maximalni cyklus délky 24.

Vyse uvedeny cyklus mél délku 24, tedy jsme ukazali, Ze je maximalni mozny.

6. iloha
(a) Jaké jsou vSechny mozné délky cykli (periodickych Feseni) pro graf z ptikladu 5 pro vSechny
mozné volby pravidel pro vrcholy?

(b) Jaké nejdelsi periodické Feseni muze mit souvisly? graf o N vrcholech, kde do kazdého
vrcholu mifi pravé jedna hrana, tj. graf, jehoz vrcholy maji stavy fidici se pravidly identita,
inverze, nula a jedna?

Pokud néjaky vrchol obsahuje pravidlo jedna nebo pravidlo nula, pak mé graf pevny bod
(ktery bychom mohli povazovat za cyklus délky 1). Dale ukézeme, ze existuji cykly délky 2, 3,
4, 6, 8, 12 a 24. Priklady takovych cykli jsou déany zde:

Cyklus délky 2. Kazdému z vrcholu pfifadime pravidlo inverze. P¥i pocatecnich hodnotach
111111111111 obdrzime cyklus

000000000000, 111111111111.

Cyklus délky 3. Vrcholum 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11 pfifadime pravidlo inverze, vrcholum 3, 6, 9,
12 pravidlo identita. Pro pocate¢ni stav 111111111111 obdrzime cyklus

001001001001, 010010010010, 111111111111.

Cyklus délky 4. Vrcholum 1, 3, 5, 7, 9, 11 pfifadime pravidlo inverze, vrcholim 2, 4, 6, 8, 10,
12 pravidlo identita. P¥i poéate¢nim stavu 111111111111 obdrzime cyklus

010101010101, 000000000000, 101010101010, 111111111111.

Cyklus délky 6. Vrcholim 1, 4, 7, 10 pfifadime pravidlo inverze, vrcholum 2, 3, 5, 6, 8, 9, 11,
12 pravidlo identita. P¥i pocatecni hodnoté 111111111111 obdrzime cyklus

011011011011, 001001001001, 000000000000, 100100100100, 110110110110, 111111111111.

Cyklus délky 8. Vrcholum 1, 5, 9 pfifadime pravidlo inverze, vrcholim 2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11,
12 pravidlo identita. P¥i po¢ate¢ni podmince 111111111111 obdrzime cyklus

011101110111, 001100110011, 000100010001, 000000000000,

2Souvisly graf je takovy, ze z kazdého vrcholu se lze po hranich dostat do kazdého, pFicemsz
muzeme jit i proti sméru Sipek. V teorii grafu takové souvislosti fikame slabd.



100010001000, 110011001100, 111011101110, 111111111111.

Cyklus délky 12. Vrcholum 1, 7 pfifadime pravidlo inverze, vrcholum 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11,
12 pravidlo identita. P¥i pocatecni podmince 111111111111 obdrzime cyklus

011111011111, 001111001111, 000111000111, 000011000011, 000001000001, 00000000000,

100000100000, 110000110000, 111000111000, 111100111100, 111110111110, 111111111111.

Cyklus délky 24. Vrcholu 1 ptifadime pravidlo inverze, ostatnim pravidlo identita. Pfi poca-
te¢ni podmince 111111111111 obdrzime cyklus

011111111111, OO1111111111, 000111111111, 000011111111, 000001111111, 000000111111,

000000011111, 000000001111, 000000000111, 000000000011, 000000000001, 000000000000,
100000000000, 110000000000, 111000000000, 111100000000, 111110000000, 111111000000,
111111100000, 111111110000, 111111111000, 111111111100, 111111111110, 111111111111.

Ukézali jsme tedy, ze existuji cykly délky 2, 3, 4, 6, 8, 12 a 24. Zbyva ukazat, ze jiné cykly
existovat nemohou. K tomu si vS§imnéme, ze délky vSech nalezenych cyklu déli ¢islo 24. Pokud by
existoval cyklus o délce k, kterd neni délitelem ¢isla 24, musi byt k < 24, nebof jsme v feseni paté
alohy ukazali, Ze se feSeni bude vzdy opakovat (pro pravidla inverze a identita) po maximalné
24 casovych krocich.

Uvazujme nyni, Ze k neni délitelem 24 a k je nejmensi mozna délka (perioda) daného cyklu.
Potom se ovSsem stav bude opakovat po k casovych krocich, 2k casovych krocich, 3k casovych
krocich, atd. Stav se bude také opakovat po \_%jk casovych krocich, kde I_%J znadi celou ¢ast
podilu %‘ To ovSem znamend, Ze se stav bude rovnéz opakovat po d = 24 — L%Jk dasovych
krocich, nebot se opakuje po 24 &asovych krocich i po L%jk ¢asovych krocich. Jelikoz vsak
d=24— L%Jk < k (rozmysli si), nasli jsme periodu délky d, ktera je mensi nez nejmensi perioda
daného feseni, coz je evidentné nesmysl. Obdrzeli jsme tedy spor a tudiz jsme dokazali, ze vSechny
mozné cykly maji délku 2, 3, 4, 6, 8, 12 a 24, jejich priklady byly uvedeny vyse.

(b) Uvazujme graf na N vrcholech obdobny grafu z paté ulohy, tedy ,kruznici“, pfifadme vr-
cholu 1 pravidlo inverze a ostatnim pravidlo identita, potom obdrzime cyklus délky 2N (rozmysli
sil).

Na druhou stranu, obdobné jako v feSeni paté ulohy zdivodnime, zZe se stav systému musi
nejpozdéji po 2N casovych krocich zopakovat. Rozmysli si, ze graf vyhovujici podmince zadani
vypada jako kruznice, ze které pripadné vyruastaji stromecky. Je-li délka kruznice L, potom se
stav systému zopakuje nejvyse po 2L krocich, nebot stav vrcholi stromecku je uréen hodnotou
kofenu na kruznici, z néhoz stromecek roste.

Celkové dostavame, ze nejdelsi mozna perioda feSeni pro souvisly graf na N vrcholech takovy,
ze do kazdého vrcholu vede pravé jedna hrana, je rovna 2N.



Reseni 3. seridlové série

7.aloha
Piedpokladejte, Ze adenovirus mé tvar pravidelného dvacetisténu o priméru® 90 nm. Jaky je
jeho povrch?

Polomér koule opsané dvacetisténu je roven r = d/2 = 45 nm. Jednoduchou geometrickou

uvahou ¢tenaf nahlédne, Ze hrana pravidelného dvacetisténu ma délku

1
a=7r4/21— — | 47,32 nm.
(-%)

Sténa pravidelného dvacetisténu je rovnostranny trojuhelnik, jeji obsah proto je

_ V32 _ V3
T4 2

(1 - i) r? ~ 969,42 nm?
NG ,

Jelikoz ma dvacetistén dvacet stén, je jeho povrch dvacetindsobkem obsahu jedné jeho stény,
tedy

S

1
P=20.5=20Y 302 = 103 (1 - —) r? ~ 19388, 45 nm?.
4 NG

8. aloha

Predpokladejte, ze virus ma tvar koule o praméru 90 nm. Mate k dispozici krouzky (molekuly)
o priméru 1 nm, kterymi chcete zakryt jeho povrch. Predpokladejte, ze se krouzky nemohou
prekryvat. Jakou maximalni ¢ast povrchu viru dokazete zakryt?

Uloha bohuzel asi nema zadné pékné feseni. Tuto tlohu a &ast (b) nasledujici tlohy jsme
mysleli jako vyzvu fesitelim, aby zkusili najit co nejlepsi odhady. Omlouvame se proto tém, kdo
od nés ocekavaji presné reseni. Na druhou stranu mozné potésime ty, kdo maji radi priblizné
metody.

Zkusme nejprve pokryvat krouzky rovinu. Za timto tucelem si rovinu roziezeme na Sestitthel-
niky (bez odpadu) o strané 1/4/3 nm. Do kazdého Sestithelniku poté vepiseme kruznici o priméru
1 nm. Timto zptsobem se nam podari zakryt

T
—— ~90,7%

2v/3 '

roviny. Koule o priméru 90 nm se z pohledu relativné malého krouzku jevi jako rovina, proto
miizeme odhadnout, Ze vySe uvedenym zptisobem muzeme pokryt kolem 90 % povrchu koule.

3Ptesné&ji, pramér koule opsané dvacetisténu je 90 nm.



Bylo by dobré ukazat, ze nas odhad je rozumny. Najdeme zpusob, jak kouli zcela pfesné a
korektné pokryt zhruba ze 68 procent.

Zkusme kouli vepsat dvacetistén. Ten mé (podle feSeni tlohy 7) hrany o délce a > 47nm a
jeho stény jsou trojuhelniky. Nyni vytvofime néco, ¢emu se rika triangulace 47. stupné.

Co se stane, kdyz si kazdou hranu rovnomérné rozdélime na 47 dilkt délky | = a/47 > 1 nm?
Dostévame 48 bodt na kazdé hrané (dva body na koncich jsou sdilené). Kazdé dva takové body
jsou jeden od druhého vzdéleny nejméné 1 nm (rozmysli si), coz nam vyhovuje. Uvazme nyni
triangulaci kazdé stény jako na obrazku. Z kazdého z 46 ,vnitinich“ boda na hranach vedeme
rovnobézky s obéma zbylymi hranami. V misté, kde se tyto pfimky protnou, zvolime nové body
(viz obrazek).

Tvrdime, ze i kazdé dva tyto nové body jsou od sebe vzdéaleny nejméné 1 nm. To jisté plati
v ramci kazdé stény a (protoze thly svirané sténami jsou tupé) plati to i pro dva body ze
sousedicich stén. Dvé nesousedni stény pak uz jisté jsou od sebe dost daleko.

Kolik bodu jsme takto vytvorili? Na kazdé sténé méme 1 +24+3+--- 448 = % =24-49
vrchold, stén mame dvacet. Body na hranach dvacetisténu jsme pritom pocitali dvakrat, body
ve vrcholech dvacetisténu dokonce pétkrat. Hran dvacetisténu je 30 a vrchola 12. Na kazdé hrané
je 46 bodu (nepoditaje ty ve vrcholech).

Proto dostavame pro n pocet umisténych bodi:

n=20-24-49 —30-46 —4-12 = 22092.

Nyni uz staci tyto body promitnout na kouli opsanou dvacetisténu: Z kazdého bodu X po-
vedeme kolmici na jemu pfislusnou sténu (kolmice vede ven z dvacetisténu, v pfipadé bodu na
hranach vedeme kolmici na libovolnou sténu) a podivame se, kde se tato kolmice protne s opsanou
kouli. Tam zvolime obraz X’ bodu X. Rozmysli si, Zze vzdalenost zadnych dvou bodi se timto
zpusobem nemuze zvétsit.

Piitom kazdy krouzek prokryje zhruba?
celé plose pak Cini:

% ¢tverecnich nanometra. Pomér pokryté plochy ku

4Protoze krouzek je ,placaty“, zatimco koule zakiivena, nebude pokryta oblast mit presné
tvar kruhu, ale kulové vysece. Rozdil v povrchu ale necini ani jedno promile a protoze pocitame
numericky, dovolime si ho zanedbat.
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Uvedené pokryti by jisté slo aspon trochu vylepsit, jako dolni odhad vSak neni Spatné.

Poznamky opravovatele: Vétsina fFeSeni obsahovala myslenku pokryvani koule jako ,skororo-
viny“ pomoci krouzki, ze které plynul odhad pokryti okolo 90%. Né&kolik lidi se pokusilo kouli
pokryt presnéji, vétsinou pomoci roziezani koule na prstence, na které se pak davaly krouzky.
Zcela jasny a ,Cisty“ dolni nebo horni odhad se bohuzel nevyskytl — pfeci jen neni lehké ovérit,
ze se pres dvacet tisic krouzkt nikde neprekryva.

9. tloha
Zjednodusme si problém o jednu prostorovou dimenzi. Uvazujme kruznici o praméru 90 nm,
kterou se snazime zakryt malymi intervalky o délce 7 nm.

(a) Jakou maximalni a minimdalni ¢ast povrchu kruznice mohou vzdjemné se nepiekryvajici
intervalky zakryt (tak, Ze uz neni mozné pfidat dalsi intervalek, aby se nepfekryval s jiz umisté-
nymi)?

(b) UvaZujte, Ze intervaly jsou poklddany na kruznici ndhodné: Interval je poloZen, jen pokud
se v ndhodné zvoleném misté nepiekryva s jiz polozenymi intervaly. Tento postup je opakovan
az do chvile, kdy uz na kruznici neni volnd mezera pro néjaky dalsi interval, a poté spocitadme
celkovy pokryty povrch kruznice. Jakou ¢ast povrchu kruznice intervalky v priméru zakryvaji? To
znamena: Pokud zopakujes pokryvani kruznice mnohokrat a pro kazdé pokryti spocitas zakrytou
&ast povrchu kruznice, jaky bude jejich pramér? Svou odpovéd zdtvodni.

(a) Obvod kruznice o priméru 90 nm je roven 907 nm. Pokud nasklddame intervalky vedle
sebe, pak se jich na obvod kruznice vejde akorat 90 a cely obvod kruznice je pokryty. Vzajemné
se neprekryvajici intervalky mohou tedy maximélné zakryt 100% obvodu kruznice.

Na druhou stranu polozime-li 46 intervalki na kruznici tak, Ze mezera mezi libovolnymi
sousednimi je rovna %W nm, pak uz neni mozné nikam piidat dalsi intervalek. Ctenaf si sim
miize rozmyslet, ze jakékoliv pokryti 45 a méné intervalky musi mit mezeru dostatecné velkou
pro pfidani dalsiho intervalku. V nejhor$im mozném pripadé proto polozime na kruznici pravé
46 intervalki.

Vzajemné se neprekryvajici intervalky mohou tedy minimélné zakryt 46/90 ~ 51, 1% obvodu
kruznice.

(b) Pfedné se omlouvame ¢tendftm, ktefi zde o¢ekdvaji obecné feSeni. ,Hezké“ FeSeni tohoto
problému nezname. Uloha byla myslena jako vyzva fesiteliim k vyzkouSeni rtiznych metod zdolani
problému.

Uloha vyzaduje uréitou zakladni piedstavu o pravdépodobnosti. Pokud bys mél zijem o po-
drobnéjsi vysvétleni, muzes si precist tieba seridl o pravdépodobnosti a statistice, ktery vychazel
v minulém roc¢niku Prasete.



Predné bychom si méli uvédomit, co pfesné znamenda ,pramérny pocet intervalia“. Méjme
néjakych k& moznych hodnot hi,hg,..., i ndhodné veli¢iny, pricemz i-t4 hodnota ma pravdé-
podobnost p;®, tak primérna hodnota této veli¢iny je vazeny primér Eh = Zle pih;. Muzete
si to predstavit tak, ze uskuteénime strasné moc pokusu a spocitdme si pramérnou hodnotu h
ptipadajici na jeden pokus®.

Vsimnéte si, Ze prumérnd hodnota viibec nemusi byt rovna aritmetickému praméru maximélni

Nejjednodussi zpuisob FeSeni tllohy je napsat si program, ktery bude pfimo simulovat pridavani
intervalii”: Vygeneruje ndhodné &islo uréujici polohu st¥edu nového intervalku a podivé se, zda
je vybrané misto volné. Pokud ano, tak intervalek prida a pokracuje. Pokud ne, vygeneruje nové
nahodné cislo a zkusi to znovu. Kdyz uz pro dalsi interval neni nikde misto, program skonci a
vypise pocet ,,ubytovanych® intervalu.

Kdyz tento program pustime ,hodnékrat“, dostaneme sadu ¢isel, ze kterych uz umime spo-
éitat primér. Samoziejmé nedostaneme presné primeérnou hodnotu nasi ndhodné veli¢iny, ale
hodnotu s néjakou chybou®. Hodnékrat® pak znamené ,tolikrat, aby pravdépodobnost velké
chyby byla zanedbatelna“. Nas program dal po 100000 pokusech hodnotu 67,27 intervalku, coz
znamend primérné pokryti 74.7% kruznice. V tomto pfipadé tedy primér vychdzi blizko priméru
nejhorsiho a nejlepsiho pripadu, ale obecné na to nelze spoléhat.

Jind moznost je zkusit spocitat funkci f(I) = E h(l) uréujici pro interval (0,!) primérny podet
ubytovanych intervélkt délky 1. Pro I € (0,1) je zjevné f(I) = 0 a pro ! € (1,2) je f(I) = 1.
Navic pokud znadme hodnoty této funkce pro x < [ — 1, tak umime ur¢it hodnotu f(I) (viz dale).

Podivejme se, co se stane, kdyz umistime na kruznici o obvodu I > 1 prvni interval. Zatim
volné &ist kruznice bude mit tvar ptulmésice (¢ili pismene C, piipadné U). Tento ptilmésic se
chova Gplné stejné jako interval délky [ — 1. Praumérny pocet ubytovanych intervalkt proto bude
1+Eh(l—1)=1+4 f(l —1). VSe, co potfebujeme nyni udélat, je spocitat f(89).

1
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0 x z+1 l
Uvazme tedy interval (0,1), kde zase [ > 1. Opét si pfedstavime situaci po ubytovani prvniho
intervalku. Ozna¢me x polohu jeho levého okraje. Zjevné musi byt 0 < z < [—1. Prvni intervélek
nam (0,!) rozsekne na dva volné (a disjunktni) intervaly (0,z) a (z + 1,1) (s body na okrajich
intervalkl si nemusime délat starosti — predpoklddame, Ze intervélky jsou oteviené). Pro ty uz
hodnotu f spodéitat umime — je to f(z) resp. f(I — z — 1). Pro danou volbu z tedy dostavame

LY

5Tfeba pti hodu tfemi mincemi mame 4 moznosti pro veli¢inu ,pocet padlych orla“: bud
nepadne zadny, nebo 1, 2, nebo 3. Pravdépodobnosti jsou postupné %, ,%

Pro padlé orly bychom méli Eh = £ -0+g.1+g-2+§.3:§

7"Obvykle v naSem seminaii nemame programy p¥ilis radi, ale v tomto ptipadé udélame vy-
jimku, protoze tloha nejspiSe neni reSitelna jinak nez numericky

8Uvédom si, Ze vystup naseho programu je sam o sobé vlastné nahodnou veli¢inou.

331
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prumérné g(z) = 1+ f(z) + f(I — z — 1) ubytovanych intervalki. Chtéli bychom tedy udélat
,Priumér pies viechna z € (0,1 — 1).“

Jako dobré zobecnéni sumy se v tomto pripadé nabizi integral. Lze si to predstavit tak, ze si
interval (0,! — 1) rozdélime na hodné (ale kone¢né mnoho) dilkl a spocitdme pramér pres tyto
dilky.

Dostavame rovnost: 1
1 _

f) = =1/ g(z) dz,

tedy po dosazeni:

1 1—1 -1 -1
f(l):ﬁ/() 1+f(:c)+f(l—a:—1)dx:1+/0 f(z)dz+/0 Fl—2—1)do

Druhy integral je pfitom roven prvnimu, jak je vidét po substituci z =1 — = — 1. Proto:

2 -1

Celou dobu jsme tise pfedpokladali, ze f existuje a je ,hezkd“ (integrovatelnd), coz jsou
celkem pfirozené pozadavky.

Odtud uz umime (opét numericky) spocitat f(89). Program, ktery to udéla, muze fungovat
tfeba tak, Ze si interval (0,89) rozdéli na hodné dilki a pak postupné pocitd hodnoty funkce
() pro v jednotlivych dilcich pomoci pfedchazejicich hodnot. Takto ndm vysSel pramérny pocet
intervalki 67,28.

Vyhoda oproti predchozi metodé spociva v tom, Ze jsme vylouéili ndhodnost a tlohu prevedli
na hledéni feSeni (integralni) rovnice. Kdybychom méli §tésti a rovnice vysla jednoduchd, mohli
bychom problém vyfesit presné.

Poznamky opravovatele: Prakticky vsichni resitelé si poradili s prvni ¢asti tlohy, o druhou
&ast se jich pokousela zhruba polovina. Nejéast&ji feseni druhé ¢asti vyuzivala (predpokladané)
symetrie problému: Z predpokladu, ze pravdépodobnost pokryti n a 135 — n intervaly je stejna,
odvodila, Ze praimérna hodnota bude pfesné uprostied, tedy 67,5. Ve skutecnosti je symetrie
pouze priblizna, jak se lze presvédcit tieba simulaci na pocitaci.



