
2. sérieTéma: TrojúhelníkTermín odeslání: 1. listopadu 20041. úloha (3 body)V trojúhelníku ABC je délka tì¾ni
e spojují
í vr
hol C a støed strany AB rovna polovinì délkystrany AB. Doka¾te, ¾e tì¾i¹tì trojúhelníku ABC, støed kru¾ni
e opsané trojúhelníku ABCa vr
hol C le¾í na jedné pøím
e.2. úloha (3 body)V rovinì jsou nakresleny støedy stran trojúhelníku ABC. Sestrojte trojúhelník ABC. Nezapo-meòte na diskusi poètu øe¹ení.3. úloha (3 body)Mìjme dán trojúhelník ABC. Oznaème X, Y , Z po øadì prùseèík bli¾¹í k vr
holu A kru¾ni
evepsané trojúhelníku ABC s osou úhlu BAC, prùseèík bli¾¹í k vr
holu B kru¾ni
e vepsanétrojúhelníku ABC s osou úhlu ABC a prùseèík bli¾¹í k vr
holu C kru¾ni
e vepsané trojúhelníkuABC s osou úhlu ACB. Pro které trojúhelníky ABC jsou trojúhelníky XY Z a ABC podobné?4. úloha (5 bodù)V rovinì je dán trojúhelník ABC a bod D na stranì AB. Oznaème x = jADj, y = jBDj. Doka¾te,¾e jCDj � ax+byx+y .5. úloha (5 bodù)Sestrojte trojúhelník ABC, znáte-li støed kru¾ni
e jemu opsané, prùseèík osy úhlu ACB se stra-nou AB a prùseèík osy úhlu ACB s osou strany AB. Nezapomeòte na diskusi poètu øe¹ení.6. úloha (5 bodù)Ne
h» H je støed kru¾ni
e vepsané trojúhelníku ABC a D je prùseèík osy úhlu ACB se stranouAB. V závislosti na délká
h stran trojúhelníku ABC vyjádøete pomìr jCHj : jDHj.7. úloha (5 bodù)V prostoru je dán ostroúhlý trojúhelník ABC. V roviná
h kolmý
h na rovinu trojúhelníku ABCle¾í tøi kru¾ni
e, jeji
h¾ prùmìry jsou vý¹ky trojúhelníku ABC. Doka¾te, ¾e tyto tøi kru¾ni
emají právì dva spoleèné prùseèíky.8. úloha (5 bodù)Rovnostranný trojúhelník ABC o obsahu 1 je rozdìlen na 7 men¹í
h trojúhelníkù tak, jak jenakresleno na obrázku. Pøedpokládejme, ¾e ètyøúhelníky ABDE, BCEF , CAFD jsou teènové.Dále ne
h» mají kru¾ni
e vepsané ABDE a CDE spoleèný bod dotyku, kru¾ni
e vepsané BCEFa AFE spoleèný bod dotyku a kru¾ni
e vepsané CAFD a BDF spoleèný bod dotyku. Naví
ne
h» se kru¾ni
e vepsaná trojúhelníku DEF dotýká kru¾ni
 vepsaný
h trojúhelníkùm AEF ,BDF a CDE. Spoèítejte obsah trojúhelníku DEF .1
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A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AØe¹ení 2. série1. úloha (149, 138, 2; 77, 3; 0)V trojúhelníku ABC je délka tì¾ni
e spojují
í vr
hol C a støed strany AB rovna polovinì délkystrany AB. Doka¾te, ¾e tì¾i¹tì trojúhelníku ABC, støed kru¾ni
e opsané trojúhelníku ABCa vr
hol C le¾í na jedné pøím
e.Ne
h» S je støed strany AB, ze zadání plyne, ¾e jSAj = jSBj = jSCj, tedy S je støed kru¾ni
eopsané �ABC. Pøímka CS je tì¾ni
e, tedy tì¾i¹tì �ABC le¾í na této pøím
e, odtud jsou natéto pøím
e v¹e
hny tøi po¾adované body.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Drtivá vìt¹ina øe¹ení byla v poøádku. Chtìl by
h v¹ak øe¹iteleupozornit, ¾e se u takto jednodu
hé úlohy vyplatí napsat spí¹ ví
e ne¾ ménì. Si
e ka¾dý ví, ¾etì¾i¹tì le¾í na tì¾ni
i, ale pøe
ejen se slu¹í to napsat (kdy¾ mám ukázat, ¾e tøi body le¾í napøím
e, mìl by
h napsat, ¾e na pøím
e spojují
í dva z ni
h ten tøetí také le¾í).2. úloha (150, 140, 1; 95, 2; 0)V rovinì jsou nakresleny støedy stran trojúhelníku ABC. Sestrojte trojúhelník ABC. Nezapo-meòte na diskusi poètu øe¹ení.Oznaème postupnì SAB , SAC , SBC zadané støedy stran AB, AC, BC. Tøi úseèky tvoøenédvoji
emi tì
hto bodù se obvykle nazývají støední pøíèky trojúhelníku ABC. Vyu¾ijeme známétvrzení, ¾e støední pøíèky jsou rovnobì¾né se stranami trojúhelníku ABC. Konkrétnì SABSAC kBC, SABSBC k AC, SACSBC k AB. Pokud toto tvrzení nezná¹, tak dùkazem, ¾e SABSAC kBC, je stejnolehlost se støedem ve vr
holu A a koe�
ientem 12 , ta toti¾ pøevádí stranu BC naúseèku SABSBC , podobnì se doká¾ou zbývají
í dvì rovnobì¾nosti. Naví
 odtud snadno plyne,¾e trojúhelníky ABC a SBCSACSAB jsou podobné (s koe�
ientem 12 ).S tímto tvrzením o rovnobì¾nosti je u¾ konstruk
e velmi jednodu
há { sestrojíme rovnobì¾kyse støedními pøíèkami pro
házejí
í zbývají
ím bodem z bodù SAB , SAC , SBC . Body A, B, Cpak získáme jako prùseèíky tì
hto rovnobì¾ek. Pre
iznìji, postup konstruk
e:1. a; SBC 2 a; a k SABSAC2. b; SAC 2 b; b k SABSBC3. 
; SAB 2 
; 
 k SACSBC4. A; A 2 b \ 
5. B; B 2 a \ 
6. C; C 2 a \ b 3
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Poslední odstave
 vìnujeme diskusi. Pokud je SABSACSBC trojúhelník, potom ABC budetrojúhelník o dvojnásobné velikosti a úloha má právì jedno øe¹ení. Pokud SAB , SBC , SAC netvoøítrojúhelník, potom úloha nemá øe¹ení { plyne z poslední vìty prvního odstav
e.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Proto¾e tato úlo¾ka byla veli
e jednodu
há, hodnotil jsem jipøísnìji, a tak tøi body získalo jen pár øe¹itelù. Témìø v¹i
hni si
e napsali, ¾e pokud trojúhelníkexistuje, pak jeho strany splòují urèitou vlastnost, ale málokdo ukázal, ¾e pokud trojúhelník tytovlastnosti má, pak splòuje zadání úlohy. Dal¹ím èastým nedostatkem byla 
hybìjí
í èást diskusepro pøípad, ¾e dané body le¾í na pøím
e.3. úloha (111, 64, 1; 79, 3; 0)Mìjme dán trojúhelník ABC. Oznaème X, Y , Z po øadì prùseèík bli¾¹í k vr
holu A kru¾ni
evepsané trojúhelníku ABC s osou úhlu BAC, prùseèík bli¾¹í k vr
holu B kru¾ni
e vepsanétrojúhelníku ABC s osou úhlu ABC a prùseèík bli¾¹í k vr
holu C kru¾ni
e vepsané trojúhelníkuABC s osou úhlu ACB. Pro které trojúhelníky ABC jsou trojúhelníky XY Z a ABC podobné?Oznaème kru¾ni
i vepsanou trojúhelníku ABC k a její støed I. Vnitøní úhly trojúhelníkuznaème �, � a 
 obvyklým zpùsobem. Body X, Y a Z le¾í na kru¾ni
i se støedem I, tak¾epodle vìty o obvodovém a støedovém úhlu napøíklad platí, ¾e 2j^ZXY j = j^BICj = � �j^IBCj � j^ICBj = � � �+
2 = �+�2 . Je tedy j^ZXY j = �+�4 , analogi
ky j^XY Zj = �+�4a j^XZY j = �+
4 . Ch
eme, aby byly trojúhelníky ABC a XY Z podobné, musí tedy mít stejnévnitøní úhly u svý
h vr
holù. To je mo¾né nìkolika zpùsoby:a) 4ABC � 4XYZ. Potom � = �+�4 , tak¾e � = �3 , obdobnì i � = 
 = �3 , ABC je tedyrovnostranný trojúhelník.b) 4ABC � 4XZY . Pak obdobnì jako v a) je � = �3 , ale � = �+
4 a 
 = �+�4 , odkud poúpravì opìt dostaneme, ¾e ABC je rovnostranný.
) 4ABC � 4ZYX nebo 4ABC � 4YXZ. Tyto pøípady jsou analogi
ké b).d) 4ABC � 4Y ZX nebo 4ABC � 4ZXY . Opìt upravením rovností mezi úhly trojúhelníkùdostaneme, ¾e ABC je rovnostranný.Jedinou mo¾ností tedy je rovnostranný trojúhelník ABC.4. úloha (73, 40, 2; 67, 3; 0)V rovinì je dán trojúhelník ABC a bod D na stranì AB. Oznaème x = jADj, y = jBDj. Doka¾te,¾e jCDj � ax+byx+y . 4



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ASnadno si rozmyslí¹ pøípady, kdy bod D splývá s bodem A nebo B (tehdy nastává rovnost).Nadále pøedpokládejme, ¾e bod D je vnitøním bodem AB, tedy x; y > 0. Veïme bodem B pøímkup rovnobì¾nou s pøímkou AC a oznaème E prùseèík této pøímky a pøímky CD. Vzhledem k tomu,¾e p je rovnobì¾ná s AC, jsou trojúhelníky BDE a ADC podobné. Koe�
ient jeji
h podobnostije jBDjjADj = yx . Odtud je jDEj = yjCDjx , jBEj = byx a vzhledem k tomu, ¾e pøímka p vede vnìúhlu ABC (jinak by protínala úseèku AC, tedy by s pøímkou AC nemohla být rovnobì¾ná), jejCEj = jCDj+ jDEj = jCDj �1 + yx � = jCDjx+yx .Nyní staèí pou¾ít trojúhelníkovou nerovnost pro trojúhelník CBE. Toti¾ jCEj < jCBj+jBEj,neboli jCDjx+yx < a + byx , 
o¾ lze (vzhledem k tomu, ¾e x; y > 0) upravit na jCDj < ax+byx+y .Dùkaz je tedy hotov.5. úloha (87, 56, 2; 68, 3; 0)Sestrojte trojúhelník ABC, znáte-li støed kru¾ni
e jemu opsané, prùseèík osy úhlu ACB se stra-nou AB a prùseèík osy úhlu ACB s osou strany AB. Nezapomeòte na diskusi poètu øe¹ení.Oznaème postupnì S støed kru¾ni
e opsané, D prùseèík strany AB a osy úhlu ACB a Eprùseèík osy strany AB a osy úhlu ACB. S, D, E, jsou tedy nám známé body.Pro jednodu
host nejprve pøedpokládejme, ¾e strany AC a BC trojúhelníku ABC budourùznì dlouhé. V takovém pøípadì si lze v¹imnout, ¾e bod E le¾í na kru¾ni
i opsané, a potomu¾ bude konstruk
e velmi jednodu
há. Oznaème E0 støed oblouku AB kru¾ni
e opsané. Ch
emedokázat, ¾e bod E0 splývá s bodem E. Bod E0 zøejmì le¾í na ose strany AB, staèí tedy dokázat,¾e bod E0 le¾í také na ose úhlu ACB (zde vyu¾ijeme, ¾e délky stran AC a BC jsou rùzné {potom toti¾ nesplývá osa strany AB s osou úhlu ACB, tedy prùseèík je jednoznaèný). Podlevìty o obvodovém úhlu jsou nad stejnì dlouhými tìtivami AE0 a BE0 stejné úhly, tudí¾ bod E0le¾í na ose úhlu ACB, 
o¾ jsme 
htìli. V¹imni si naví
 je¹tì, ¾e za této situa
e body D, E a Snele¾í na jedné pøím
e.
A B

C

D

E = E′

S

Konstruk
e je nyní pøímoèará, sestrojíme kru¾ni
i opsanou trojúhelníku ABC (její¾ støeda polomìr známe), snadno sestrojíme pøímku AB (je kolmá na SE) a pak snadno doplníme bodyA, B, C. Postup konstruk
e: 5



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A1. k; k(S; jSEj)2. p; D 2 p; p ? SE3. A;B; A;B 2 p \ k4. C; C 2 DE \ kV pøípadì, ¾e strany AC a BC jsou stejnì dlouhé, osa úhlu ACB a osa strany AB splývají.Nyní se buï mù¾eme rozhodnout, ¾e jeji
h prùseèík nemá význam, a úlohu neøe¹it, nebo zaprùseèík vybrat jeji
h libovolný spoleèný bod. V takovém pøípadì body S, D, E le¾í na jednépøím
e (bod E v¹ak u¾ nemusí le¾et na kru¾ni
i opsané). Nyní v¹ak najdeme nekoneènì mnohoøe¹ení, pøímka AB je kolmá na SE a le¾í na ní bod D { takto je jednoznaènì urèena. Ni
ménì,volíme-li na této pøím
e body A a B, potøebujeme jen, aby byly stejnì daleko od bodu S, takurèíme polomìr kru¾ni
e opsané. Bod C pak u¾ snadno urèíme podobnì jako v pøed
hozímpostupu.Diskuse. Le¾í-li body S, D, E na jedné pøím
e, potom má úloha nekoneènì mnoho øe¹ení { vizpøed
hozí odstave
. Nele¾í-li na jedné pøím
e, potøebujeme, aby bod D le¾el uvnitø strany AB,
o¾ spe
iálnì znamená, ¾e musí le¾et uvnitø kru¾ni
e k(S; jSEj), v takovém pøípadì u¾ snadnonajdeme jednoznaèné (a¾ na prohození bodù A, B) øe¹ení (rozmysli si). Naopak, není-li bod Duvnitø kru¾ni
e k, nemù¾e le¾et na stranì AB a øe¹ení nenalezneme.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Najjednodu
h¹í sp�sob ako vypoèíta» tento príklad bolo dokáza»,¾e os uhla pretína os protilahlej strany na opísanej kru¾ni
i (teda a¾ na nejaké degenerovanéprípady). Potom to u¾ bolo µahké. V èom ste ale robili najvia
 
hýb bolo to, ¾e vela z vás, ktorínepou¾ili pred
hádzajú
u úvahu, tvrdilo, ¾e staèí zobra» kru¾ni
u s µubovolným polomerom atakto potom viemem zkon¹truova» nekoneène veµa trojuholníkov, ale treba si uvedomi», ¾e skorov¹etky takéto trojuholníky nebudú splòova» podmienky zo zadania (èes» výnimkám :=)).6. úloha (66, 61, 4; 42, 5; 0)Ne
h» H je støed kru¾ni
e vepsané trojúhelníku ABC a D je prùseèík osy úhlu ACB se stranouAB. V závislosti na délká
h stran trojúhelníku ABC vyjádøete pomìr jCHj : jDHj.Lemma. Mìjme trojúhelník ABC, prùseèík osy úhlu BAC se stranou BC znaème D. PakjBDjjCDj = jABjjACj .Dùkaz. Oznaème j^BACj = �, j^CDAj = '. Podle sinové vìty v trojúhelníku ACD platíjCDjjACj = sin �2sin' , obdobnì v trojúhelníku ABD máme jBDjjABj = sin �2sin(��') . Proto¾e sin' = sin(��'),po snadné úpravì dostáváme z pøed
hozí
h vztahù dokazované lemma.V øe¹ení vyu¾ijeme je¹tì následují
í známou vìtu.Vìta (van Aubel). Ne
h» je dán trojúhelník ABC a body D, E, F po øadì na straná
h BC,AC, AB tak, ¾e se pøímky AD, BE, CF protínají v bodì H. Potom platí jAHjjHDj = jAEjjCEj + jAF jjBF j .Nyní u¾ mù¾eme vyøe¹it zadanou úlohu. Oznaème X, Y po øadì prùseèíky os úhlù BAC,ABC s protìj¹ími stranami trojúhelníka. Pøímky AX;BY;CD se protínají v bodì H. Pou¾itímvan Aubelovy vìty a lemmatu dostáváme jCHjjDHj = jCY jjAY j + jCXjjBXj = jBCjjABj + jACjjABj = jBCj+jACjjABj .7. úloha (45, 29, 3; 11, 5; 0)V prostoru je dán ostroúhlý trojúhelník ABC. V roviná
h kolmý
h na rovinu trojúhelníku ABCle¾í tøi kru¾ni
e, jeji
h¾ prùmìry jsou vý¹ky trojúhelníku ABC. Doka¾te, ¾e tyto tøi kru¾ni
emají právì dva spoleèné prùseèíky. 6



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ANejprve si oznaèíme nìkolik bodù. Oznaèíme AD, BE, CF vý¹ky trojúhelníku ABC a Horto
entrum (prùseèík vý¹ek) trojúhelníku ABC. Dále oznaèíme ka, kb, k
 kru¾ni
e ze zadání poøadì nad prùmìry AH, BE, CF a ' oznaème rovinu trojúhelníku ABC. Jeliko¾ kolmé prùmìtykru¾ni
 ka, kb, k
 do roviny ' jsou vý¹ky AH, BE, CF , musí se pøípadný prùseèík tì
htokru¾ni
 zobrazit (kolmým prùmìtem) na prùseèík vý¹ek, tedy na bod H. Z ka¾dé kru¾ni
e sena bod H kolmým prùmìtem zobrazí dva body (jeden þnadÿ rovinou ' a jeden þpodÿ), tedyspoleèné prùseèíky ka, kb, k
 jsou nejvý¹e dva. Pro kru¾ni
i kx oznaème X1 bod na kru¾ni
ikx þnadÿ bodem H, jeho¾ kolmým prùmìtem je H, a X2 takový bod þpodÿ H, kde x je a, bnebo 
. Aby
hom dokázali, ¾e jsou právì dva, staèí dokázat, ¾e body A1, B1 a C1 splývají (zesymetrie podle roviny ' pak dostáváme, ¾e i body A2, B2 a C2 splývají); 
h
eme tedy dokázat,¾e jA1Hj = jB1Hj = jC1Hj (}). Podle Thaletovy vìty je trojúhelník AA1D pravoúhlý (s pravýmúhlem pøi vr
holu A1), naví
 A1H je vý¹ka tohoto trojúhelníku. Podle Eukleidový
h vzor
ù jetedy jA1Hj2 = jAHj�jDHj. Podobnì odvodíme, ¾e jB1Hj2 = jBHj�jEHj, jC1Hj2 = jCHj�jFHj.Aby
hom dokázali (}), staèí tedy dokázat, ¾e jAHj � jDHj = jBHj � jEHj = jCHj � jFHj To jeov¹em snadné, staèí si podle tvrzení uu uvìdomit, ¾e trojúhelníky AHF a CHD jsou podobné,tedy jAHjjFHj = jCHjjDHj , neboli jAHj � jDHj = jCF j � jFHj. Podobností AHE a BHD se doká¾ezbývají
í rovnost.8. úloha (14, 11, 3; 00, 2; 5)Rovnostranný trojúhelník ABC o obsahu 1 je rozdìlen na 7 men¹í
h trojúhelníkù tak, jak jenakresleno na obrázku. Pøedpokládejme, ¾e ètyøúhelníky ABDE, BCEF , CAFD jsou teènové.Dále ne
h» mají kru¾ni
e vepsané ABDE a CDE spoleèný bod dotyku, kru¾ni
e vepsané BCEFa AFE spoleèný bod dotyku a kru¾ni
e vepsané CAFD a BDF spoleèný bod dotyku. Naví
ne
h» se kru¾ni
e vepsaná trojúhelníku DEF dotýká kru¾ni
 vepsaný
h trojúhelníkùm AEF ,BDF a CDE. Spoèítejte obsah trojúhelníku DEF .
A B

C

DE

FOznaème po øadì G, H, I body dotyku kru¾ni
 vepsaný
h po øadì trojúhelníkùm AFE,BDF , CDE se stranami EF , FD, DE. Vzhledem k pøedpokladùm v zadání1 jsou body G, H,I zároveò body dotyku kru¾ni
e vepsané trojúhelníku DEF a naví
 jsou body G, H, I po øadìbody dotyku kru¾ni
 vepsaný
h ètyøúhelníkùm BCEF , CAFD a ABDE. Dále ne
h» J, P , Mjsou po øadì body dotyku kru¾ni
e vepsané ètyøúhelníku ABDE se stranami EA, AB, BD, ne
h»1V doplnìném zadání. 7



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AL, Q, O jsou po øadì body dotyku ètyøúhelníku BCEF se stranami FB, BC, CE a ne
h» N , R,K jsou po øadì body dotyku ètyøúhelníku CAFD se stranami DC, CA, AF .
A B

C

DE

F

G H

I

J

K L

M

N
O

P

Q
R

Nyní budeme pou¾ívat jednodu
hé a známe tvrzení (~), a si
e ¾e kdykoliv máme kru¾ni
i k,bod T vnì této kru¾ni
e a TX, TY teèny ke kru¾ni
i k takové, ¾e body X, Y le¾í na k, potomjTXj = jTY j. Pokud toto tvrzení nezná¹, rozmysli si, proè platí, je to jednodu
hé.Postupným pou¾itím (~) pro kru¾ni
e vepsané ètyøúhelníkùm ABDE, BCEF a CAFD a vr-
holy tì
hto ètyøúhelníkù a dále pro kru¾ni
i vepsanou trojúhelníku DEF a vr
holy tohoto troj-úhelníku dostaneme, ¾e platí:jDN j = jDHj = jDIj = jDM j = d; jEOj = jEGj = jEIj = jEJj = e;jFKj = jFHj = jFGj = jFLj = f; jAJ j = jAP j = a; jARj = jAKj = a0;jBLj = jBQj = b; jBM j = jBP j = b0; jCOj = jCQj = 
; jCRj = jCN j = 
0;pøièem¾ a, a0, : : : , f jsme zvolili tak, aby platily pøed
házejí
í rovnosti.Nyní si je¹tì uvìdomíme, ¾e a = a0, b = b0, 
 = 
0.Oznaème J1,K1 body dotyku kru¾ni
e vepsané trojúhelníku AEF se stranami AE, AF . Podle(~) je jEJ1j = jEGj, tedy jEJ1j = e = jEJj, odkud body J a J1 splývají. Podobnì splývajíbody K a K1, tedy J a K jsou body dotyku kru¾ni
e vepsané trojúhelníku AEF , odkud podle(~) je jAJ j = jAKj, tedy a = a0. Podobnì se doká¾ou zbývají
í dvì rovnosti b = b0 a 
 = 
0.Nyní si u¾ snadno uvìdomíme, ¾e a = b = 
, toti¾ trojúhelník ABC je podle zadání rovno-stranný, tedy jAP j+ jPBj = jBQj+ jQCj = jCRj + jRAj, neboli a + b = b + 
 = 
 + a, odkudzmiòovaná rovnost u¾ snadno plyne.Nadále úlohu tro
hu pøeformulujeme. Nakresleme si po øadì kru¾ni
e ka, kb, k
, kd, ke a kfse støedy A, B, C, D, E, F a polomìry a, b = a, 
 = a, d, e, f . Potom vzhledem k odvozenýmrovnostem jsou body J, K, L, M , N , O, P , Q, R body dotykù tì
hto kru¾ni
.8
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Mù¾eme napøíklad pøedpokládat, ¾e známe kru¾ni
e ka, kb a k
 a mezi nì 
h
eme umístitkru¾ni
e kd, ke, kf tak, aby se dotýkaly v pøíslu¹ný
h bode
h J, : : : , R. Jedná se tedy o jistouobdobu Apolloniový
h úloh2. Pøednì si v¹imneme, ¾e napøíklad bod F le¾í na ose strany AB(toti¾ jAF j = a + f , jBF j = a + f = b + f), tudí¾ soustava kru¾ni
 ka, kb, k
, kf je osovìsoumìrná podle osy strany AB (trojúhelník ABC je rovnostranný). Analogi
ky body D a E le¾ína osá
h stran BC a AC.Nyní budeme 
htít odvodit, ¾e kru¾ni
e kd a ke jsou osovì soumìrné podle osy úseèky AB.Toto tvrzení doká¾eme dvìma rùznými zpùsoby. První (elegantnìj¹í) pøístup se bude opírato pomìrnì silné tvrzení z oblasti øe¹ení Apolloniový
h úloh, druhý pøístup nebude tak elegantní,ni
ménì bude elementární.První pøístup. Øe¹me Apolloniovu úlohu { hledejme kru¾ni
i, která má s kru¾ni
emi kb, k
a kf vnìj¹í dotyk. Kru¾ni
e kd a ka jsou zøejmì øe¹eními. Tvrzení z oblasti Apolloniový
h úlohv¹ak øíká, ¾e úloha { kru¾ni
e, která má se zadanými tøemi kru¾ni
emi vnìj¹í dotyk { má nejvý¹e2 øe¹ení3. Vzhledem k symetrii podle osy úseèky AB je v¹ak øe¹ením této úlohy i kru¾ni
e k0eosovì soumìrná s ke (podle zmiòované osy). Tato kru¾ni
e zøejmì nesplývá s ka, tedy musísplývat s kru¾ni
í kd (jsou jen 2 øe¹ení). Jinými slovy jsou kru¾ni
e kd a ke osovì soumìrné podleosy AB, 
o¾ jsme 
htìli vìdìt.Druhý pøístup. Nebudeme ho provádìt do detailù, ty si zkus rozmyslet sama (sám). Pøedpo-kládejme, ¾e ka, kb, k
 a kf jsou pevnì dány. Pohybujme bodem D ve smìru od støedu Q úseèkyBC k bodu A (tedy bod D se pohybuje po ose strany BC). Polomìr kru¾ni
e kd je jednoznaènìurèen tak, aby se kru¾ni
e kd dotýkala kru¾ni
e kb, a roste s rostou
í vzdáleností od bodu Q(spoèítej si pomo
í Pythagorovy vìty). Na druhou stranu takto klesá vzdálenost bodù D a F(alespoò dokud D nedosáhne tì¾i¹tì ABC). Tedy poloha bodu D tak, aby se kd dotýkala i kf ,2Apolloniova úloha je konstrukèní úloha, pøi které jsou zadány nìkteré tøi (mù¾ou se opakovat)z objektù bod, pøímka, kru¾ni
e. Cílem úlohy je najít kru¾ni
i, která se dotýká v¹e
h tì
hto tøíobjektù.3Toto tvrzení lze napøíklad odvodit pomo
í kruhové inverze nebo lze dokázat analyti
ky.Pokud si najde¹ nìjakou literaturu o Apolloniový
h úlohá
h, pravdìpodobnì v ní toto tvrzení(nebo nìjakou obdobu s velmi podobným dùkazem) nalezne¹.9



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Aje jednoznaènì urèena. Podobnì je jednoznaènì urèena i poloha bodu E a ze symetrie podle osyAB jsou tyto polohy soumìrné podle zmiòované osy. Odtud u¾ plyne i soumìrnost kru¾ni
 kda ke.Podobnými argumenty zjistíme, ¾e jsou kru¾ni
e kd a kf osovì soumìrné podle osy AC a kru¾-ni
e ke a kf jsou osovì soumìrné podle osy BC. Odtud, jak si snadno rozmyslí¹, plyne, ¾e DEF jerovnostranný trojúhelník stejnolehlý s trojúhelníkem ABC, kde støedem stejnolehlosti je tì¾i¹tìABC a koe�
ient stejnolehlosti je nìjaké záporné èíslo �.Obsah trojúhelníku DEF je pak �2, zbývá tedy urèit �.Oznaème T spoleèné tì¾i¹tì trojúhelníkù ABC a DEF . Vzhledem k symetriím je jPF j =jPT j � jTF j (v¹e
hny tøi body le¾í na ose AB). Strana rovnostranného trojúhelníku DEF jerovna 2d, tudí¾ jTF j = 2dp33 (pokud tento vzoreèek nezná¹, dopoèítej si ho z Pythagorovyvìty a z vlastnosti tì¾i¹tì { dìlí tì¾ni
e v pomìru 1 : 2). Podobnì jTP j = 2ap36 , tedy jPF j =p33 (a� 2d). Dále platí jPAj = a a jFAj = a+ d. Z Pythagorovy vìty pro pravoúhlý trojúhelníkFPA tedy plyne, ¾e (a+ d)2 = a2 + 13(a� 2d)2 ;po úpravì (d 6= 0) � da�2 � 10 da + 1 = 0:Tedy da = 10 �p100� 42 = 5� 2p6:Aby DEF byl uvnitø ABC, musí být d < a (dokon
e d < a2 ), tudí¾ vyhovuje pouze pomìrda = 5� 2p6.Nyní si staèí uvìdomit, ¾e � (a¾ na znaménko) je pomìr délek stran trojúhelníkù ABC aDEF ,tedy, ¾e � = � 2d2a = �(5 � 2p6). Tedy obsah je roven �2 = 49� 20p6.Nyní si zbývá uvìdomit, ¾e tato situa
e je dosa¾itelná. To u¾ ne
háme na Tobì (asi nejjedno-du¹¹í je zobrazit trojúhelník ABC ve stejnolehlosti s koe�
ientem � podle tì¾i¹tì na trojúhelníkDEF a potom dopoèítat délky stran 7 vzniklý
h trojúhelníkù, potom u¾ je snadné ovìøit pod-mínky zadání).Poznámky k do¹lým øe¹ením: Ètìte poøádnì zadání: polovina ze ¹esti správný
h øe¹ení obsa-hovala pøedpoklad jABj = 1 (místo SABC = 1 podle zadání); za to jsem strhávala i. Èasto sevyskytovala øe¹ení zalo¾ená na nedostateènì odùvodnìném (i kdy¾ správném) tvrzení, ¾e trojú-helník DEF musí být rovnostranný, ta jsem o
eòovala 2 body.
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