s =
2. série
Téma: Trojuhelnik

Termin odeslani: 1.LISTOPADU 2004

1. 0LOHA (3 BODY)

V trojuhelniku ABC je délka téZnice spojujici vrchol C a stfed strany AB rovna poloviné délky

a vrchol C lezi na jedné ptimce.

2. ULOHA (3 BODY)

V roviné jsou nakresleny stfedy stran trojihelniku ABC. Sestrojte trojihelnik ABC. Nezapo-
mefite na diskusi po¢tu feSeni.

3.ULOHA (3 BODY)

Méjme dan trojuhelnik ABC. Oznatme X, Y, Z po fadé prisecik blizsi k vrcholu A kruZnice
vepsané trojihelniku ABC s osou uhlu BAC, priasecik blizsi k vrcholu B kruZnice vepsané
trojihelniku ABC' s osou uhlu ABC' a priisecik blizsi k vrcholu C kruznice vepsané trojihelniku
ABC s osou thlu ACB. Pro které trojuhelniky ABC jsou trojuhelniky XY Z a ABC podobné?

4.ULOHA (5 BODU)

V roving je dan trojihelnik ABC a bod D na stran& AB. Oznalme x = |AD|, y = |BD|. DokaZte,

e |CD| < aztby,
= z+y

5. ULOHA (5 BODU)

Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li stfed kruZnice jemu opsané, prisecik osy thlu ACB se stra-
nou AB a priisetik osy thlu ACB s osou strany AB. Nezapomeiite na diskusi poctu reSeni.

6. ULOHA (5 BODU)

Necht H je st¥ed kruznice vepsané trojuhelniku ABC a D je priisecik osy tthlu AC B se stranou
AB. V zévislosti na délkich stran trojihelniku ABC vyjidiete pomér |CH|: |DH]|.

7.0LOHA (5 BODU)

V prostoru je dan ostrouhly trojihelnik ABC'. V rovinich kolmych na rovinu trojthelniku ABC
lezi t¥i kruznice, jejichz praméry jsou vySky trojahelniku ABC. Dokazte, Ze tyto t¥i kruZnice
maji pravé dva spolecné priiseciky.

8. ULOHA (5 BODU)

Rovnostranny trojuhelnik ABC o obsahu 1 je rozdélen na 7 mensich trojuhelnika tak, jak je
nakresleno na obrazku. Pfedpokladejme, Ze ¢tyfuhelniky ABDE, BCEF, CAFD jsou te¢nové.
Déle necht maji kruZnice vepsané ABDE a CDE spole¢ny bod dotyku, kruZnice vepsané BCEF
a AFE spoletny bod dotyku a kruZnice vepsané CAF D a BDF spoletny bod dotyku. Navic
necht se kruZnice vepsand trojuhelniku DEF dotykd kruZnic vepsanych trojthelnikiim AEF,
BDF a CDE. Spocitejte obsah trojihelniku DEF'.
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ResSeni 2. série

1. dloha (149, 138, 2,77, 3,0)
V trojuhelniku ABC je délka téZnice spojujici vrchol C a stfed strany AB rovna poloviné délky

a vrchol C lezi na jedné ptimce.

Necht S je stfed strany AB, ze zadani plyne, ze |SA| = |SB| = |SC|, tedy S je st¥ed kruZnice

opsané AABC. Prfimka CS je téZnice, tedy tézisté AABC lezi na této primce, odtud jsou na
této primce vSechny t¥i pozadované body.

Pozndmky k doSlym feSenim: Drtiva vétSina feSeni byla v porfddku. Chtél bych vSak feSitele
upozornit, Ze se u takto jednoduché tlohy vyplati napsat spi§ vice nez méné. Sice kazdy vi, Ze

pfimce, mél bych napsat, Ze na pfimce spojujici dva z nich ten t¥eti také lezi).

2. tloha (150, 140, 1,95, 2,0)

V roviné jsou nakresleny stfedy stran trojihelniku ABC. Sestrojte trojuhelnik ABC. Nezapo-
mefite na diskusi poctu reSeni.

Oznafme postupné Sap, Sac, Spc zadané stfedy stran AB, AC, BC. T¥i tsecky tvorené
dvojicemi téchto bodi se obvykle nazyvaji stfedni pticky trojihelniku ABC. VyuZijeme zndmé
tvrzeni, Ze stfedni pFitky jsou rovnob&zné se stranami trojuhelniku ABC. Konkrétné SypSac ||
BC, SaSBc || AC, SacSBc || AB. Pokud toto tvrzeni neznés, tak dikazem, Ze SapSac ||
BC, je stejnolehlost se stfedem ve vrcholu A a koeficientem %, ta totiz prevadi stranu BC na
aseCku SaopSBc, podobné se dokdZzou zbyvajici dvé rovnobéznosti. Navic odtud snadno plyne,
7e trojuhelniky ABC a SpcSacSap jsou podobné (s koeficientem %)

S timto tvrzenim o rovnobéznosti je uz konstrukce velmi jednoduchd — sestrojime rovnobé&zky
se stfednimi p¥ickami prochézejici zbyvajicim bodem z bodt Sap, Sac, Ssc. Body A, B, C
pak ziskdme jako priseciky téchto rovnobézek. Preciznéji, postup konstrukce:

1. a; Spc€a, a || SaSac
2. by Sac €b, b | SaSsc
3. ¢ Sap€c¢ ¢ ||SacSsc
4. A; A€bne
5. B; B€anNnc
6. C; C€anbd



DX}l Korespondenc¢ni seminar, KAM MFF UK, Malostranské ndmésti 25, 11800 Praha 1 X

B SaB A

Spc Sac

C
b a
Posledni odstavec vénujeme diskusi. Pokud je SpapSacSpc trojuhelnik, potom ABC bude

trojuhelnik o dvojnéasobné velikosti a iloha mé pravé jedno reSeni. Pokud Sap, Spc, Sac netvori
trojuhelnik, potom tloha nem4 feSeni — plyne z posledni véty prvniho odstavce.

Poznamky k doSlym FeSenim: Protoze tato tlozka byla velice jednoduchd, hodnotil jsem ji
prisnéji, a tak tIi body ziskalo jen par reSiteld. Témér vSichni sice napsali, Ze pokud trojihelnik
existuje, pak jeho strany spliuji ur¢itou vlastnost, ale méalokdo ukdzal, ze pokud trojtahelnik tyto
vlastnosti ma, pak spliiuje zadani tlohy. Dal§im ¢astym nedostatkem byla chybé&jici ¢ast diskuse
pro pfipad, Ze dané body lezi na pfimce.

3.dloha (111, 64, 1,79, 3,0)
Méjme dan trojuhelnik ABC. Oznatme X, Y, Z po fadé prisecik blizsi k vrcholu A kruZnice
vepsané trojuhelniku ABC s osou thlu BAC, prisecik blizs§i k vrcholu B kruZnice vepsané
trojihelniku ABC' s osou uhlu ABC' a priisecik blizsi k vrcholu C kruznice vepsané trojihelniku
ABC s osou thlu ACB. Pro které trojuhelniky ABC jsou trojuhelniky XY Z a ABC podobné?

Oznacme kruZnici vepsanou trojuhelniku ABC k a jeji stfed I. Vnitini thly trojuhelniku
znaéme a, B a v obvyklym zptusobem. Body X, Y a Z lezi na kruZnici se stfedem I, takze
podle v&ty o obvodovém a stfedovém thlu napfiklad plati, Zze 2|<ZXY| = |<«BIC| = 7 —
|<IBC| — |<ICB| = w — 833 = 7$a Je tedy |<ZXY| = T+2, analogicky |<XYZ| = T+2
a|<«XZY|= Hﬁ. Chceme, aby byly trojihelniky ABC a XY Z podobné, musi tedy mit stejné
vnit¥ni Ghly u svych vrchold. To je mozné nékolika zplsoby:

a) AABC ~ AXYZ. Potom a = ™% takie a = %, obdobné i 8 = v = I, ABC je tedy
rovnostranny trojuhelnik.

b) AABC ~ AXZY. Pak obdobné& jako v a) je a = %, ale 8 = % ay = #, odkud po
apravé opét dostaneme, Ze ABC je rovnostranny.

c) AABC ~ AZY X nebo AABC ~ AY X Z. Tyto p¥ipady jsou analogické b).

d) AABC ~ AYZX nebo AABC ~ AZXY. Opét upravenim rovnosti mezi thly trojthelnika
dostaneme, Ze ABC' je rovnostranny.

Jedinou moZnosti tedy je rovnostranny trojuhelnik ABC.

4. tloha (73, 40, 2,67, 3,0)
V roving je dén trojuhelnik ABC a bod D na strand AB. Ozna¢me z = |AD|, y = |BD|. DokaZte,
se |CD| < 42,
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Snadno si rozmysli§ pfipady, kdy bod D splyvd s bodem A nebo B (tehdy nastdvd rovnost).
Nadale predpoklddejme, Ze bod D je vnitinim bodem AB, tedy z,y > 0. Vedme bodem B pfimku
p rovnobéznou s primkou AC a oznaéme E priisecik této pfimky a pfimky C'D. Vzhledem k tomu,
ze p je rovnobéznd s AC, jsou trojuhelniky BDE a ADC podobné. Koeficient jejich podobnosti
j = L. Odtud je [DE| = @, |BE| = bTy a vzhledem k tomu, Ze p¥imka p vede vné
uhlu ABC (jinak by protinala tsetku AC, tedy by s pfimkou AC nemohla byt rovnobé&znd), je
|CE| = |CD|+|DE|=|CD|(1+ %) = |CD| 22,

Nyni sta¢i pouZit trojuhelnikovou nerovnost pro trojihelnik C BE. Totiz |[CE| < |CB|+|BE]|,
neboli \CD|$T+?’ <a-+ %’, co? lze (vzhledem k tomu, Ze z,y > 0) upravit na |CD| < %.
Dikaz je tedy hotov.

5. tloha (87, 56, 2,68, 3,0)
Sestrojte trojihelnik ABC, zndte-li stfed kruznice jemu opsané, prisecik osy uhlu AC'B se stra-
nou AB a priisetik osy thlu ACB s osou strany AB. Nezapomeiite na diskusi poctu feSeni.

Oznalme postupné S stied kruZnice opsané, D pruselik strany AB a osy thlu ACB a E
prusecik osy strany AB a osy uhlu ACB. S, D, E, jsou tedy ndm zndmé body.

Pro jednoduchost nejprve predpokladejme, Ze strany AC a BC' trojuhelniku ABC budou
rizné dlouhé. V takovém pripadé si lze v§imnout, Ze bod E lezi na kruZnici opsané, a potom
uZ bude konstrukce velmi jednoduchd. Ozna¢me E’ stied oblouku AB kruZnice opsané. Chceme
dokazat, e bod E’ splyva s bodem E. Bod E’ ziejmé leZi na ose strany AB, stac¢i tedy dokazat,
%e bod E’ lezi také na ose uhlu ACB (zde vyuZijeme, Ze délky stran AC a BC jsou rtizné —
potom totiZ nesplyva osa strany AB s osou Ghlu ACB, tedy prisetik je jednozna¢ny). Podle
véty o obvodovém tihlu jsou nad stejnd dlouhymi tétivami AE’ a BE' stejné uhly, tudiz bod E’
lezi na ose thlu AC B, coZ jsme chtéli. V&imni si navic jeSté, Ze za této situace body D, E a S
nelezi na jedné piimce.

Konstrukce je nyni p¥imocard, sestrojime kruznici opsanou trojuhelniku ABC (jejiz stied
a polomé&r zname), snadno sestrojime pfimku AB (je kolma na SE) a pak snadno doplnime body
A, B, C. Postup konstrukce:
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1. k; k(S,|SE|)

2. p; Dep, p LSE

3. A/B; AB €pnk

4. C; CeDENk

V pripadé, Ze strany AC a BC jsou stejné dlouhé, osa thlu ACB a osa strany AB splyvaji.
Nyni se bud mtzeme rozhodnout, Ze jejich prisec¢ik nemé vyznam, a Ulohu nefesit, nebo za
prisecik vybrat jejich libovolny spole¢ny bod. V takovém ptipad€ body S, D, E lezi na jedné
pfimce (bod E v8ak uZ nemusi leZet na kruZnici opsané). Nyni viak najdeme nekoneén& mnoho
feSeni, pfimka AB je kolma na SE a lezi na ni bod D — takto je jednozna¢né ur¢ena. Nicméné,
volime-li na této pfimce body A a B, potfebujeme jen, aby byly stejné daleko od bodu S, tak
ur¢ime polomér kruznice opsané. Bod C pak uz snadno uréime podobné jako v predchozim
postupu.

Diskuse. Lezi-li body S, D, E na jedné p¥imce, potom mé tloha nekone¢né mnoho feSeni — viz
predchozi odstavec. Nelezi-li na jedné primce, potfebujeme, aby bod D lezel uvnitf strany AB,
co? specidlné znamend, 7e musi lezet uvniti kruZnice k(S,|SE|), v takovém piipadé uz snadno
najdeme jednozna¢né (aZ na prohozeni bodi A, B) FeSeni (rozmysli si). Naopak, neni-li bod D
uvnit¥ kruznice k, nemize leZet na strané AB a feSeni nenalezneme.

Poznamky k doslym fefenim: Najjednoduchsi sposob ako vypoditat tento priklad bolo dokazat,
7e os uhla pretina os protilahlej strany na opisanej kruZnici (teda a7 na nejaké degenerované
pripady). Potom to uZ bolo lahké. V €om ste ale robili najviac chyb bolo to, Ze vela z vés, ktori
nepouZili predchadzajicu tvahu, tvrdilo, Ze sta¢i zobrat kruZnicu s Tubovolnym polomerom a
takto potom viemem zkongtruovat nekoneéne vela trojuholnikov, ale treba si uvedomit, Ze skoro
vietky takéto trojuholniky nebudu spliiovat podmienky zo zadania (Cest vynimkam :=)).

6. tiloha (66, 61, 4,42, 5,0)
Necht H je stied kruZnice vepsané trojuhelniku ABC a D je priisecik osy thlu ACB se stranou
AB. V zévislosti na délkich stran trojuhelniku ABC vyjid¥ete pomér |CH| : |[DH|.

Lemma. Méjme trojihelnik ABC, priseéik osy Ghlu BAC se stranou BC zname D. Pak
|BD| _ |AB|

|CD| — JAC]|®

Diikaz. Oznaéme |[<BAC| = «, |[<CDA| = ¢. Podle sinové Véty v trojuhelniku ACD plati
|¢D| _ sing |BD| _ _sing
TAC] — 51n<p TAB| — sin(x— Ap)
po snadné Upravé dostdvame z predchozich vztahti dokazované lemma.

, obdobné v trojihelniku ABD méme Protoze sin ¢ = sin(m — ¢),

V feSeni vyuzijeme jeSté nasledujici zndmou vétu.
Véta (van Aubel). Necht je dan trojuhelnik ABC a body D, E, F po fadé na stranich BC,

AC, AB tak, 7e se piimky AD, BE, CF protinaji v bodé H. Potom plati ;gg‘l |gg; + ;gg;

Nyni uz miZeme vytesit zadanou tlohu. Oznaéme X, Y po Fadé priseciky os thli BAC,

ABC s protéj§imi stranami trojuhelnika. P¥imky AX, BY,CD se protinaji v bodé H. Pouzitim

< P |ICH| _ \CY| |CX| _ |BC| , |AC| _ |BC|+|AC]
van Aubelovy véty a lemmatu dostdvame [DH| = [4Y] + 1BX| = [AB| + [AB] = J4B] -

7.1loha (45, 29, 3,11, 5,0)
V prostoru je dan ostrouhly trojihelnik ABC'. V rovinich kolmych na rovinu trojthelniku ABC
lezi t¥i kruznice, jejichz praméry jsou vySky trojahelniku ABC. Dokazte, Ze tyto t¥i kruZnice
maji pravé dva spolecné priiseciky.
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Nejprve si ozna¢ime nékolik bodi. Oznaéime AD, BE, CF vysky trojuhelniku ABC a H
ortocentrum (prisecik vysek) trojuhelniku ABC. Déle oznacime kq, ky, ke kruZnice ze zad4ni po
fadé nad praméry AH, BE, CF a ¢ ozna¢me rovinu trojiuhelniku ABC. JelikoZ kolmé priméty
kruznic kg, kp, ke do roviny ¢ jsou vySky AH, BE, CF, musi se pfipadny prisecik téchto
kruZnic zobrazit (kolmym primétem) na priisetik vySek, tedy na bod H. Z kazdé kruZnice se
na bod H kolmym priimétem zobrazi dva body (jeden ,nad“ rovinou ¢ a jeden ,pod“), tedy
spolecné priseliky kq, kp, kc jsou nejvySe dva. Pro kruznici k; oznatme X; bod na kruZnici
kz ,nad“ bodem H, jehoZ kolmym primétem je H, a Xa takovy bod ,pod“ H, kde z je a, b
nebo ¢. Abychom dokézali, Ze jsou pravé dva, staci dokédzat, Ze body A1, B1 a Cy splyvaji (ze
symetrie podle roviny ¢ pak dostdvdme, Ze i body A2, B a Cs splyvaji); chceme tedy dokdzat,
7e |A1H| = |B1H| = |C1H| ({). Podle Thaletovy véty je trojuhelnik AA1 D pravothly (s pravym
uhlem p#¥i vrcholu Ap), navic A1 H je vyska tohoto trojihelniku. Podle Eukleidovych vzorcti je
tedy |A1H|?2 = |AH|-|DH|. Podobng odvodime, e |B1H|?> = |BH|-|EH|, |C1H|?> = |CH|-|FH]|.
Abychom dokézali (), stali tedy dokazat, 7e |AH|-|DH| = |BH|-|EH| = |CH|-|FH| To je
ov8em snadné, staci si podle tvrzeni uu uvédomit, Ze trojihelniky AHF a CHD jsou podobné,

[AH| _ |CH]|

tedy Fal = [DH neboli |AH| - |DH| = |CF|- |FH|. Podobnosti AHE a BHD se dokéze

zbyvajici rovnost.

8. dloha (14, 11, 3,00, 2,5)
Rovnostranny trojuhelnik ABC o obsahu 1 je rozdélen na 7 mensich trojuhelnika tak, jak je
nakresleno na obrazku. Pfedpokladejme, Ze ¢tyfuhelniky ABDE, BCEF, CAF D jsou te¢nové.
Déle necht maji kruZnice vepsané ABDE a CDE spole¢ny bod dotyku, kruZnice vepsané BCEF
a AFE spoletny bod dotyku a kruZnice vepsané CAF D a BDF spoletny bod dotyku. Navic
necht se kruZnice vepsand trojuhelniku DEF dotykd kruZnic vepsanych trojthelnikiim AEF,
BDF a CDE. Spocitejte obsah trojuihelniku DEF'.
C

A B

Ozname po fadé G, H, I body dotyku kruznic vepsanych po fadé trojuhelnikim AFE,
BDF, CDE se stranami EF, FD, DE. Vzhledem k piedpokladiim v zadani! jsou body G, H,
I zaroveni body dotyku kruZnice vepsané trojuhelniku DEF a navic jsou body G, H, I po fadé
body dotyku kruZnic vepsanych &tyfuhelnikim BCEF, CAFD a ABDE. Déle necht J, P, M
jsou po fadé body dotyku kruZnice vepsané ¢tyfuhelniku ABDE se stranami EA, AB, BD, necht

1V doplnéném zadéni.
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L, @, O jsou po Fadé body dotyku &tyfahelniku BCEF se stranami F B, BC, CE a necht N, R,
K jsou po tfadé body dotyku étyftahelniku CAF D se stranami DC, C A, AF.
C

F

A P B

Nyni budeme pouZivat jednoduché a zname tvrzeni (Q), a sice Ze kdykoliv méme kruZnici &,
bod T vné této kruznice a T'X, T'Y te¢ny ke kruznici k takové, ze body X, Y lezi na k, potom
|TX| = |TY|. Pokud toto tvrzeni neznas, rozmysli si, pro¢ plati, je to jednoduché.

Postupnym pouzitim (¥) pro kruZnice vepsané ¢tyfthelnikim ABDE, BCEF a CAFD a vr-
choly téchto ¢tyrtahelniki a dale pro kruznici vepsanou trojuhelniku DEF a vrcholy tohoto troj-
Ghelniku dostaneme, ze plati:

|DN|=|DH| = |DI|=|DM| =d, |EO| = |EG| = |EI| = |EJ| =,

\FK|=|FH|=|FG|=|FL| = f, |AJ|=|AP|=a, |AR|=|AK|=d/,

|BL|=|BQ|=b, |BM|=|BP|=V, |CO|=|CQ|=c, |CR|=|CN|=C¢,

pfi¢emz a, a’, ..., f jsme zvolili tak, aby platily pFedchdzejici rovnosti.

Nyni si je$té uvddomime, 7e a =a’, b=1b", c=¢'.

Oznacme J1, K1 body dotyku kruznice vepsané trojuhelniku AEF se stranami AE, AF. Podle
(V) je |[EJi| = |EG|, tedy |EJ1| = e = |EJ|, odkud body J a J; splyvaji. Podobn& splyvaji
body K a Ki, tedy J a K jsou body dotyku kruZnice vepsané trojuhelniku AEF, odkud podle
() je |AJ| = |AK|, tedy a = a’. Podobn& se dokdzou zbyvajici dvé rovnosti b=1b' a c=¢'.

Nyni si uz snadno uvédomime, Ze a = b = ¢, totiz trojihelnik ABC' je podle zaddni rovno-
stranny, tedy |AP|+ |PB| = |BQ| + |QC| = |CR| + |RA|, neboli a + b = b+ ¢ = ¢+ a, odkud
zmihovand rovnost uz snadno plyne.

Nadaéle tlohu trochu pfeformulujeme. Nakresleme si po fadé kruznice kq, kp, ke, kq, ke a kj
se sttedy A, B, C, D, E, F a poloméry a, b = a, ¢ = a, d, e, f. Potom vzhledem k odvozenym
rovnostem jsou body J, K, L, M, N, O, P, @Q, R body dotyk t&chto kruZnic.
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ke

ka

Mizeme napiiklad predpokladat, Ze zndme kruZnice k,, k; a k. a mezi né chceme umistit
kruZnice kg, ke, ks tak, aby se dotykaly v p¥islusnych bodech J, ..., R. Jedné se tedy o jistou
obdobu Apolloniovych tiloh?. P¥edné si v§imneme, e napiiklad bod F le#i na ose strany AB
(totiz |AF| = a + f, |[BF| = a+ f = b+ f), tudiZ soustava kruZnic ka, kp, kc, ky je osové
soumé&rné podle osy strany AB (trojihelnik ABC je rovnostranny). Analogicky body D a E lezi
na osich stran BC a AC.

Nyni budeme chtit odvodit, Ze kruZnice k; a ke jsou osové soumérné podle osy tsecky AB.
Toto tvrzeni dokdZeme dvéma riznymi zptsoby. Prvni (elegantné&jsi) pristup se bude opirat
o pomérné silné tvrzeni z oblasti feSeni Apolloniovych dloh, druhy pfistup nebude tak elegantni,
nicméné bude elementarni.

Prvni p¥istup. Re§me Apolloniovu tlohu — hledejme kruZnici, kterd mé s kruznicemi ky, ke
a ky vné&jsi dotyk. KruZnice k4 a kq jsou ziejmé FeSenimi. Tvrzeni z oblasti Apolloniovych tloh
v8ak Tikd, Ze loha — kruZnice, kterd ma se zadanymi tfemi kruznicemi vnéjsi dotyk — ma nejvyse
2 fefeni®. Vzhledem k symetrii podle osy tisecky AB je viak FeSenim této tilohy i kruZnice k.
osové soumé&rnd s ke (podle zmifiované osy). Tato kruZznice ziejmé& nesplyvd s kq, tedy musi
splyvat s kruZznici kg (jsou jen 2 ¥eSeni). Jinymi slovy jsou kruZnice k4 a ke 0sové soumérné podle
osy AB, coZ jsme chtéli védét.

Druhy pristup. Nebudeme ho provadét do detaild, ty si zkus rozmyslet sama (sdm). Pfedpo-
kladdejme, Ze kq, kp, kc a ky jsou pevné ddny. Pohybujme bodem D ve sméru od st¥edu Q tsecky
BC k bodu A (tedy bod D se pohybuje po ose strany BC'). Polomér kruznice kg je jednoznainé
urcen tak, aby se kruZnice k; dotykala kruZnice kp, a roste s rostouci vzdalenosti od bodu Q
(spotitej si pomoci Pythagorovy véty). Na druhou stranu takto klesd vzdilenost bodt D a F
(alespoi dokud D nedosdhne té7i3t& ABC). Tedy poloha bodu D tak, aby se kq dotykala i kj,

2 Apolloniova tiloha je konstrukéni tiloha, p¥i které jsou zadany n&které t¥i (miizou se opakovat)
z objekti bod, pfimka, kruZnice. Cilem tlohy je najit kruZnici, kterd se dotyka vSech téchto tii
objekti.

3Toto tvrzeni lze napiiklad odvodit pomoci kruhové inverze nebo lze dokdzat analyticky.
Pokud si najdes néjakou literaturu o Apolloniovych tlohédch, pravdépodobné v ni toto tvrzeni
(nebo né&jakou obdobu s velmi podobnym diikazem) naleznes.
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je jednozna¢né urcena. Podobné je jednozna¢né urcena i poloha bodu E a ze symetrie podle osy
AB jsou tyto polohy soumérné podle zminované osy. Odtud uz plyne i soumérnost kruznic kg
a ke.

Podobnymi argumenty zjistime, Ze jsou kruznice kg a ky osové soumérné podle osy AC a kruz-
nice ke a ky jsou osové soumérné podle osy BC. Odtud, jak si snadno rozmyslis, plyne, Ze DEF je
ABC a koeficient stejnolehlosti je n&jaké zaporné islo k.

Obsah trojihelniku DEF je pak k2, zbyvé tedy uréit &.

Oznafme T spoletné t87i§té trojuhelniki ABC a DEF. Vzhledem k symetriim je |PF| =
|PT| — |TF| (v8echny t¥i body leZi na ose AB). Strana rovnostranného trojihelniku DEF je

rovna 2d, tudiz |[TF| = 2d§ (pokud tento vzorefek neznés, dopoclitej si ho z Pythagorovy

@(a — 2d). Déle plati |[PA| =a a |[FA| = a + d. Z Pythagorovy véty pro pravouhly trojihelnik

FPA tedy plyne, ze
. . 1 .
(a+d)?=d>+ g(a —2d)?,

d\? d
=) —10-+1=0.
a a

d 10+ +/100—14
==V " _54+2V6.

po Gpravé (d # 0)

Tedy

a 2

Aby DEF byl uvnitt ABC, musi byt d < a (dokonce d < §), tudiz vyhovuje pouze pomér
4 =5-2v6.

Nyni si stadi uvddomit, Ze k (aZ na znaménko) je pomér délek stran trojuhelniki ABC a DEF,
tedy, Ze k = f% = —(5 — 2v/6). Tedy obsah je roven x2 = 49 — 20/6.

Nyni si zbyva uvédomit, Ze tato situace je dosaZitelnd. To uZ nechdme na Tobé (asi nejjedno-
DEF a potom dopocitat délky stran 7 vzniklych trojihelnikt, potom uZ je snadné ovérit pod-
minky zadani).

Poznamky k doslym Fefenim: Ctéte porddné zad4ni: polovina ze esti spravnych Fefeni obsa-
hovala p¥edpoklad |AB| = 1 (misto Sapc = 1 podle zadéni); za to jsem strhdvala i. Casto se
vyskytovala FeSeni zaloZend na nedostatetné odivodnéném (i kdyZ sprévném) tvrzeni, Ze troji-
helnik DEF musi byt rovnostranny, ta jsem ocehovala 2 body.
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