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ya
1. série
Téma: Cestovani

Termin odeslani: 11.rfsNA 2004

1. 0LOHA (3 BODY)
V Tramtérii se nové buduje Zelezni¢ni spojeni. Uz byla postavena t¥i naddrazi a traté mezi nimi.
7 prvniho nadrazi do druhého je potieba prepravit ndklad potravin, dobytka a zlata. Do kazdého
nadrazi je pristup pouze z jedné strany, navic podle tramtarijskych lidovych zvykd musi byt na
kazdém nédrazi fazeny potraviny pred dobytkem, dobytek pred zlatem a potraviny pied zla-
tem!. Na nddraZich vagény nelze prohazovat. Zatim je dostupna pouze jedna lokomotiva (ta umi
couvat), kterd uveze pouze jeden vagén. Poradte tramtarijskym, jak pfevoz ndkladu uskuteénit.
Schéma tramtérijské Zelezni¢ni sité veetné vychozi pozice mate na nasledujicim obrazku.

1. nadrazi {zlato Hdobyt.H potr. H:\

2. nadrazi

3. nadrazi

2. ULOHA (3 BODY)
Detektiv Sherlock Holmes se snazi chytit neznadmého zlo¢ince. Mapa okoli je nakreslena na ob-
razku v€etné vychozi pozice Sherlocka a zlo€ince. Sherlock se pohybuje ve dne, zlo¢inec v noci.
Jak detektiv, tak zloCinec se vzdy pohnou na sousedni kfiZzovatku, pritom cestu, kterou prosli,
za sebou zatarasi tak, Ze uZ ji nelze opét pouzit. Pokud k zlo¢inci od detektiva nepovede 7zddna
pFistupova cesta, ziistane zlo¢inec nedopaden. Dokazte, Ze at se Sherlock pohybuje jakkoliv, miiZe
se zloCinec pohybovat tak, Ze zlistane nedopaden. Zacind se rano, tedy prvni na tahu je detektiv.
Sherlock

zloc¢inec

3. ULOHA (3 BODY)
Dino se prochdazi po slovenskych lesich, bliZi se uz vecer, a tak hledd né&jaké misto k zastanovani
mimo les. M4 mapu a vi, kde pfesné je, navic z mapy zjistil, Ze les zabira plochu S km?. Dokaite,

7e mu staci ujit \/g km, aby se s jistotou dostal z lesa ven.

ITo z piedchozich dvou pravidel je$t& nevyplyva, pokud na nidrazi neni dobytek.
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4. ULOHA (5 BODU)
Frso se podobné jako Dino prochdzi po slovenskych lesich, av§ak mapu se mu uZ podafilo ztratit.
Je¥té si viak matné pamatuje, Ze les se rozklad4 na ploSe o velikosti S km? a nemd 74dné diry.
Dokate, e mu stadi ujit 2¢/7S km, aby se s jistotou dostal z lesa ven.

5. ULOHA (5 BODU)
V Mnohamésti nabizeji své sluzby Ctyfi cestovni kancelare: A, B, C a D. V kazdém mésté maji
tyto cestovky (pravé jednu) svou pobocku, pfi¢em? kazdd pobotka dopravuje zdkazniky z mésta,
kde stoji, do préavé jednoho (ne nutné jiného) mésta. Po n&kolika letech lidé zjistili, Ze pokud si
nejprve koupi zdjezd u kanceldfe A a pak (v mésté, kam je dopravila kanceldt A) druhy zdjezd
od kancelare B, dostanou se vZdy do stejného mésta, jako by nejprve cestovali s kancelari C
a pak s D. Déle pokud nékdo jede nejprve s kancelari C a pak B, vrati se zpatky do vychoziho
mista. Podobné, jedete-li nejprve s B a pak s C, vratite se také do vychoziho mésta. A do tfetice
se zpatky vrati i ten, kdo cestoval nejprve s cestovkou D a pak dvakrat s kancelari C. Urcete
maximalni moZny pocet mést M takovych, Ze pobocka kancelafe A ve mésté M dopravuje do
jiného mésta nez M.

6. ULOHA (5 BODU)
Na Sahafe je na kruZnici rozmisténo n oz (nemusi byt pravideln&). Na cestu mezi odzami je
potfeba mit s sebou dostate¢né mnozstvi vody a jidla. Dohromady lze v odzdch nalerpat pravé
tolik zasob, kolik potiebuje jedna karavana na obejiti kruznice. DokaZte, Ze lze vybrat odzu
takovou, Ze z ni miiZze karavana vyjet ve sméru hodinovych ruci¢ek a objet celou kruznici, nema-li
pied nacerpanim zasob v této oaze k dispozici zadné zasoby. Karavana pobere libovolné mnozstvi
z4sob.

7.ULOHA (5 BODU)
Vita a Martin jeli na vylet do rumunskych hor. Stoji na opadnych stranidch poho¥i ve stejné
nadmofiské vysce a chtéji se pohybovat tak, Ze stdle budou mit stejnou nadmoiskou vysku.
Cesta mezi nimi tvoii graf linedrni lomené funkce (je to lomend ¢ara). Kazdy bod cesty je ale-
spon tak vysoko jako pocatedni nadmoiskd vyska Viti a Martina. DokaZte, Ze se miZou setkat.

Vita Martin

8. ULOHA (5 BODU)
Ve vrcholech trojthelniku stoji t¥i velkd mésta (Praha, Chomutov a Doubravice nad Svita-
vou). Uvnit¥ trojuhelniku tvofeného mésty je n&kolik vesnic. N&které obce jsou spojeny rovnymi
cestami, pFitom jsou spojena kazd4 dvé mésta. Zadné dv& cesty se neprotinaji. Navic libovolné
uzemi je ohranieno pravé tfemi cestami. DokaZte, Ze cesty (takové, Ze vedou alespoii do jedné
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vesnice) lze rozdélit mezi mésta tak, Ze z libovolné vesnice do libovolného mésta M se lze do-
stat pouze po cestich patficich danému méstu M. P¥iklad oblasti a nasledné rozdéleni cest mezi
mésta méate na obrazku.

Doubravice nad Svitavou Doubravice nad Svitavou

Praha Chomutov Praha Cho-mutov

iii
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Reseni 1. série

1.tloha (182, 169, 2,79, 3,0)
V Tramtérii se nové buduje Zelezni¢ni spojeni. UZ byla postavena ti¥i nadrazi a traté mezi nimi.
Z prvniho nadrazi do druhého je potieba prepravit ndklad potravin, dobytka a zlata. Do kazdého
nadraZi je pristup pouze z jedné strany, navic podle tramtarijskych lidovych zvykd musi byt na
kazdém nédrazi razeny potraviny pred dobytkem, dobytek pred zlatem a potraviny pied zla-
tem?2. Na nédrazich vagény nelze prohazovat. Zatim je dostupna pouze jedna lokomotiva (ta umi
couvat), kterd uveze pouze jeden vagén. Poradte tramtarijskym, jak pfevoz ndkladu uskutetnit.
Schéma tramtérijské Zelezni¢ni sité veetné vychozi pozice mate na nasledujicim obrazku.

1. nddrazi *{zlato HdObyt.H potr. }—%

2. nédrazi

3. nadrazi

Po chvilce zkouSeni p¥ijdeme napiiklad na nasledujici postup?® (kresli si obrazky): Nejprve
pfesuneme potraviny z prvniho nadraZi na druhé, potom dobytek z prvniho nidraZi na tieti.
Nasledné prevezeme potraviny z druhého nidrazi na tieti. Nyni dovezeme zlato z prvniho nadrazi
na druhé a vzapéti potraviny z tfetiho na prvni. Nakonec uz staci privézt dobytek z t¥etiho nadrazi
na druhé a potraviny z prvniho na druhé.

2. tloha (143, 108, 2,01, 2,0)
Detektiv Sherlock Holmes se snaZi chytit nezndmého zlo¢ince. Mapa okoli je nakreslena na ob-
razku vcetné vychozi pozice Sherlocka a zlocince. Sherlock se pohybuje ve dne, zlo¢inec v noci.
Jak detektiv, tak zlo¢inec se vzdy pohnou na sousedni kfizovatku, pfitom cestu, kterou prosli,
za sebou zatarasi tak, Ze uz ji nelze opét pouzit. Pokud k zlo¢inci od detektiva nepovede zadna
pFistupova cesta, ziistane zlo¢inec nedopaden. Dokazte, Ze at se Sherlock pohybuje jakkoliv, miiZe
se zloCinec pohybovat tak, Ze zlistane nedopaden. Zacind se rano, tedy prvni na tahu je detektiv.

Sherlock

zlo¢inec

2To z predchozich dvou pravidel jesté nevyplyvé, pokud na nadraZi neni dobytek.
3Tento postup je nejkratsi mozny.

iv
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Finta spoc¢iva v tom, Ze se vyuzije, Ze je obrazek stfedové soumérny. Jelikoz detektiv zacind,
miiZe se zlo¢inec v nésledujicim tahu pohybovat stfedové soumérné vzhledem k pohybu detektiva.
Takto po zloCincové tahu né&jaké cesty zmizi, nicméné nastane opét stiedové soumeérnd situace.
Po nésledujicim tahu detektiva se zloCinec miiZe opét pohybovat stfedové soumérné a jsme opét
ve stfedové soumérné situaci. Kdyz se zlo¢inec bude stile pohybovat stfedové soumérné, zistane
nedopaden (bude od detektiva vzdy dostaten& daleko).

3.1loha (174, 87, 1,63, 1,5)
Dino se prochazi po slovenskych lesich, bliZi se uz vecer, a tak hledd né&jaké misto k zastanovani
mimo les. M4 mapu a vi, kde pFesné je, navic z mapy zjistil, Ze les zabira plochu S km?. Dokazte,

7e mu staci ujit \/g km, aby se s jistotou dostal z lesa ven.

Dino se chce co nejrychleji dostat z lesa. Tak jak by to asi mohl udélat? KdyZz ma mapu
a vi, kde je, mlzZe se napred podivat, kterym smérem to mé nejbliz ke kraji lesa. DokaZme, Ze
kdyz timto smérem piijde pordd rovné nejdéle tak dlouho, dokud neujde \/g km, dostane se ven
z lesa. Co kdyby byl pordd jesté v lese? To by znamenalo, Ze hranice lesa je od mista, kde stél
na zatatku (oznalme je A), dal nez r = \/g km. Potom cely kruh o stfedu A a poloméru r km

le?i uvnit¥ lesa. Tento kruh mé obsah 772 = w% = S km? a le#i uvnit¥ lesa, takZe obsah celého
lesa je vétsi nez S km?2. To je ale v rozporu se zadanim, podle néj7 je obsah lesa roven S km?.
Dino se tedy dostal ven z lesa.

Pozndmky k doSlym reSenim: Témér vSichni, kdo tento piiklad ftesili, prisli na to, Ze kruh
s obsahem S bude néjakym zpisobem v dikazu dilezity. Uvédomili jste si, Ze kdyby les byl

kruhovy, pak Dino (pokud stoji v jeho st¥edu) musi ujit pravé \/g km — tedy jde o jakysi

hrani¢ni pfipad. Proc je ale tim extrémnim pripadem kruh a pro¢ v ostatnich p¥ipadech staci
Dinovi ujit méné&, to se velmi t&zko dokazuje, coZ se projevilo i na vaSich FeSenich. Bud jste
se o to rozmanitymi zptsoby pokouseli, ale ... nebyl to dikaz. Obcas jste dokonce zdtvodnovali
vlastnostmi kruhu, které s pfikladem p¥ili§ nesouvisely.

Ukézalo se, Ze klitem k tispéchu bylo neresit skutedny tvar lesa (a nemuset tak vysvétlovat,
pro¢ je ktery tvar pro Dina nejhorsi), diikkaz se pak dal provést tak, ze misto, kde Dino stoji,
se stalo stfedem kruhu o obsahu S. Pokud se les (také o obsahu S) rozklada i mimo kruh, pak
také urcitd existuje misto v kruhu, kde neni les (kdyby les zabiral cely kruh a je§t& né&jakou
plochu mimo néj, pak by mél plochu vétsi nez S, coz by byl spor se zaddnim). Pokud les zabird

préavé kruh, pak Dinovi stadi pravé \/g km, aby se dostal na jeho okraj. Jiny zptisob reSeni
predpokladal, Ze Dino musi ujit vice nez 1/% km, aby se dostal z lesa ven. Potom by mél les

2
obsah v&ts{ nez (1 /g) , tedy les by mél obsah v&tsi nez S, coz odporuje zadéni.

4.dloha (131, 95, 3,22, 4,0)
Frso se podobné jako Dino prochdazi po slovenskych lesich, av§ak mapu se mu uZ podafilo ztratit.
Jest& si viak matné pamatuje, Ze les se rozklada na plose o velikosti S km? a nem4 #adné diry.
Dokazte, e mu stadi ujit 2v/7S km, aby se s jistotou dostal z lesa ven.
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Predstavme si, ze se Frsovi zachce chodit dokolecka a vyda se po obvodu kruhu o poloméru

r= \/g km. Predpokladejme, Ze obegel cely kruh (usel tedy pFesné 27r = 2V/7S km) a nedostal
se pritom ani jednou ven z lesa. To znamend, Ze cely obvod kruhu lezi uvnit¥ lesa. ProtoZe les
nem4 diry, le#i i cely vnit¥ek tohoto kruhu v lese. Obsah kruhu je ale 7r? = ﬂ% = S km?, takze
obsah celého lesa je v&t$i nez S km?, co? je spor se zaddnim. Frso se tudi# b&hem své cesty nékdy
dostal ven z lesa.

Poznamky k doslym feSenim: Dogla feSeni bylo moZno rozdélit do dvou skupin. Asi tretina
fesitelt tlohu vibec nevyftesila, zpravidla proto, Ze predpokladali, Ze Frso pijde rovné. Nékteri
pak ,dokézali“, Ze Frso z lesa vyjit nemusi (Zde chci ale podotknout, Ze zni-li zadani tlohy
,DokaZte, Ze néco plati.“ a vy dokazete, Ze to neplati, je velmi pravdépodobné chyba na vasi
strané :-(. Opravy p¥ipadnych politovinihodnych chyb v zaddni umistujeme na web co nejdiive.).
Jini potom urcovali, jak musi les vypadat, aby Frsovi ujit 2v/7S km rovné sta&ilo. To je ale jina
tloha. Doporucuji prostudovat vzorové reSeni. Prvni skupinu feSeni jsem hodnotil 0-1 body podle
toho, zda Feditel ukazal, Ze 2v/7S je délka obvodu kruhu o obsahu S. Asi dv& tietiny Feiteld

spravné urcily, ze Frso musi jit po kruznici o poloméru \/g Za to jsem déaval 3 body. Dikaz, Ze
takto opravdu vyjde z lesa, jsem hodnotil 0-2 body.

5. tloha (53, 42, 3,58, 5,0)
V Mnohamésti nabizeji své sluzby Ctyfi cestovni kancelare: A, B, C a D. V kazdém mésté maji
tyto cestovky (pravé jednu) svou pobotku, pfi¢em? kazdd pobotka dopravuje zdkazniky z mésta,
kde stoji, do préavé jednoho (ne nutné jiného) mésta. Po n&kolika letech lidé zjistili, Ze pokud si
nejprve koupi zdjezd u kanceldfe A a pak (v mésté, kam je dopravila kanceldr A) druhy zdjezd
od kancelarfe B, dostanou se vZdy do stejného mésta, jako by nejprve cestovali s kancelari C
a pak s D. Déle pokud nékdo jede nejprve s kancelari C a pak B, vrati se zpatky do vychoziho
mista. Podobné, jedete-li nejprve s B a pak s C, vratite se také do vychoziho mésta. A do tfetice
se zpatky vrati i ten, kdo cestoval nejprve s cestovkou D a pak dvakrat s kancelari C. Urcete
maximalni moZny pocet mést M takovych, Ze pobocka kancelafe A ve mésté& M dopravuje do
jiného mésta nez M.

Oznalme si A(z) mésto, do kterého vozi klienty pobocka kanceldie A ve mé&sté z%. Obdobng
B(z), C(z), D(x) oznaluji cile kanceld¥i B, C, D.
Podle zkuSenosti klientd plati pro vSechna mésta x tyto ¢tyri rovnosti:

B(A(z)) = D(C(z)),

B(C(x)) = =,

C(B(z)) = =,
C(C(D(2))) = .

Pokud plati z = y, kde z,y jsou néjakd mésta, tak také plati A(x) = A(y) (Jestlize mésta z,y
jsou stejnd, tak kancela¥ A z nich urc¢ité dopravuje do toho samého mésta.). Na obé& strany rovnic
miZeme ,zapisobit* libovolnou z cestovnich kancelaii a dostat nové platné tvrzeni o cestovkach.
Této vlastnosti budeme vyuzivat.

4Pozorni ¢tenéfi zadani si mohou viimnout, Ze kancelafe se vlastn& chovaji jako funkce zob-
razujici mnozinu v§ech mést samu do sebe.

vi
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Vezméme rovnost B(A(z)) = D(C(z)). Z ni vyplyva rovnost C(B(A(z))) = C(D(C(x))),
kterou miizeme pfepsat pomoci vztahu C(B(z)) = z (za & zvolime A(x)):

Zapisobime-li na obé& strany rovnosti cestovni kanceld¥i C a pouZijeme rovnost C(C(D(z))) = =z,
méme

C(A(z)) = C(C(D(C(2)))),

C(A(z)) = C(x).

Nyni uz stali zapiisobit na obé strany cestovni kanceldii B a vyuZit rovnost B(C(z)) = z:

A(z) = z.

Cestovni kanceldt A tedy dopravuje z mésta x pouze do mésta x. Polet mést x takovych, Ze
A(z) # z, je proto vidy nula bez ohledu na celkovy pocet mést (ktery muZe byt klidn& i neko-
neény).

Pozndmky k doSlym feSenim: VétSina feSitelt prisla na to, Ze cestovka A vzdy dopravuje do
vychoziho mésta, takze mésto M s hledanou vlastnosti neexistuje. Proto bodovani odrdzi hlavné
miru presnosti a obecnosti dikazu.

Krom algebraickych feseni (podobnych vzorovému) se vyskytovaly i ivahy o vhodné& zvolenych
nékolika méstech z Mnohamésti a spojenich mezi nimi. Dal$i skupina spravnych feSeni vychédzela
z predstavy (konedného) Mnohamésti jako né&kolika kruZnic s mésty po obvodu, p¥i¢em? cestovky
dopravovaly v dané kruZnici bud’ po sméru nebo proti sméru hodinovych ruéic¢ek.

6. tiloha (96, 40, 1,96, 0,0)
Na Sahafe je na kruZnici rozmisténo n odz (nemusi byt pravideln&). Na cestu mezi odzami je
potfeba mit s sebou dostate¢né mnozstvi vody a jidla. Dohromady lze v odzdch nalerpat pravé
tolik zasob, kolik potiebuje jedna karavana na obejiti kruznice. DokaZte, Ze lze vybrat odzu
takovou, Ze z ni miiZze karavana vyjet ve sméru hodinovych ruci¢ek a objet celou kruznici, nema-li
pied nacerpanim zasob v této oaze k dispozici zadné zasoby. Karavana pobere libovolné mnozstvi
z4sob.

Predstavme si, Zze v libovolné z o4z je karavana K, kterd md obrovské zasoby jidla a vody.
Tato karavana postupné (po sméru hodinovych rucicek) obejde viechny odzy a z kazdé odnese
v8echny zasoby, jez tam byly. Sledujme, jak se po cesté méni celkovd hmotnost zisob, které
K nese. Ta se vzdy v odze zvysi o hmotnost zdsob, které v ni byly, a na cesté mezi odzami se
postupné zmenSuje. V odzach je dohromady pfesné tolik zasob, kolik karavana cestou po kruznici
spotiebuje, takZe aZ se naSe karavana K vrati zpatky do pocatetni odzy, bude mit stejné zasob
jako na zac¢atku. Uvazujme nyni misto, v n€mz byla celkovd hmotnost zdsob nesenych karavanou
minimélni (takové zfejmé existuje; je-1i jich vic, vybereme si libovolné z nich). Hmotnost zdsob se
cestou mezi odzami snizuje, nejmensi je tedy t€sné predtim, nez karavana nabere zasoby v néjaké
z 04z (znacme ji O).

DokaZme, 7e kdyZ hledand karavana L (tedy takovd, jeZ na zafatku nemd Zadné zdsoby),
vyrazi z O, obejde celou kruznici. Pro spor predpokladejme, Ze ji na cesté mezi néjakymi dvéma

vii
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odzami zasoby dojdou a nemtize pokracovat dal. To ale znamend, ze K za timto mistem méla
méné zdsob nez v O, coZ je spor s volbou odzy O. Karavana L tedy obejde v8echny odzy.

Pozndmky k doslym FeSenim: VétSina resitelt pouze jednoduseji ¢i slozitéji dokazovala, Zze pokud
chybi v néjaké odze zdsoby na prejiti do dalsi, pak musi jinde prebyvat, a z toho usoudili, Ze 1ze
najit odzu, ze které lze startovat. Za toto konstatovani faktd a nepodloZenou domnénku bylo 0
bodi. P&kna FeSeni byla pomoci tvahy, kdy nalezneme vZdy alespoi jednu odzu (A), ze které se
dé4 dostat do néasledujici odzy (B), a potom tento Gsek ,prodlouzime® o nasledujici tsek (z B do
C) a zdsoby ,presuneme“ z B do A. Takto postupujeme, aZz zbude jedind odza, nebo tuto tpravu
pouzijeme jako induk&ni krok. Zbyld spravna feSeni se podobala autorskému.

7.dloha (75, 6, 1,04, 1,0)
Vita a Martin jeli na vylet do rumunskych hor. Stoji na opaénych strandch poho¥i ve stejné
nadmortské vySce a chtéji se pohybovat tak, Ze stdle budou mit stejnou nadmotskou vysku.
Cesta mezi nimi tvofi graf linedrni lomené funkce (je to lomend ¢ara). Kazdy bod cesty je ale-
spon tak vysoko jako pocate¢ni nadmorskd vyska Viti a Martina. Dokazte, Ze se mtizou setkat.

Vita Martin

Napted pohoti trochu zjednodusime. Zlomem nazvéme takové misto, v némz se lomend ¢ara
Homi“, tedy méni svij sklon. Zfejmé pokud pfed zlomem cesta stoupala a za nim stoupa stale,
muZeme tento zlom vynechat (nezaleZi totiZz na tom, jak prudce hory stoupaji, ale jen na tom, zda
stoupaji nebo klesaji). Podobné miizeme vynechat zlom uprostied klesini. Také vede-li cesta mezi
néjakymi dvéma zlomy po roving, mutZeme tento usek vynechat (zatimco jde jeden z kamaradu
po roving, druhy prosté€ potkd na mist&). Zabyvejme se tedy dél jen takovymi horami, Ze cesta
mezi kazdymi dvéma sousednimi zlomy bud kles4, nebo stoupd a v kazdém zlomu méni sviij smér
(to, zda stoupd &i klesd). Vrcholem déle nazyvejme takovy zlom, Ze cesta pied nim i za nim klesa,
a obdobné udolim ten zlom, pfed nimz i za nimz cesta stoupa. V8echny body pohofi, jez jsou
ve stejné nadmoiské vysce jako né&jaky vrchol nebo udoli, nazvéme vyznamnymi (za vyznamné
povazujme i polatetni pozice Viti a Martina). Vyznamnych bodi je ziejmé jen kone¢né mnoho,
otislujme je tedy zleva 0, 1, ..., k. Uspofddané dvojici vyznamnych bodid (a, b), které maji
stejnou nadmoiskou vysku, rikejme pozice.

Je-li k = 0, je situace trividlni. Necht tedy dal k£ > 0. Na zalatku jsou kamaradi v pozici (0,
k), z ni se bezprostfedn& dostanou pouze do pozice (1, £k —1). Stejné tak pozice (k, 0) sousedi jen
s (k — 1, 1). Dokazme, Z%e kazda jina pozice sousedi se sudym poc¢tem pozic. Necht jde o pozici
(a, b). Rozli§ime nékolik moZnosti:

a) Ani jeden z vyznamnych bodi a, b neni vrchol ani udoli. To znamen4, Ze oba chlapci jsou
ve svahu a mohou se pohybovat bud dolii, nebo nahoru. Tato pozice tedy sousedi s pravé dvéma,
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pozicemi.

b) Pravé jeden z vyznamnych bodi je vrchol nebo tidoli. Bez ijmy na obecnosti (BUNO)
necht jde o vrchol. Kamaradi se mohou pohybovat jen doll; ten na vrcholu si miiZze vybrat, po
které strané z kopce sejde. Opét se tedy mohou dostat do dvou pozic.

¢) Jedno z uvazovanych mist je vrchol, druhé je idoli. Chlapec na vrcholu muZe jit jen dold,
ten v udoli zas jen nahoru, takZze nemohou dojit do Zadné jiné pozice :( — ovSem nula je také
sudé ¢islo.

d) Oba vyznamné body jsou vrcholy nebo jsou oba tidoli. BUNO necht jde o vrcholy. KaZdy
z chlapct si miZe vybrat, zda z vrcholu sejde po levém nebo pravém svahu, dohromady tudiz
maji 2 - 2 = 4 moznosti, kam jit, tato pozice proto sousedi se ¢tyfmi pozicemi.

Znézornime-li pozice body v rovin€ a spojime-li dvé pozice ¢arou, pravé kdyz spolu sousedi,
dostaneme graf. Uvazujme dal jen ty pozice, do kterych se dostaneme z pocédte¢ni (0, k). Ty
tvofi souvisly graf G. Stupném pozice nazyvejme pocet pozic, které s ni sousedi. Uvédomme si,
Ze soulet stupiii vech pozic v G je sudy. Kazda &ara spojujici dvé pozice (napf. pozice A a B)
je totiz zapoCtena dvakrat — jednou ve stupni A a jednou ve stupni B. Soudet stuphi je proto
roven dvojnasobku podtu v8ech ¢ar, takZe je sudy. Polatelni pozice (0, k) v G leZi. Tato pozice
ma lichy stupen, takZe v G musi leZzet né&jakd dalsi pozice lichého stupné. Jedind dalsi pozice
lichého stupné je (k, 0), a proto tato pozice lezi v G.

V G lezi potatetni pozice i (k, 0), v niZ si Vita s Martinem vyménili mista. MtaZou se tedy
pohybovat tak, aby si vyménili mista. Béhem tohoto pohybu se nékde museli potkat, takze se
jim toto setkani vzdy povede.

Pozndmky k doslym reSenim:

VétSina Tesiteltl popsala n&jaky zptisob, jak se maji vedouci pohybovat, aby se potkali. Casto
se i pokouseli dokdzat, Ze se jim to skute¢né povede. Skoro v8ichni pritom v podstaté postupovali
takto: ,KdyZ jeden dojde na vrchol a musi klesat, bude se ten druhy vracet a klesat s nim tak
dlouho, dokud prvni neptejde tdoli, do né&jz sesel, a nebude opét v ptvodni nadmoiské vysce.
Pak zase budou chvili stoupat a az nékdo nebude moci ddl, ten druhy se vrati atd. Obdobné to
udélaji pti sestupovani do adoli, takZe postupné piejdou vS8echny piekdzky a potkaji se.“. Tato
ivaha mé bohuZel jednu podstatnou vadu — obcas se vraci Vita a obfas zase Martin. Pfitom
ale viibec neni jasné, Ze se nedostanou zpédtky do pozice, v které uz byli (miiZe se jim to stét
napiiklad v pripadé, Ze oba dojdou na stejné vysoké vrcholy a oba ptijdou do ddoli za nimi — to
si miiZe§ rozmyslet t¥eba v situaci podle obrdzku (A a B jsou stejné vysoko), pijde-li Vita z V'
doleva a Martin z M vpravo, budou se po chvili muset vratit do situace (W, N), v niZ uz mohli
byt).

Dalsi ¢astou chybou bylo tvrzeni, Ze se chlapci potkaji v néjakém z nejvyssich bodi. Jak je
vid&t na obrazku, nemusi tomu tak byt, je-1i vic nejvyssich vrchold.
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8. tloha (33, 20, 1,27, 2,0)

Ve vrcholech trojthelniku stoji t¥i velkd mésta (Praha, Chomutov a Doubravice nad Svita-
vou). Uvnit¥ trojuhelniku tvofeného mésty je n&kolik vesnic. N&které obce jsou spojeny rovnymi
cestami, pFitom jsou spojena kazd4 dvé mésta. Zadné dv& cesty se neprotinaji. Navic libovolné
uzemi je ohranieno pravé tfemi cestami. DokaZte, Ze cesty (takové, Ze vedou alespoii do jedné
vesnice) lze rozdélit mezi mésta tak, Ze z libovolné vesnice do libovolného mésta M se lze do-
stat pouze po cestich patficich danému méstu M. P¥iklad oblasti a nasledné rozdéleni cest mezi
mésta méate na obrazku.

Doubravice nad Svitavou Doubravice nad Svitavou

Praha Chomutov Praha Ch-o.mutov

Nejdiive upozornime na drobnou nepresnost v zaddni. Budeme predpokladat, Ze se v oblasti
nevyskytuji izolované vesnice (nebo izolované skupiny vesnic®), do nich by se totiZ nedalo dostat
z z4dného mésta, ani po cestach patficich jinému méstu.

Myslenka FeSeni je vhodné o&islovat obce (tedy mésta i vesnice). Z tohoto ocislovdni pak
urc¢ime, které cesty budou patfit ke kterému méstu tak, aby bylo splnéno zadani.

Predpokliadejme, Ze mame n obci, a chtéjme je ¢islovat pomoci &isel 1, 2, ..., n. Na zacatku
pritadme ¢isla méstim, a sice tak, Zze Praha bude mit ¢islo 1, Chomutov ¢islo 2 a Doubravice
nad Svitavou ¢islo n.

Pro ptehlednéj§i vyjadfovani budeme ,grafem® obci do i“ rozumét ty obce, jejichz &islo je
mensi nebo rovno ¢, a vSechny cesty, které mezi t€mito obcemi vedou. Na obrazku je vlevo
nakreslen piriklad rozmisténi a ocislovani obci a vpravo graf obci do 5. Navic obec 3 je uvnitf
tohoto grafu, zatimco ostatni obce jsou na hranici.

5Ve skuteénosti staéi predpokladat pouze, Ze nemame izolované vesnice, nebot oblast, ve které
by byla néjakd od mést izolovand, ale navzdjem propojend skupina vesnic, by byla ohrani¢ena
vice nez 3 cestami.

6V teorii grafii se tomuto pojmu ¥ik4 graf indukovany vrcholy 1, 2, ..., i.
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12 IAQ

,Hrani¢ni posloupnosti“ {hj(z)}k ) grafu obci do ¢ navic budeme rozumét posloupnost vSech
j=

obci, které jsou na hranici za¢inajici v obci 1 (Praze) a koné&ici v obci 2 (Chomutovd), pfitom
chceme, aby mezi sousednimi ¢leny posloupnosti vedla po hranici cesta. Tato posloupnost tedy
zé&visi na zvoleném 4. V piipadé, Ze i bude zfejmé (pevné dané), budeme psat jen h; namisto
19 Hranieni posloupnosti z predchoziho obrizku je tedy posloupnost h§5) =h1 =1, ha =5,
hs =4, hgy = 2.

Obce povazujeme za sousedni, pravé kdyz mezi nimi vede cesta.

Nyni si mizeme Fici, jaké podminky mé ocislovani obci spliovat. Budeme chtit, aby pro kazdé
1 €42, 3,...,n— 1} platilo:
(1) Obec i+ 1 je na hranici grafu do 7 4 1.
(2) Obec i+ 1 mé alespoii dva sousedy mezi obcemi 1, 2, ..., 4.

) Vsichni sousedé obce i + 1, jejichZ &isla jsou mensi nebo rovna i, tvof{ interval hrani¢ni

posloupnosti grafu obci do 7, to jest existuji néjaké dva indexy j, [, Ze obec s Cislem m
mensim nebo rovnym ¢ je sousedni obci k ¢ + 1, pravé kdyz m = hpi pro néjaké p takové, Ze

jzp2l
Obrazkem (na obrizku je naznalen graf do ¢ + 1):
(2) Obec i + 1 m4 alespon i+ Lat— (1) Obec i + 1 je na hranici grafu do i + 1.

PN
27N ~o
7

2 sousedy v grafu do i. \
L

i’ (3) Obce na hranici grafu do ¢ mezi h; a h; jsou uz sousedé obce i + 1. S

7 N

1
Nyni, kdyz jsme si Fekli, jaké bychom chtéli o¢islovani, dokdZeme, Ze takové ocislovani existuje.
Diikaz neptjde do vSech detaild, aby nebyl p#ili§ zdlouhavy, p¥ipadné detaily si snadno doplni§
sama/sam.
Budeme postupné vybirat obce, které maji mit ¢isla 3, 4, ...
Vybér obce s Cislem 3 je jednoznacny — je pravé jedna obec, kterd sousedi jak s obci 1, tak
s obci 2. V8imni si, Ze jsou splnény podminky (1), (2), (3) pro ¢ = 2.

2
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Dale budeme predpoklddat, Ze jsme urcili, které obce maji mit ¢isla 3, 4, ..., k, a Ze jsou
takto splnény podminky (1), (2), (3) pro 2 <4 < k — 1. Uréime obci s ¢islem k + 1 tak, aby byly
podminky (1), (2), (3) splnény pro i = k (v8imni si, Ze tyto podminky pro mensi ¢ nemiZeme
porusit!).

Vzpomeiime si na hrani¢ni posloupnost {h;k)};_l = {hj};?zl. Proje{l,2, ..., 2—1}

vede cesta na hranici grafu do k mezi obcemi hj a hj;y1. JelikoZ kazdé tizemi je ohraniceno tfemi
cestami, musi tato cesta spole¢né s cestami z né&jaké (jednoznaéné urcené) obce o; (mimo graf do

k) do obci hj, hjy1 ohranifovat n&jaké tzemi. Jsou-li vSechny obce o; pro j € {1,2, ...,z —1}
Doubravice nad Svitavou, potom si snadno rozmysli§, Ze k = n — 1 a méame v8e o&islovano (zde
se vyuZije, Ze neexistuji izolované obce). Mame tedy néjakou posloupnost o1, 02, ..., 0.—1 obci

takovou, Ze alespon jedna z téchto obci neni Doubravice nad Svitavou. Na obrazku je nakreslen
priklad situace pro z = 8.
01 = 02

1=mn 2=nhg

Myslenka je, Ze jedna z obci 01, ..., 0,1 bude oznacena &islem k+ 1. Podminky (1) a (2) jsou
splnény, oviem kvili podmince (3) nelze vybrat libovolnou obci rtiznou od Doubravice (podivej
se na obrazek a obci 01). Na druhou stranu lze najit obci takovou, Ze je splnéna podminka (3).
Nejprve si uvédomime, Ze kdykoliv je 1 < s <t < u < v < z — 1, potom nemiiZe nastat situace,
7€ 05 = Oy, 0t = 0y & 05 < 0¢. Cesta z hs ples os do hy a cesta z ht pres o; do hy by se totiz
za této situace musely protinat, coz je spor se zaddnim tulohy. Z podobného diivodu se nemitize
prol <s<t<wu<z-—1stat, Ze o¢ je Doubravice a 05 = 0, neni Doubravice. Po téchto dvou
pozorovanich si uz snadno rozmyslis, Ze podminka (3) miZe byt pro néjakou obci splnéna. Potom
tuto obci oznalime &islem k + 1. Takto postupné o&islujeme vSechny vesnice tak, aby (1), (2),
(3) bylo splnéno.

A nyni uz pfijde hezéi a jednodussi ¢ast, a sice prifazeni cest méstim.

Méjme obec i+ 1, ta mé podle podminky (3) vSechny sousedy s &islem mensim nebo rovnym i
jako &leny hj, hji1, ..., hjy hraniéni posloupnosti grafu do 4. Podle (2) je f > 1. Cestu z obce
i+ 1 do hj ptitadme Praze, cestu z obce i+ 1 do hjy ¢ p¥ifadme Chomutovu a zbylé cesty z 1+ 1
do hjq1, ..., hj45_1 piifadme Doubravici nad Svitavou (pokud tyto cesty existuji). Podivej se
na obrazek.
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Praha
----------- Chomutov
—————————— Doubravice-nad-Svitavou

Pro nézornost si nakresleme jesté jeden obrazek — priklad ocislovani a nésledné rozdéleni cest.

Doubravice nad Svitavou = 7 Doubravice nad Svitavou

%

Praha =1 Chomutov = 2 Praha Chomutov

Nyni uz je velmi snadné napiiklad indukci dokdzat, Ze se z libovolného mésta do libovolné
vesnice dostaneme, i kdyZ budeme pouZzivat pouze cesty pat¥ici danému méstu.

Nejprve provedeme diikaz indukci podle ¢isla vesnice pro Prahu. Pro vesnici &islo 3 je tvrzeni
zfejmé — spojuje ji s Prahou cesta patiici Praze. Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro vesnice
s Cisly mensimi neZ i. Z vesnice ¢ (podle toho, jak jsme cesty pfifazovali) vede bud prazska
cesta pfimo do Prahy, nebo do vesnice s ¢islem mensim nez ¢, odkud se lze podle indukéniho
pfedpokladu dostat do Prahy po cestach pat¥icich jen Praze.

Pro Chomutov je dikaz témér stejny.

Pro Doubravici se tvrzeni dokdze indukci pozpatku. Vesnici ¢islo n — 1 spojuje s Doubravici
cesta pat¥ici Doubravici (rozmysli si pro¢). Pfedpoklddejme, Ze se z vesnicn —1,n—2, ..., i+ 1
Ize dostat do Doubravice po cestach patticich Doubravici. DokdZeme tvrzeni pro obec 7. Podle
vlastnosti 1 je obec ¢ na hranici grafu do i. JenZe neni na hranici celého tzemi (tj. grafu do n).
Tedy musi existovat w takové, ze i < w < n — 1 a Ze ves 4 je na hranici grafu do w a neni na
hranici grafu do w + 1, tj. obec w + 1 odfizla nasi obec 7 od hranice. Jenze podle toho, jak jsme
definovali cesty pro obec w+ 1, vede cesta z obce w+ 1 do obce ¢ pattici Doubravici. PouZijeme-li
indukéni predpoklad pro obec w+ 1, umime se z obce ¢ dostat pfes obec w+ 1 az do Doubravice.

Pozndmky k doslym feSenim: Vé&tSina reSiteld se pokouSela tlohu TeSit indukci, a to postup-
nym priddvanim vesnic a cest z nich vedoucich tak, aby v kazdém kroku byla v8echna tzemi
trojahelnikova, pri¢emZ vzdy obarvili (tj. pfifadili n&jakému z mést) jen nové piidané cesty,
barvy ostatnich cest neménili. Tento postup ma vSak jednu podstatnou vadu — nedaji se jim
totiz vytvorit vSechny pripustné dopravni sité. V kazdé takto vytvorené siti totiz existuje vesnice
(ta posledni pridand), z niz vychdzeji pouze 3 nebo 4 cesty (podle toho, zda byla p¥iddna na
volné tzemi nebo na cestu). JenZe existuje spousta dopravnich siti, v nichZ z kazdé vesnice vede
nejméné 5 cest — asi nejjednodussim prikladem je graf dvacetisténu nakresleny do roviny.
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Spravny indukéni krok by mél vypadat asi takto: Chceme obarvit sit s n+ 1 vesnicemi a pfed-
pokldddme, Ze kazdou sit s n vesnicemi jiZ obarvit umime. Vezmeme tedy vesnici, z niz vychdzi
nejvyse 5 cest (nejprve musime dokazat, Ze existuje), odebereme ji i s cestami, které z ni vycha-
zeji a do vzniklé oblasti pfipadné doplnime jednu nebo dvé cesty, abychom dostali sit se vemi
tzemimi trojihelnikovymi. Tato sit ma jen n vesnic, tedy ji mtiZeme obarvit. Nakonec odebereme
cesty, které jsme pridali, a vratime zpét vesnici a cesty, které jsme odebrali. Zbyva jen obarvit
téchto maximalné 5 cest, v nékterych pripadech jesté asi bude nutné zménit barvu nékterych
jiz obarvenych cest. Timto zpisobem postupoval jen Peter Cerno a nebyt nékolika vynechanych
ptipadi, dostal by plny pocet bodi.

Uloha se viak dala Yegit i jinymi zpiisoby ne# takovouto indukci, ale o to se (prekvapivé) nikdo
nepokusil. Cesty se napftiklad daly obarvovat postupné od okraje trojuhelnika tak, Ze v prvnim
kroku se obarvily vSechny hrany trojihelniki s vrcholem v n&jakém mésté, v kazdém dal§im kroku
se vybrala jedna vesnice jiz ,napojend“ na vSechna mésta a obarvily se hrany vSech trojuhelniki
s vrcholem v této vesnici (zkus si rozmyslet, jak konkrétné by se cesty obarvovaly).
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