
A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A1. sérieTéma: CestováníTermín odeslání: 11. øíjna 20041. úloha (3 body)V Tramtárii se novì buduje ¾eleznièní spojení. U¾ byla postavena tøi nádra¾í a tratì mezi nimi.Z prvního nádra¾í do druhého je potøeba pøepravit náklad potravin, dobytka a zlata. Do ka¾déhonádra¾í je pøístup pouze z jedné strany, naví
 podle tramtárijský
h lidový
h zvykù musí být naka¾dém nádra¾í øazeny potraviny pøed dobytkem, dobytek pøed zlatem a potraviny pøed zla-tem1. Na nádra¾í
h vagóny nelze prohazovat. Zatím je dostupná pouze jedna lokomotiva (ta umí
ouvat), která uveze pouze jeden vagón. Poraïte tramtárijským, jak pøevoz nákladu uskuteènit.S
héma tramtárijské ¾eleznièní sítì vèetnì vý
hozí pozi
e máte na následují
ím obrázku.
zlato dobyt. potr.1. nádraž́ı

2. nádraž́ı

3. nádraž́ı2. úloha (3 body)Detektiv Sherlo
k Holmes se sna¾í 
hytit neznámého zloèin
e. Mapa okolí je nakreslena na ob-rázku vèetnì vý
hozí pozi
e Sherlo
ka a zloèin
e. Sherlo
k se pohybuje ve dne, zloèine
 v no
i.Jak detektiv, tak zloèine
 se v¾dy pohnou na sousední køi¾ovatku, pøitom 
estu, kterou pro¹li,za sebou zatarasí tak, ¾e u¾ ji nelze opìt pou¾ít. Pokud k zloèin
i od detektiva nepovede ¾ádnápøístupová 
esta, zùstane zloèine
 nedopaden. Doka¾te, ¾e a» se Sherlo
k pohybuje jakkoliv, mù¾ese zloèine
 pohybovat tak, ¾e zùstane nedopaden. Zaèíná se ráno, tedy první na tahu je detektiv.
zločinec

Sherlock

3. úloha (3 body)Dino se pro
hází po slovenský
h lesí
h, blí¾í se u¾ veèer, a tak hledá nìjaké místo k zastanovánímimo les. Má mapu a ví, kde pøesnì je, naví
 z mapy zjistil, ¾e les zabírá plo
hu S km2. Doka¾te,¾e mu staèí ujít qS� km, aby se s jistotou dostal z lesa ven.1To z pøed
hozí
h dvou pravidel je¹tì nevyplývá, pokud na nádra¾í není dobytek.i
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hází po slovenský
h lesí
h, av¹ak mapu se mu u¾ podaøilo ztratit.Je¹tì si v¹ak matnì pamatuje, ¾e les se rozkládá na plo¹e o velikosti S km2 a nemá ¾ádné díry.Doka¾te, ¾e mu staèí ujít 2p�S km, aby se s jistotou dostal z lesa ven.5. úloha (5 bodù)V Mnohamìstí nabízejí své slu¾by ètyøi 
estovní kan
eláøe: A, B, C a D. V ka¾dém mìstì majítyto 
estovky (právì jednu) svou poboèku, pøièem¾ ka¾dá poboèka dopravuje zákazníky z mìsta,kde stojí, do právì jednoho (ne nutnì jiného) mìsta. Po nìkolika lete
h lidé zjistili, ¾e pokud sinejprve koupí zájezd u kan
eláøe A a pak (v mìstì, kam je dopravila kan
eláø A) druhý zájezdod kan
eláøe B, dostanou se v¾dy do stejného mìsta, jako by nejprve 
estovali s kan
eláøí Ca pak s D. Dále pokud nìkdo jede nejprve s kan
eláøí C a pak B, vrátí se zpátky do vý
hozíhomísta. Podobnì, jedete-li nejprve s B a pak s C, vrátíte se také do vý
hozího mìsta. A do tøeti
ese zpátky vrátí i ten, kdo 
estoval nejprve s 
estovkou D a pak dvakrát s kan
eláøí C. Urèetemaximální mo¾ný poèet mìst M takový
h, ¾e poboèka kan
eláøe A ve mìstì M dopravuje dojiného mìsta ne¾ M .6. úloha (5 bodù)Na Sahaøe je na kru¾ni
i rozmístìno n oáz (nemusí být pravidelnì). Na 
estu mezi oázami jepotøeba mít s sebou dostateèné mno¾ství vody a jídla. Dohromady lze v oázá
h naèerpat právìtolik zásob, kolik potøebuje jedna karavana na obejití kru¾ni
e. Doka¾te, ¾e lze vybrat oázutakovou, ¾e z ní mù¾e karavana vyjet ve smìru hodinový
h ruèièek a objet 
elou kru¾ni
i, nemá-lipøed naèerpáním zásob v této oáze k dispozi
i ¾ádné zásoby. Karavana pobere libovolné mno¾stvízásob.7. úloha (5 bodù)Ví»a a Martin jeli na výlet do rumunský
h hor. Stojí na opaèný
h straná
h pohoøí ve stejnénadmoøské vý¹
e a 
htìjí se pohybovat tak, ¾e stále budou mít stejnou nadmoøskou vý¹ku.Cesta mezi nimi tvoøí graf lineární lomené funk
e (je to lomená èára). Ka¾dý bod 
esty je ale-spoò tak vysoko jako poèáteèní nadmoøská vý¹ka Víti a Martina. Doka¾te, ¾e se mù¾ou setkat.
Vı́ta Martin

· · ·8. úloha (5 bodù)Ve vr
hole
h trojúhelníku stojí tøi velká mìsta (Praha, Chomutov a Doubravi
e nad Svita-vou). Uvnitø trojúhelníku tvoøeného mìsty je nìkolik vesni
. Nìkteré ob
e jsou spojeny rovnými
estami, pøitom jsou spojena ka¾dá dvì mìsta. ®ádné dvì 
esty se neprotínají. Naví
 libovolnéúzemí je ohranièeno právì tøemi 
estami. Doka¾te, ¾e 
esty (takové, ¾e vedou alespoò do jednéii
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e) lze rozdìlit mezi mìsta tak, ¾e z libovolné vesni
e do libovolného mìsta M se lze do-stat pouze po 
está
h patøí
í
h danému mìstu M . Pøíklad oblasti a následné rozdìlení 
est mezimìsta máte na obrázku.
Praha Chomutov

Doubravice nad Svitavou

Praha Chomutov

Doubravice nad Svitavou

iii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AØe¹ení 1. série1. úloha (182, 169, 2; 79, 3; 0)V Tramtárii se novì buduje ¾eleznièní spojení. U¾ byla postavena tøi nádra¾í a tratì mezi nimi.Z prvního nádra¾í do druhého je potøeba pøepravit náklad potravin, dobytka a zlata. Do ka¾déhonádra¾í je pøístup pouze z jedné strany, naví
 podle tramtárijský
h lidový
h zvykù musí být naka¾dém nádra¾í øazeny potraviny pøed dobytkem, dobytek pøed zlatem a potraviny pøed zla-tem2. Na nádra¾í
h vagóny nelze prohazovat. Zatím je dostupná pouze jedna lokomotiva (ta umí
ouvat), která uveze pouze jeden vagón. Poraïte tramtárijským, jak pøevoz nákladu uskuteènit.S
héma tramtárijské ¾eleznièní sítì vèetnì vý
hozí pozi
e máte na následují
ím obrázku.
zlato dobyt. potr.1. nádraž́ı

2. nádraž́ı

3. nádraž́ıPo 
hvil
e zkou¹ení pøijdeme napøíklad na následují
í postup3 (kresli si obrázky): Nejprvepøesuneme potraviny z prvního nádra¾í na druhé, potom dobytek z prvního nádra¾í na tøetí.Následnì pøevezeme potraviny z druhého nádra¾í na tøetí. Nyní dovezeme zlato z prvního nádra¾ína druhé a vzápìtí potraviny z tøetího na první. Nakone
 u¾ staèí pøivézt dobytek z tøetího nádra¾ína druhé a potraviny z prvního na druhé.2. úloha (143, 108, 2; 01, 2; 0)Detektiv Sherlo
k Holmes se sna¾í 
hytit neznámého zloèin
e. Mapa okolí je nakreslena na ob-rázku vèetnì vý
hozí pozi
e Sherlo
ka a zloèin
e. Sherlo
k se pohybuje ve dne, zloèine
 v no
i.Jak detektiv, tak zloèine
 se v¾dy pohnou na sousední køi¾ovatku, pøitom 
estu, kterou pro¹li,za sebou zatarasí tak, ¾e u¾ ji nelze opìt pou¾ít. Pokud k zloèin
i od detektiva nepovede ¾ádnápøístupová 
esta, zùstane zloèine
 nedopaden. Doka¾te, ¾e a» se Sherlo
k pohybuje jakkoliv, mù¾ese zloèine
 pohybovat tak, ¾e zùstane nedopaden. Zaèíná se ráno, tedy první na tahu je detektiv.
zločinec

Sherlock

2To z pøed
hozí
h dvou pravidel je¹tì nevyplývá, pokud na nádra¾í není dobytek.3Tento postup je nejkrat¹í mo¾ný. iv



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AFinta spoèívá v tom, ¾e se vyu¾ije, ¾e je obrázek støedovì soumìrný. Jeliko¾ detektiv zaèíná,mù¾e se zloèine
 v následují
ím tahu pohybovat støedovì soumìrnì vzhledem k pohybu detektiva.Takto po zloèin
ovì tahu nìjaké 
esty zmizí, ni
ménì nastane opìt støedovì soumìrná situa
e.Po následují
ím tahu detektiva se zloèine
 mù¾e opìt pohybovat støedovì soumìrnì a jsme opìtve støedovì soumìrné situa
i. Kdy¾ se zloèine
 bude stále pohybovat støedovì soumìrnì, zùstanenedopaden (bude od detektiva v¾dy dostateènì daleko).3. úloha (174, 87, 1; 63, 1; 5)Dino se pro
hází po slovenský
h lesí
h, blí¾í se u¾ veèer, a tak hledá nìjaké místo k zastanovánímimo les. Má mapu a ví, kde pøesnì je, naví
 z mapy zjistil, ¾e les zabírá plo
hu S km2. Doka¾te,¾e mu staèí ujít qS� km, aby se s jistotou dostal z lesa ven.Dino se 
h
e 
o nejry
hleji dostat z lesa. Tak jak by to asi mohl udìlat? Kdy¾ má mapua ví, kde je, mù¾e se napøed podívat, kterým smìrem to má nejblí¾ ke kraji lesa. Doka¾me, ¾ekdy¾ tímto smìrem pùjde poøád rovnì nejdéle tak dlouho, dokud neujdeqS� km, dostane se venz lesa. Co kdyby byl poøád je¹tì v lese? To by znamenalo, ¾e hrani
e lesa je od místa, kde stálna zaèátku (oznaème je A), dál ne¾ r =qS� km. Potom 
elý kruh o støedu A a polomìru r kmle¾í uvnitø lesa. Tento kruh má obsah �r2 = � S� = S km2 a le¾í uvnitø lesa, tak¾e obsah 
eléholesa je vìt¹í ne¾ S km2. To je ale v rozporu se zadáním, podle nìj¾ je obsah lesa roven S km2.Dino se tedy dostal ven z lesa.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Témìø v¹i
hni, kdo tento pøíklad øe¹ili, pøi¹li na to, ¾e kruhs obsahem S bude nìjakým zpùsobem v dùkazu dùle¾itý. Uvìdomili jste si, ¾e kdyby les bylkruhový, pak Dino (pokud stojí v jeho støedu) musí ujít právì qS� km { tedy jde o jakýsihranièní pøípad. Proè je ale tím extrémním pøípadem kruh a proè v ostatní
h pøípade
h staèíDinovi ujít ménì, to se velmi tì¾ko dokazuje, 
o¾ se projevilo i na va¹i
h øe¹ení
h. Buï jstevolbu kruhového lesa jako nejobtí¾nìj¹ího tvaru lesa pro Dina vùbe
 nezdùvodòovali, nebo jstese o to rozmanitými zpùsoby pokou¹eli, ale : : : nebyl to dùkaz. Obèas jste dokon
e zdùvodòovalivlastnostmi kruhu, které s pøíkladem pøíli¹ nesouvisely.Ukázalo se, ¾e klíèem k úspì
hu bylo neøe¹it skuteèný tvar lesa (a nemuset tak vysvìtlovat,proè je který tvar pro Dina nejhor¹í), dùkaz se pak dal provést tak, ¾e místo, kde Dino stojí,se stalo støedem kruhu o obsahu S. Pokud se les (také o obsahu S) rozkládá i mimo kruh, paktaké urèitì existuje místo v kruhu, kde není les (kdyby les zabíral 
elý kruh a je¹tì nìjakouplo
hu mimo nìj, pak by mìl plo
hu vìt¹í ne¾ S, 
o¾ by byl spor se zadáním). Pokud les zabíráprávì kruh, pak Dinovi staèí právì qS� km, aby se dostal na jeho okraj. Jiný zpùsob øe¹enípøedpokládal, ¾e Dino musí ujít ví
e ne¾ qS� km, aby se dostal z lesa ven. Potom by mìl lesobsah vìt¹í ne¾ � �qS� �2, tedy les by mìl obsah vìt¹í ne¾ S, 
o¾ odporuje zadání.4. úloha (131, 95, 3; 22, 4; 0)Frso se podobnì jako Dino pro
hází po slovenský
h lesí
h, av¹ak mapu se mu u¾ podaøilo ztratit.Je¹tì si v¹ak matnì pamatuje, ¾e les se rozkládá na plo¹e o velikosti S km2 a nemá ¾ádné díry.Doka¾te, ¾e mu staèí ujít 2p�S km, aby se s jistotou dostal z lesa ven.v
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h
e 
hodit dokoleèka a vydá se po obvodu kruhu o polomìrur =qS� km. Pøedpokládejme, ¾e obe¹el 
elý kruh (u¹el tedy pøesnì 2�r = 2p�S km) a nedostalse pøitom ani jednou ven z lesa. To znamená, ¾e 
elý obvod kruhu le¾í uvnitø lesa. Proto¾e lesnemá díry, le¾í i 
elý vnitøek tohoto kruhu v lese. Obsah kruhu je ale �r2 = � S� = S km2, tak¾eobsah 
elého lesa je vìt¹í ne¾ S km2, 
o¾ je spor se zadáním. Frso se tudí¾ bìhem své 
esty nìkdydostal ven z lesa.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Do¹lá øe¹ení bylo mo¾no rozdìlit do dvou skupin. Asi tøetinaøe¹itelù úlohu vùbe
 nevyøe¹ila, zpravidla proto, ¾e pøedpokládali, ¾e Frso pùjde rovnì. Nìkteøípak þdokázaliÿ, ¾e Frso z lesa vyjít nemusí (Zde 
h
i ale podotknout, ¾e zní-li zadání úlohyþDoka¾te, ¾e nì
o platí.ÿ a vy doká¾ete, ¾e to neplatí, je velmi pravdìpodobnì 
hyba na va¹ístranì :-(. Opravy pøípadný
h politováníhodný
h 
hyb v zadání umis»ujeme na web 
o nejdøíve.).Jiní potom urèovali, jak musí les vypadat, aby Frsovi ujít 2p�S km rovnì staèilo. To je ale jináúloha. Doporuèuji prostudovat vzorové øe¹ení. První skupinu øe¹ení jsem hodnotil 0-1 body podletoho, zda øe¹itel ukázal, ¾e 2p�S je délka obvodu kruhu o obsahu S. Asi dvì tøetiny øe¹itelùsprávnì urèily, ¾e Frso musí jít po kru¾ni
i o polomìru qS� . Za to jsem dával 3 body. Dùkaz, ¾etakto opravdu vyjde z lesa, jsem hodnotil 0-2 body.5. úloha (53, 42, 3; 58, 5; 0)V Mnohamìstí nabízejí své slu¾by ètyøi 
estovní kan
eláøe: A, B, C a D. V ka¾dém mìstì majítyto 
estovky (právì jednu) svou poboèku, pøièem¾ ka¾dá poboèka dopravuje zákazníky z mìsta,kde stojí, do právì jednoho (ne nutnì jiného) mìsta. Po nìkolika lete
h lidé zjistili, ¾e pokud sinejprve koupí zájezd u kan
eláøe A a pak (v mìstì, kam je dopravila kan
eláø A) druhý zájezdod kan
eláøe B, dostanou se v¾dy do stejného mìsta, jako by nejprve 
estovali s kan
eláøí Ca pak s D. Dále pokud nìkdo jede nejprve s kan
eláøí C a pak B, vrátí se zpátky do vý
hozíhomísta. Podobnì, jedete-li nejprve s B a pak s C, vrátíte se také do vý
hozího mìsta. A do tøeti
ese zpátky vrátí i ten, kdo 
estoval nejprve s 
estovkou D a pak dvakrát s kan
eláøí C. Urèetemaximální mo¾ný poèet mìst M takový
h, ¾e poboèka kan
eláøe A ve mìstì M dopravuje dojiného mìsta ne¾ M .Oznaème si A(x) mìsto, do kterého vozí klienty poboèka kan
eláøe A ve mìstì x4. ObdobnìB(x), C(x), D(x) oznaèují 
íle kan
eláøí B;C;D.Podle zku¹eností klientù platí pro v¹e
hna mìsta x tyto ètyøi rovnosti:B(A(x)) = D(C(x));B(C(x)) = x;C(B(x)) = x;C(C(D(x))) = x:Pokud platí x = y, kde x; y jsou nìjaká mìsta, tak také platí A(x) = A(y) (Jestli¾e mìsta x; yjsou stejná, tak kan
eláø A z ni
h urèitì dopravuje do toho samého mìsta.). Na obì strany rovni
mù¾eme þzapùsobitÿ libovolnou z 
estovní
h kan
eláøí a dostat nové platné tvrzení o 
estovká
h.Této vlastnosti budeme vyu¾ívat.4Pozorní ètenáøi zadání si mohou v¹imnout, ¾e kan
eláøe se vlastnì 
hovají jako funk
e zob-razují
í mno¾inu v¹e
h mìst samu do sebe. vi



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AVezmìme rovnost B(A(x)) = D(C(x)). Z ní vyplývá rovnost C(B(A(x))) = C(D(C(x))),kterou mù¾eme pøepsat pomo
í vztahu C(B(x)) = x (za x zvolíme A(x)):C(B(A(x))) = C(D(C(x)));A(x) = C(D(C(x))):Zapùsobíme-li na obì strany rovnosti 
estovní kan
eláøí C a pou¾ijeme rovnost C(C(D(x))) = x,máme C(A(x)) = C(C(D(C(x))));C(A(x)) = C(x):Nyní u¾ staèí zapùsobit na obì strany 
estovní kan
eláøí B a vyu¾ít rovnost B(C(x)) = x:B(C(A(x))) = B(C(x));A(x) = x:Cestovní kan
eláø A tedy dopravuje z mìsta x pouze do mìsta x. Poèet mìst x takový
h, ¾eA(x) 6= x, je proto v¾dy nula bez ohledu na 
elkový poèet mìst (který mù¾e být klidnì i neko-neèný).Poznámky k do¹lým øe¹ením: Vìt¹ina øe¹itelù pøi¹la na to, ¾e 
estovka A v¾dy dopravuje dový
hozího mìsta, tak¾e mìsto M s hledanou vlastností neexistuje. Proto bodování odrá¾í hlavnìmíru pøesnosti a obe
nosti dùkazu.Krom algebrai
ký
h øe¹ení (podobný
h vzorovému) se vyskytovaly i úvahy o vhodnì zvolený
hnìkolika mìste
h z Mnohamìstí a spojení
h mezi nimi. Dal¹í skupina správný
h øe¹ení vy
házelaz pøedstavy (koneèného) Mnohamìstí jako nìkolika kru¾ni
 s mìsty po obvodu, pøièem¾ 
estovkydopravovaly v dané kru¾ni
i buï po smìru nebo proti smìru hodinový
h ruèièek.6. úloha (96, 40, 1; 96, 0; 0)Na Sahaøe je na kru¾ni
i rozmístìno n oáz (nemusí být pravidelnì). Na 
estu mezi oázami jepotøeba mít s sebou dostateèné mno¾ství vody a jídla. Dohromady lze v oázá
h naèerpat právìtolik zásob, kolik potøebuje jedna karavana na obejití kru¾ni
e. Doka¾te, ¾e lze vybrat oázutakovou, ¾e z ní mù¾e karavana vyjet ve smìru hodinový
h ruèièek a objet 
elou kru¾ni
i, nemá-lipøed naèerpáním zásob v této oáze k dispozi
i ¾ádné zásoby. Karavana pobere libovolné mno¾stvízásob.Pøedstavme si, ¾e v libovolné z oáz je karavana K, která má obrovské zásoby jídla a vody.Tato karavana postupnì (po smìru hodinový
h ruèièek) obejde v¹e
hny oázy a z ka¾dé odnesev¹e
hny zásoby, je¾ tam byly. Sledujme, jak se po 
estì mìní 
elková hmotnost zásob, kteréK nese. Ta se v¾dy v oáze zvý¹í o hmotnost zásob, které v ní byly, a na 
estì mezi oázami sepostupnì zmen¹uje. V oázá
h je dohromady pøesnì tolik zásob, kolik karavana 
estou po kru¾ni
ispotøebuje, tak¾e a¾ se na¹e karavana K vrátí zpátky do poèáteèní oázy, bude mít stejnì zásobjako na zaèátku. Uva¾ujme nyní místo, v nìm¾ byla 
elková hmotnost zásob nesený
h karavanouminimální (takové zøejmì existuje; je-li ji
h ví
, vybereme si libovolné z ni
h). Hmotnost zásob se
estou mezi oázami sni¾uje, nejmen¹í je tedy tìsnì pøedtím, ne¾ karavana nabere zásoby v nìjakéz oáz (znaème ji O).Doka¾me, ¾e kdy¾ hledaná karavana L (tedy taková, je¾ na zaèátku nemá ¾ádné zásoby),vyrazí z O, obejde 
elou kru¾ni
i. Pro spor pøedpokládejme, ¾e jí na 
estì mezi nìjakými dvìmavii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Aoázami zásoby dojdou a nemù¾e pokraèovat dál. To ale znamená, ¾e K za tímto místem mìlaménì zásob ne¾ v O, 
o¾ je spor s volbou oázy O. Karavana L tedy obejde v¹e
hny oázy.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Vìt¹ina øe¹itelù pouze jednodu¹eji èi slo¾itìji dokazovala, ¾e pokud
hybí v nìjaké oáze zásoby na pøejití do dal¹í, pak musí jinde pøebývat, a z toho usoudili, ¾e lzenajít oázu, ze které lze startovat. Za toto konstatování faktù a nepodlo¾enou domnìnku bylo 0bodù. Pìkná øe¹ení byla pomo
í úvahy, kdy nalezneme v¾dy alespoò jednu oázu (A), ze které sedá dostat do následují
í oázy (B), a potom tento úsek þprodlou¾ímeÿ o následují
í úsek (z B doC) a zásoby þpøesunemeÿ z B do A. Takto postupujeme, a¾ zbude jediná oáza, nebo tuto úpravupou¾ijeme jako indukèní krok. Zbylá správná øe¹ení se podobala autorskému.7. úloha (75, 6, 1; 04, 1; 0)Ví»a a Martin jeli na výlet do rumunský
h hor. Stojí na opaèný
h straná
h pohoøí ve stejnénadmoøské vý¹
e a 
htìjí se pohybovat tak, ¾e stále budou mít stejnou nadmoøskou vý¹ku.Cesta mezi nimi tvoøí graf lineární lomené funk
e (je to lomená èára). Ka¾dý bod 
esty je ale-spoò tak vysoko jako poèáteèní nadmoøská vý¹ka Víti a Martina. Doka¾te, ¾e se mù¾ou setkat.
Vı́ta Martin

· · ·Napøed pohoøí tro
hu zjednodu¹íme. Zlomem nazvìme takové místo, v nìm¾ se lomená èáraþlomíÿ, tedy mìní svùj sklon. Zøejmì pokud pøed zlomem 
esta stoupala a za ním stoupá stále,mù¾eme tento zlom vyne
hat (nezále¾í toti¾ na tom, jak prud
e hory stoupají, ale jen na tom, zdastoupají nebo klesají). Podobnì mù¾eme vyne
hat zlom uprostøed klesání. Také vede-li 
esta mezinìjakými dvìma zlomy po rovinì, mù¾eme tento úsek vyne
hat (zatím
o jde jeden z kamarádùpo rovinì, druhý prostì poèká na místì). Zabývejme se tedy dál jen takovými horami, ¾e 
estamezi ka¾dými dvìma sousedními zlomy buï klesá, nebo stoupá a v ka¾dém zlomu mìní svùj smìr(to, zda stoupá èi klesá). Vr
holem dále nazývejme takový zlom, ¾e 
esta pøed ním i za ním klesá,a obdobnì údolím ten zlom, pøed ním¾ i za ním¾ 
esta stoupá. V¹e
hny body pohoøí, je¾ jsouve stejné nadmoøské vý¹
e jako nìjaký vr
hol nebo údolí, nazvìme významnými (za významnépova¾ujme i poèáteèní pozi
e Víti a Martina). Významný
h bodù je zøejmì jen koneènì mnoho,oèíslujme je tedy zleva 0, 1, : : : , k. Uspoøádané dvoji
i významný
h bodù (a, b), které majístejnou nadmoøskou vý¹ku, øíkejme pozi
e.Je-li k = 0, je situa
e triviální. Ne
h» tedy dál k > 0. Na zaèátku jsou kamarádi v pozi
i (0,k), z ní se bezprostøednì dostanou pouze do pozi
e (1, k�1). Stejnì tak pozi
e (k, 0) sousedí jens (k � 1, 1). Doka¾me, ¾e ka¾dá jiná pozi
e sousedí se sudým poètem pozi
. Ne
h» jde o pozi
i(a, b). Rozli¹íme nìkolik mo¾ností:a) Ani jeden z významný
h bodù a, b není vr
hol ani údolí. To znamená, ¾e oba 
hlap
i jsouve svahu a mohou se pohybovat buï dolù, nebo nahoru. Tato pozi
e tedy sousedí s právì dvìmaviii
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emi.b) Právì jeden z významný
h bodù je vr
hol nebo údolí. Bez újmy na obe
nosti (BÚNO)ne
h» jde o vr
hol. Kamarádi se mohou pohybovat jen dolù; ten na vr
holu si mù¾e vybrat, pokteré stranì z kop
e sejde. Opìt se tedy mohou dostat do dvou pozi
.
) Jedno z uva¾ovaný
h míst je vr
hol, druhé je údolí. Chlape
 na vr
holu mù¾e jít jen dolù,ten v údolí zas jen nahoru, tak¾e nemohou dojít do ¾ádné jiné pozi
e :( { ov¹em nula je takésudé èíslo.d) Oba významné body jsou vr
holy nebo jsou oba údolí. BÚNO ne
h» jde o vr
holy. Ka¾dýz 
hlap
ù si mù¾e vybrat, zda z vr
holu sejde po levém nebo pravém svahu, dohromady tudí¾mají 2 � 2 = 4 mo¾nosti, kam jít, tato pozi
e proto sousedí se ètyømi pozi
emi.Znázorníme-li pozi
e body v rovinì a spojíme-li dvì pozi
e èarou, právì kdy¾ spolu sousedí,dostaneme graf. Uva¾ujme dál jen ty pozi
e, do který
h se dostaneme z poèáteèní (0, k). Tytvoøí souvislý graf G. Stupnìm pozi
e nazývejme poèet pozi
, které s ní sousedí. Uvìdomme si,¾e souèet stupòù v¹e
h pozi
 v G je sudý. Ka¾dá èára spojují
í dvì pozi
e (napø. pozi
e A a B)je toti¾ zapoètena dvakrát { jednou ve stupni A a jednou ve stupni B. Souèet stupòù je protoroven dvojnásobku poètu v¹e
h èar, tak¾e je sudý. Poèáteèní pozi
e (0, k) v G le¾í. Tato pozi
emá li
hý stupeò, tak¾e v G musí le¾et nìjaká dal¹í pozi
e li
hého stupnì. Jediná dal¹í pozi
eli
hého stupnì je (k, 0), a proto tato pozi
e le¾í v G.V G le¾í poèáteèní pozi
e i (k, 0), v ní¾ si Ví»a s Martinem vymìnili místa. Mù¾ou se tedypohybovat tak, aby si vymìnili místa. Bìhem tohoto pohybu se nìkde museli potkat, tak¾e sejim toto setkání v¾dy povede.Poznámky k do¹lým øe¹ením:
A

V M

N

B

WVìt¹ina øe¹itelù popsala nìjaký zpùsob, jak se mají vedou
í pohybovat, aby se potkali. Èastose i pokou¹eli dokázat, ¾e se jim to skuteènì povede. Skoro v¹i
hni pøitom v podstatì postupovalitakto: þKdy¾ jeden dojde na vr
hol a musí klesat, bude se ten druhý vra
et a klesat s ním takdlouho, dokud první nepøejde údolí, do nìj¾ se¹el, a nebude opìt v pùvodní nadmoøské vý¹
e.Pak zase budou 
hvíli stoupat a a¾ nìkdo nebude mo
i dál, ten druhý se vrátí atd. Obdobnì toudìlají pøi sestupování do údolí, tak¾e postupnì pøejdou v¹e
hny pøeká¾ky a potkají se.ÿ. Tatoúvaha má bohu¾el jednu podstatnou vadu { obèas se vra
í Ví»a a obèas zase Martin. Pøitomale vùbe
 není jasné, ¾e se nedostanou zpátky do pozi
e, v které u¾ byli (mù¾e se jim to státnapøíklad v pøípadì, ¾e oba dojdou na stejnì vysoké vr
holy a oba pùjdou do údolí za nimi { tosi mù¾e¹ rozmyslet tøeba v situa
i podle obrázku (A a B jsou stejnì vysoko), pùjde-li Ví»a z Vdoleva a Martin z M vpravo, budou se po 
hvíli muset vrátit do situa
e (W , N), v ní¾ u¾ mohlibýt).Dal¹í èastou 
hybou bylo tvrzení, ¾e se 
hlap
i potkají v nìjakém z nejvy¹¹í
h bodù. Jak jevidìt na obrázku, nemusí tomu tak být, je-li ví
 nejvy¹¹í
h vr
holù.ix
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hole
h trojúhelníku stojí tøi velká mìsta (Praha, Chomutov a Doubravi
e nad Svita-vou). Uvnitø trojúhelníku tvoøeného mìsty je nìkolik vesni
. Nìkteré ob
e jsou spojeny rovnými
estami, pøitom jsou spojena ka¾dá dvì mìsta. ®ádné dvì 
esty se neprotínají. Naví
 libovolnéúzemí je ohranièeno právì tøemi 
estami. Doka¾te, ¾e 
esty (takové, ¾e vedou alespoò do jednévesni
e) lze rozdìlit mezi mìsta tak, ¾e z libovolné vesni
e do libovolného mìsta M se lze do-stat pouze po 
está
h patøí
í
h danému mìstu M . Pøíklad oblasti a následné rozdìlení 
est mezimìsta máte na obrázku.
Praha Chomutov

Doubravice nad Svitavou

Praha Chomutov

Doubravice nad Svitavou

Nejdøíve upozorníme na drobnou nepøesnost v zadání. Budeme pøedpokládat, ¾e se v oblastinevyskytují izolované vesni
e (nebo izolované skupiny vesni
5), do ni
h by se toti¾ nedalo dostatz ¾ádného mìsta, ani po 
está
h patøí
í
h jinému mìstu.My¹lenka øe¹ení je vhodnì oèíslovat ob
e (tedy mìsta i vesni
e). Z tohoto oèíslování pakurèíme, které 
esty budou patøit ke kterému mìstu tak, aby bylo splnìno zadání.Pøedpokládejme, ¾e máme n ob
í, a 
htìjme je èíslovat pomo
í èísel 1, 2, : : : , n. Na zaèátkupøiøaïme èísla mìstùm, a si
e tak, ¾e Praha bude mít èíslo 1, Chomutov èíslo 2 a Doubravi
enad Svitavou èíslo n.Pro pøehlednìj¹í vyjadøování budeme þgrafem6 ob
í do iÿ rozumìt ty ob
e, jeji
h¾ èíslo jemen¹í nebo rovno i, a v¹e
hny 
esty, které mezi tìmito ob
emi vedou. Na obrázku je vlevonakreslen pøíklad rozmístìní a oèíslování ob
í a vpravo graf ob
í do 5. Naví
 obe
 3 je uvnitøtohoto grafu, zatím
o ostatní ob
e jsou na hrani
i.5Ve skuteènosti staèí pøedpokládat pouze, ¾e nemáme izolované vesni
e, nebo» oblast, ve kteréby byla nìjaká od mìst izolovaná, ale navzájem propojená skupina vesni
, by byla ohranièenaví
e ne¾ 3 
estami.6V teorii grafù se tomuto pojmu øíká graf indukovaný vr
holy 1, 2, : : : , i.x
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3

5

6

4

1 2

3

5

4þHranièní posloupnostíÿ nh(i)j ozj=1 grafu ob
í do i naví
 budeme rozumìt posloupnost v¹e
hob
í, které jsou na hrani
i zaèínají
í v ob
i 1 (Praze) a konèí
í v ob
i 2 (Chomutovì), pøitom
h
eme, aby mezi sousedními èleny posloupnosti vedla po hrani
i 
esta. Tato posloupnost tedyzávisí na zvoleném i. V pøípadì, ¾e i bude zøejmé (pevnì dané), budeme psát jen hj namístoh(i)j . Hranièní posloupností z pøed
hozího obrázku je tedy posloupnost h(5)1 = h1 = 1, h2 = 5,h3 = 4, h4 = 2.Ob
e pova¾ujeme za sousední, právì kdy¾ mezi nimi vede 
esta.Nyní si mù¾eme øí
i, jaké podmínky má oèíslování ob
í splòovat. Budeme 
htít, aby pro ka¾déi 2 f2, 3, : : : , n� 1g platilo:(1) Obe
 i+ 1 je na hrani
i grafu do i+ 1.(2) Obe
 i+ 1 má alespoò dva sousedy mezi ob
emi 1, 2, : : : , i.(3) V¹i
hni sousedé ob
e i + 1, jeji
h¾ èísla jsou men¹í nebo rovna i, tvoøí interval hranièníposloupnosti grafu ob
í do i, to jest existují nìjaké dva indexy j, l, ¾e obe
 s èíslem mmen¹ím nebo rovným i je sousední ob
í k i+ 1, právì kdy¾ m = h(i)p pro nìjaké p takové, ¾ej � p � l.Obrázkem (na obrázku je naznaèen graf do i+ 1):
i + 1

1 2

hj

hl

(3) Obce na hranici grafu do i mezi hj a hl jsou už sousedé obce i + 1.

(1) Obec i + 1 je na hranici grafu do i + 1.(2) Obec i + 1 má alespoň
2 sousedy v grafu do i.

Nyní, kdy¾ jsme si øekli, jaké by
hom 
htìli oèíslování, doká¾eme, ¾e takové oèíslování existuje.Dùkaz nepùjde do v¹e
h detailù, aby nebyl pøíli¹ zdlouhavý, pøípadné detaily si snadno doplní¹sama/sám.Budeme postupnì vybírat ob
e, které mají mít èísla 3, 4, : : :Výbìr ob
e s èíslem 3 je jednoznaèný { je právì jedna obe
, která sousedí jak s ob
í 1, taks ob
í 2. V¹imni si, ¾e jsou splnìny podmínky (1), (2), (3) pro i = 2.xi
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e mají mít èísla 3, 4, : : : , k, a ¾e jsoutakto splnìny podmínky (1), (2), (3) pro 2 � i � k� 1. Urèíme ob
i s èíslem k+1 tak, aby bylypodmínky (1), (2), (3) splnìny pro i = k (v¹imni si, ¾e tyto podmínky pro men¹í i nemù¾emeporu¹it!).Vzpomeòme si na hranièní posloupnost nh(k)j ozj=1 = fhjgzj=1. Pro j 2 f1, 2, : : : , z � 1gvede 
esta na hrani
i grafu do k mezi ob
emi hj a hj+1. Jeliko¾ ka¾dé území je ohranièeno tøemi
estami, musí tato 
esta spoleènì s 
estami z nìjaké (jednoznaènì urèené) ob
e oj (mimo graf dok) do ob
í hj , hj+1 ohranièovat nìjaké území. Jsou-li v¹e
hny ob
e oj pro j 2 f1, 2, : : : , z � 1gDoubravi
e nad Svitavou, potom si snadno rozmyslí¹, ¾e k = n� 1 a máme v¹e oèíslováno (zdese vyu¾ije, ¾e neexistují izolované ob
e). Máme tedy nìjakou posloupnost o1, o2, : : : , oz�1 ob
ítakovou, ¾e alespoò jedna z tì
hto ob
í není Doubravi
e nad Svitavou. Na obrázku je nakreslenpøíklad situa
e pro z = 8.
1 = h1

h2

h3

h4

h5

h6

h7

2 = h8

o1 = o2

o3 = o4 = o5

o6

o7

My¹lenka je, ¾e jedna z ob
í o1, : : : , oz�1 bude oznaèena èíslem k+1. Podmínky (1) a (2) jsousplnìny, ov¹em kvùli podmín
e (3) nelze vybrat libovolnou ob
i rùznou od Doubravi
e (podívejse na obrázek a ob
i o1). Na druhou stranu lze najít ob
i takovou, ¾e je splnìna podmínka (3).Nejprve si uvìdomíme, ¾e kdykoliv je 1 � s < t < u < v � z � 1, potom nemù¾e nastat situa
e,¾e os = ou, ot = ov a os � ot. Cesta z hs pøes os do hu a 
esta z ht pøes ot do hv by se toti¾za této situa
e musely protínat, 
o¾ je spor se zadáním úlohy. Z podobného dùvodu se nemù¾epro 1 � s < t < u � z � 1 stát, ¾e ot je Doubravi
e a os = ou není Doubravi
e. Po tì
hto dvoupozorování
h si u¾ snadno rozmyslí¹, ¾e podmínka (3) mù¾e být pro nìjakou ob
i splnìna. Potomtuto ob
i oznaèíme èíslem k + 1. Takto postupnì oèíslujeme v¹e
hny vesni
e tak, aby (1), (2),(3) bylo splnìno.A nyní u¾ pøijde hezèí a jednodu¹¹í èást, a si
e pøiøazení 
est mìstùm.Mìjme obe
 i+1, ta má podle podmínky (3) v¹e
hny sousedy s èíslem men¹ím nebo rovným ijako èleny hj , hj+1, : : : , hj+f hranièní posloupnosti grafu do i. Podle (2) je f � 1. Cestu z ob
ei+1 do hj pøiøaïme Praze, 
estu z ob
e i+1 do hj+f pøiøaïme Chomutovu a zbylé 
esty z i+1do hj+1, : : : , hj+f�1 pøiøaïme Doubravi
i nad Svitavou (pokud tyto 
esty existují). Podívej sena obrázek. xii
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i + 1

hj

hj+1

hj+f−1

hj+f

Praha

Chomutov

Doubravice nad SvitavouPro názornost si nakresleme je¹tì jeden obrázek { pøíklad oèíslování a následné rozdìlení 
est.
Praha = 1 Chomutov = 2

Doubravice nad Svitavou = 7

3

5

6

4

Praha Chomutov

Doubravice nad Svitavou

Nyní u¾ je velmi snadné napøíklad induk
í dokázat, ¾e se z libovolného mìsta do libovolnévesni
e dostaneme, i kdy¾ budeme pou¾ívat pouze 
esty patøí
í danému mìstu.Nejprve provedeme dùkaz induk
í podle èísla vesni
e pro Prahu. Pro vesni
i èíslo 3 je tvrzenízøejmé { spojuje ji s Prahou 
esta patøí
í Praze. Pøedpokládejme, ¾e tvrzení platí pro vesni
es èísly men¹ími ne¾ i. Z vesni
e i (podle toho, jak jsme 
esty pøiøazovali) vede buï pra¾ská
esta pøímo do Prahy, nebo do vesni
e s èíslem men¹ím ne¾ i, odkud se lze podle indukèníhopøedpokladu dostat do Prahy po 
está
h patøí
í
h jen Praze.Pro Chomutov je dùkaz témìø stejný.Pro Doubravi
i se tvrzení doká¾e induk
í pozpátku. Vesni
i èíslo n � 1 spojuje s Doubravi
í
esta patøí
í Doubravi
i (rozmysli si proè). Pøedpokládejme, ¾e se z vesni
 n� 1, n� 2, : : : , i+1lze dostat do Doubravi
e po 
está
h patøí
í
h Doubravi
i. Doká¾eme tvrzení pro obe
 i. Podlevlastnosti 1 je obe
 i na hrani
i grafu do i. Jen¾e není na hrani
i 
elého území (tj. grafu do n).Tedy musí existovat w takové, ¾e i � w � n � 1 a ¾e ves i je na hrani
i grafu do w a není nahrani
i grafu do w + 1, tj. obe
 w + 1 odøízla na¹i obe
 i od hrani
e. Jen¾e podle toho, jak jsmede�novali 
esty pro obe
 w+1, vede 
esta z ob
e w+1 do ob
e i patøí
í Doubravi
i. Pou¾ijeme-liindukèní pøedpoklad pro obe
 w+1, umíme se z ob
e i dostat pøes obe
 w+1 a¾ do Doubravi
e.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Vìt¹ina øe¹itelù se pokou¹ela úlohu øe¹it induk
í, a to postup-ným pøidáváním vesni
 a 
est z ni
h vedou
í
h tak, aby v ka¾dém kroku byla v¹e
hna územítrojúhelníková, pøièem¾ v¾dy obarvili (tj. pøiøadili nìjakému z mìst) jen novì pøidané 
esty,barvy ostatní
h 
est nemìnili. Tento postup má v¹ak jednu podstatnou vadu { nedají se jímtoti¾ vytvoøit v¹e
hny pøípustné dopravní sítì. V ka¾dé takto vytvoøené síti toti¾ existuje vesni
e(ta poslední pøidaná), z ní¾ vy
házejí pouze 3 nebo 4 
esty (podle toho, zda byla pøidána navolné území nebo na 
estu). Jen¾e existuje spousta dopravní
h sítí, v ni
h¾ z ka¾dé vesni
e vedenejménì 5 
est { asi nejjednodu¹¹ím pøíkladem je graf dva
etistìnu nakreslený do roviny.xiii
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eme obarvit sí» s n+1 vesni
emi a pøed-pokládáme, ¾e ka¾dou sí» s n vesni
emi ji¾ obarvit umíme. Vezmeme tedy vesni
i, z ní¾ vy
házínejvý¹e 5 
est (nejprve musíme dokázat, ¾e existuje), odebereme ji i s 
estami, které z ní vy
há-zejí a do vzniklé oblasti pøípadnì doplníme jednu nebo dvì 
esty, aby
hom dostali sí» se v¹emiúzemími trojúhelníkovými. Tato sí» má jen n vesni
, tedy ji mù¾eme obarvit. Nakone
 odebereme
esty, které jsme pøidali, a vrátíme zpìt vesni
i a 
esty, které jsme odebrali. Zbývá jen obarvittì
hto maximálnì 5 
est, v nìkterý
h pøípade
h je¹tì asi bude nutné zmìnit barvu nìkterý
hji¾ obarvený
h 
est. Tímto zpùsobem postupoval jen Peter Èerno a nebýt nìkolika vyne
haný
hpøípadù, dostal by plný poèet bodù.Úloha se v¹ak dala øe¹it i jinými zpùsoby ne¾ takovouto induk
í, ale o to se (pøekvapivì) nikdonepokusil. Cesty se napøíklad daly obarvovat postupnì od okraje trojúhelníka tak, ¾e v prvnímkroku se obarvily v¹e
hny hrany trojúhelníkù s vr
holem v nìjakém mìstì, v ka¾dém dal¹ím krokuse vybrala jedna vesni
e ji¾ þnapojenáÿ na v¹e
hna mìsta a obarvily se hrany v¹e
h trojúhelníkùs vr
holem v této vesni
i (zkus si rozmyslet, jak konkrétnì by se 
esty obarvovaly).
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