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Povidani k 7. sérii

Sedmad série se zabyva komplexnimi &isly. Nésledujici fadky jsou zamysleny jako pomoc fe-
gitelim, kteri se s témito ¢isly dosud nesetkali. Komplexni ¢isla jsou rozsifenim oboru redlnych
¢isel. Mohou byt definovina mnoha ekvivalentnimi zptisoby. Nejdilezitéjsi jsou tyto:

(1) (intuitivné) Redlnd &isla rozsifime o imagindrni jednotku i, pro kterou definujeme 2 =
—1. Komplexni &isla pak budou &isla ve tvaru (a + ib), kde a, b jsou &isla redlnd. S&itani
a néasobeni funguje stejné jako v redlnych ¢islech, tj.

(a+1b) + (c+id) = (a+c) +i(b+ d)

(a+ib) - (c+1id) = (ac — bd) + i(bc + ad).

(Druhy vztah dostaneme roznasobenim a naslednym pouZitim vztahu i2 = —1.)
(2) (geometricky) Vezmu body (uspofddané dvojice redlnych &isel) v roving, s¢itdni a ndso-
beni definuji

[a,0] + [¢,d] = [a + ¢, b + d]
[a,b] - [c,d] = [ac — bd, be + ad].
Mluvime pak o tzv. Gaussové roviné.

(3) (algebraicky) Komplexni &sla jsou nejmensi &iselny obor, ve kterém m4 kazdy nekon-
stantni redlny polynom kofen.

Snadno muzeme ovérit vzorec pro déleni:

a+ib _ (a+ib)(c—id)  acH bd+ i(bc— ad)
c+id  (c+id)(c—id) c2 + d? '

Zavedeme nésledujici oznaceni.
(1) absolutni hodnota: |a + ib| = Va2 + b2.
(2) redlnd, imagindrni ¢ast:  R(a + ib) = a, S(a +ib) = b.
(3) komplexné sdruZené ¢&islo:  a + b = a — ib.
(4) komplexni exponencidla:  e® 1% = e®(cosy + isiny).

KaZdé komplexni &slo o lze psat v goniometrickém tvaru 7(cos ¢ +isin @) = re’¥. Sta&i volit

&
r = la| a ¢ tak, abycoswz%, ﬁ

Plati tzv. Moivreova véta, kterd déva opodstatnéni definici komplexni exponencidly:

sinp =

(re'¥)™ = (r(cos ¢ + isin )™ = r"(cos ny + isinnp) = rei"?

Tato véta se pouziva pro vypocet mocnin i odmocnin komplexnich &isel. Pozor, odmocniny nejsou
jednozna¢né! ¥a je vlastnd FeSeni rovnice 2 — a = 0 a polynom n-tého stupné miize mit
(a v tomto pfipadé pro a # 0 md) n riiznych komplexnich kofeni.

Pomoci souctovych vzorcli pro goniometrické funkce mutzeme odvodit vzorec pro nasobeni
komplexnich &isel v goniometrickém tvaru:

r(cos ¢ + isin @) - s(cos ¢ + isine) = rs(cos(p + ) + isin(¢ + ¥)).
7 né&j Moivreova véta snadno plyne. V exponencidlnim zdpisu je véc jesté jasnéjsi — plati

ea+ibec+id — e(a+c)+i(b+d) .
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;7 =
[. série
Téma: Komplexni &isla

Termin odeslani: 26.DUBNA 2004

1. 0LOHA (3 BODY)
Necht a, b jsou komplexni &isla takové, Ze |a| = |b| = 1. Uréete hodnotu vyrazu |a — b|% + |a + b|2.

2. ULOHA (3 BODY)
Necht p(z) = 22 + az + b je polynom s komplexnimi koeficienty (tedy a,b € C) a defini¢nim
oborem C takovy, Ze |p(z)| = 1 pro |z| = 1 (tedy pro &isla na jednotkové kruZnici). UkaZte, Ze
pak nutné a = b = 0.

3. ULOHA (3 BODY)
Najdéte vSechny funkce f : C — C spliujici pro kazdé komplexni ¢islo z rovnost

fR)+2f(1—2)=1+=z.

4. ULOHA (5 BODU)
Necht O je pocéatek sourfadnic komplexni roviny (tedy &slo 0 + 0i) a zdrovenr vrchol krychle,
pri¢emz OA, OB, OC jsou jeji hrany. Kolmé priiméty bodtt A, B, C do komplexni roviny necht
jsou komplexni &isla u, v, w. Dokazte, ze u2 + v2 + w? = 0.

5. 0LOHA (5 BODU)
Necht 21, 22, 23 jsou tfi komplexni &isla takovd, Ze 0 < |z1| < |22| < |z3|, a necht r;j(cos p; +
isin ;) je goniometricky zapis ¢&isla z; pro j € {1,2,3}. Dale necht 81, 82, 83 jsou t¥i kladna re-
alnj ¢isla. Oznacme f;(n) = r; (cos(p; + np;) + isin(e; +np;)), j € {1,2,3}. Predpoklddejme,
7e existuje devét rtznych prirozenych &isel ni, no, ..., ng takovych, Ze komplexni &isla fi(ng),
fa(ng), f3(ng) lezi na jedné p¥imce (v Gaussové roving) pro k € {1,2,...,9} a navic devét takto
vzniklych pfimek ma stejnou vzdalenost od bodu 0 + 0:. Dokazte, Ze pak existuje nekonecné
mnoho pFirozenych n takovych, ze body fi(n), f2(n), f3(n) lez na jedné pfimce.

6. ULOHA (5 BODU)
necht « je (2™ + 1)-vd odmocnina z jedné, pri¢emz je rtiznd od 1. DokaZte, Ze vidy najdeme
polynomy p(z), q(z) s celo¢iselnymi koeficienty takové, 7e p(a)? + g(a)? = —1.

7.0LOHA (5 BODU)
Necht n € N, «, 21, 22, ..., 2n € C, pFiemz |a| = 1, |2;] > 1 pro i € {1,...,n}. Rozhodné&te
v zévislosti na n a «, kolik maximélné& existuje z € C takovych, Ze |z| < 1 a plati vztah
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8. ULOHA (5 BODU)
Upravte na co nejjednodussi tvar vyraz

7 (5)+3 () +o (g + -+ L5 (G )

P¥itom |z] zna&i dolni celou ¢ast z, tj. nejvétsi celé &islo takové, které je mensi nebo rovné x.
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Reseni 7. série

1. dloha (48, 46, 2,00, 3,0)
Nechf a, b jsou komplexni &isla takova, Ze |a| = |b| = 1. Uréete hodnotu vyrazu |a — b2 + |a + b|2.

Ulohu vyfesime geometrickou predstavou. Nejprve si uvddomime, %e kdy? je |b| = 1, pak je
i|—b] = 1. Tedy body a, b, —b lezi (v Gaussové roving€) na jednotkové kruZnici se stfedem
v pocatku. Navic body b a —b tvori jeji primér, odkud je podle Thaletovy véty trojuhelnik 7'
tvoreny body a, b, —b pravoihly s pravym thlem u bodu a. Velikost tiseCky tvorené body c, d je
|c — dJ, tedy podle Pythagorovy véty pro trojuhelnik 7' je

la —6* +Ja+ b = Ja— b +|a — (=b)]* = [b— (=0)|* = [2b” = 4Jb|* = 4.

Zkus si uvédomit, Ze tento postup funguje, i kdyz je trojuhelnik 7' degenerovany.

2. tloha (30, 15, 1,00, 1,0)
Necht p(z) = 22 + az + b je polynom s komplexnimi koeficienty (tedy a,b € C) a defini¢nim
oborem C takovy, Zze |p(z)| = 1 pro |z| = 1 (tedy pro ¢isla na jednotkové kruznici). UkaZte, Ze

pak nutné a = b = 0.

Podle zadani je |p(1)| =1 = [p(—1)|, tedy 1 +a+b i1l — a+ b leZi na jednotkové kruZnici,
stfed této usecky bod 1+ b proto lezi v jednotkovém kruhu (poé&itdno i s hranici). Podobn&
[p(@)] = 1 = |p(—1)|, tedy body —1 +ia + b a —1 — ia + b lezi na jednotkové kruZnici a stied
—1 4 b v jednotkovém kruhu.

OvSem body —1+b a 1+ b maji vzdalenost 2, tvori tedy primér jednotkové kruznice a jejich
stfed b musi byt po¢iatkem soutadnic, tedy b = 0. Nyni 14 a, 1 —a i stfed této tseCky bod 1 maji
lezet na jednotkové kruznici, coZ je mozné jedin€ v pripadé, Ze tyto body splyvaji, tedy a = 0.
Tim je vSe potiebné dokdzano.

3. 1dloha (34, 17, 1,00, 1,0)
Najdéte v8echny funkce f : C — C spliwujici pro kazdé komplexni &islo z rovnost

f)+z2fl—2)=1+=z.

Dosazenim z = x a z = 1 — x ziskdme pro kazdé komplexni x rovnosti
fl@)+zf(l-—z)=1+m, (1)

fA—2)+ (0 -2)f(z) =2 -z (2)

Z (2) vyjadiime f(1—z) = 2—x—(1—z) f(z) a dosadime do (1): f(z)+z(2—z—(1—z)f(x)) = 1+,
(22 — 2+ 1)f(z) = 22 — z + 1. Pokud tedy plati 22 — z + 1 # 0, musi byt f(z) = 1. Kofeny
polynomu 22 — z + 1 jsou z1 = 1437\/5 # Plati pro né z1 = 1 — z2, a tedy z (1)
plyne f(z2) =14 x2 — x2f(z1). Zatim jsme jen odvodili nutné podminky, které funkce f musi
spliiovat, aby mohla byt FeSenim dané rovnice.

a Ty =

iv
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Tyto podminky jsou ale také postacujici. Pfesnéji, pro libovolné komplexni ¢islo ¢ je funkce
f spliwjici f(z) =1 pro z # z1, x2, f(z1) = ¢, f(z2) =1+ 2 — z2f(x1) FeSenim dané rovnice,
coz se snadno ovéfi pfimym dosazenim: pro x # z1, 2 bude levad strana dané rovnosti rovna
1421 =1+, proxz = z1 bude levd strana rovna ¢+ z1(1l+x2 —cx2) = c+z1 +z122(1—¢) =
c+z1+1—c=14z1 aproxz = z2 bude leva strana rovna 1+xz9 —z2 f(z1) +z2f(21) = 1 + 2.

Pozndmky k doslym FeSenim: Za uhodnuti funkce f(z) = 1 jsem udéloval bod, za zbylé funkce
potom dva. Chybéjici zkousku jsem nepovaZoval za (hrubou) chybu, nebot feSitel, ktery doSel
ke spravnému feSeni, si ji svym zptsobem provést musel, ale uvédomte si, Ze k FeSeni patii (bez
ni méte jen kandiddty na feSeni, z nichZ ne kazdy feSenim byt musi), jeji p¥itomnost, p¥ipadné
postup, kdy nebyla potieba, jsem ohodnotil +i.

4.1loha (16, 10, 3,00, 5,0)
Necht O je pocatek souradnic komplexni roviny (tedy ¢islo 0 + 0¢) a zaroveh vrchol krychle,
pricemz OA, OB, OC jsou jeji hrany. Kolmé priméty bodt A, B, C do komplexni roviny necht
jsou komplexni &isla u, v, w. Dokazte, 7e u? + v + w? = 0.

Ozna¢me si a délku hrany krychle (¢ = |OA|). Zvolme si kartézskou soustavu soufadnic
v prostoru tak, Ze kazdy bod z + iy z komplexni roviny mé soufadnice [z,y,0]. Necht A =
la1,a2,a3], B = [b1,b2,b3], C = [e1,c2,c3]. Ozna¢me si X = [a,0,0], Y = [0,a,0], Z = [0,0, a]
body na osach z, y, z. Vektory OA, OB, OC jsou navzajem kolmé, tedy také urcuji kartézskou
soustavu soufadnic. V této soustavé méd bod X soufadnice [a1, b1, ¢1] (napf. soufadnice ve sméru
osy OA je rovna délce kolmého primétu bodu X na primku OA, to je ale totéz jako délka
kolmého priimétu bodu A na pfimku OX (zde vyuZzivdme rovnost |OA| = |OX| = a), neboli z-
ové soutadnice bodu A v piivodni soustavé soutradnic), podobn& body Y, Z maji v nové soustavé
soufadnice [a2, b2, ¢2], [a3, b3, c3]. ProtoZe vzdalenost bodi X,Y, Z od politku je rovna a, plati
(podle Pythagorovy véty)
al +b? 4+ c?=a% i=1,2,3. (1)

Protoze skalarni souéin kolmych vektortt OX, OY je roven nule!, dostavime
a1br + a2b2 + azbz = 0. (2)
S vyuzitim (1) a (2) jiZz snadno diikaz dokoncime:
u? + 0% +w? = (a1 +1a2)? + (b1 +ib2)? + (1 + ic2)? =

:a%—l—b%—l—c%—a%—b%—c%—l—?i(albl—l—agbz—l—agbg):a2—a2+2i~0:0.

Pozndmky k doflym fefenim: Regitelé, ktefi pouzili k vyjddeni tietiho vrcholu krychle vekto-
rovy soulin, dostali po snadné tpravé kyzeny vysledek. Ale ti, ktefi se pokouseli krychli natocit
riznymi transformacemi do polohy, kde by byla dloha jiz trividlni, se mnohdy topili a nékdy
i zapomnéli, co vlastné chtéji dokazat.

Pokud nevi§, co je skaldrni souéin, pak véz, Ze pro vektory [a,b, ], [d,e, f] je jejich skalarni

soucin roven ad+be+cf a pokud tyto vektory sviraji thel a, pak cosa = adtbetcf
+be+cfap y y J > P Va2 102t/ 12+ f2
— tedy kosinus thlu je roven skaldrnimu soucinu vydélenému velikostmi vektord.
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5. tloha (8, 7, 4,00, 5,0)
Necht z1, 22, 23 jsou tii komplexni &isla takovd, Ze 0 < |z1]| < |z2| < |z3], a necht r;(cos ¢; +
ising;) je goniometricky zapis ¢isla z; pro j € {1,2,3}. Déle necht 81, B2, B3 jsou tii kladnd re-
alna ¢isla. Oznaéme f;(n) = r; (cos(y; +np;) +isin(e; +np;)), j € {1,2,3}. Pfedpokladejme,
Ze existuje devét riznych pfirozenych &isel ni, na, ..., ng takovych, Ze komplexni &sla fi(ng),
f2(nk), f3(ny) lezi na jedné p¥imce (v Gaussové roviné) pro k € {1,2,...,9} a navic devét takto
vzniklych pfimek mé stejnou vzdédlenost od bodu 0 + 0:i. Dokazte, ze pak existuje nekonecné
mnoho p¥irozenych n takovych, Ze body fi(n), f2(n), f3(n) leZi na jedné p¥imce.

Ulohu vyiesime geometrickou piedstavou. M&jme pfirozené &islo n a ptejme se, jak vypada
fj(n) pro j € {1,2,3}. Z goniometrického zdpisu f;(n) = r;(cos(¢; +npB;) + isin(¢; + np;))
vidime, Ze

[fj(n)] = Irj| - |cos (w; +nB;) +isin(p; +np;) | =r; \/0082 (¢j +nB;) +sin® (p; +np;) = ;.

Tedy vidime, Ze f;(n) leZi na kruZnici se stfedem v po&atku (0 + 0i) a polomérem r;; oznaéme
takovou kruZnici k;. KdyZ si uvédomime (napiiklad stejnym zpisobem jako v piedchazejici si-
tuaci), Ze 7; = |z;|, dostavdme ze zadéni, Ze plati 0 < r1 < r2 < r3 (specidlné jsou ri, r2, r3
riiznd).

Déle p¥imo z definice goniometrického zapisu komplexniho ¢isla vznikne &islo f;(n+ 1) z isla
fj(n) oto€enim o thel ;.

Nyni uvazme né&jaké z Cisel ny ze zadani (pro k € {1,2,...9}). Oznalme pj p¥imku prochéa-
zejici body fi(ng), fo(nk) a fa(ng) a ozname d spoleénou vzdélenost pfimek pj od pocétku.
P¥imka pj, protind kazdou z kruznic k1, k2 a k3 v jednom nebo dvou bodech. Bod f;(ny) je
jednim z prisecikd py a kj, tedy d < r1, aby k1 a p, mohly mit prisecik (tedy py protind ko
a ks ve dvou bodech, ke k1 miiZe byt te¢na — coz bude situaci pouze zjednoduSovat). Oznatme
Dy, bod na p¥imce py, ve vzdalenosti d od poc¢atku (04 07), tedy Dy, je kolmy primé&t po¢atku na

vi
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pk- Ke kazdé piimce priradme (uspofddanou) trojici pismenek P nebo L. Divejme se z politku
do bodu Dy, a j. pismenko volme L, pokud je f;j(ny) nalevo od Dy, jinak ho volme P (pokud
splyvéa s Dy, volme ho libovolné P nebo L).

Na obrézku je pfimce pj pfifazena trojice (L, L, P), nebot fi(ng) a f2(ng) jsou nalevo od
Dy, a fa(ny) je napravo od Dy. Navic je na obrdzku naznaceno, jak f;j(n + 1) vznikne z f;(n)
otolenim o tihel p; (pron =mny a j = 2).

Moznych trojic z pismen L a P je pouze 8, tedy podle Dirichletova principu existuji alespon
dvé piimky pr a py (z,y € {1,2...9},z # y), které maji pfifazeny stejné trojice. Bez Gjmy na
obecnosti predpoklddejme, Ze nz > ny, jinak prohodime znaceni z a y.

Nyni uz je FeSeni nasnadé. ProtoZe p, a p, maji stejnou vzdélenost od pocatku, p, vznikne
z py otolenim o né&jaky thel v podle pofatku. Bod f;(ns) vznikne z f;(ny) otofenim o thel
(nz —ny)p;, piitom piimky py a py maji stejné trojice, tedy p¥i otaceni o 7 se fj(ny) zobrazi na
fj(ng). Odtud tedy plyne, Ze v = (nz — ny)p1 = (nz — ny)p2 = (nz —ny)e3 az na nasobek 2w,
ktery pii otaceni nehraje roli. Odtud pro libovolné piirozené k lezi body fi(k(nz — ny) + ny),
fa(k(ne —ny) + ny), f3(k(nz —ny) 4+ ny) na jedné piimce, nebot vzniknou otocenim p, o thel
ky = k(ng — ny)p1 = k(na — ny)p2 = k(ne — ny)ps. Takto tedy dostdvdme pozadovanych
nekone¢né mnoho hodnot.

6. iloha (7, 3, 2,00, 1,0)
necht a je (2" + 1)-v4 odmocnina z jedné, pfi¢em? je rtiznd od 1. DokaZte, Ze vidy najdeme
polynomy p(z), g(z) s celo¢iselnymi koeficienty takové, Ze p(a)? + g(a)? = —1.

Pov§imndme si, 7e a + a2 + a3 + --- 4+ a2" = —1. To plyne ze vzorce pro soudet prvnich
k ¢lenti geometrické posloupnosti 14+ q+ ¢> +--- + ¢F~1 = %. V naSem ptipadé poloZzime
k=2"+1, ¢ = a a obdrZime uvedeny vysledek. Vyzbrojeni timto poznatkem zkusime sestrojit
polynomy py () a gn(z) takové, Ze p2(z) + ¢2(z) = 22+ a* + 25 + - + 222" | dosazenim z = «
pak dostaneme p2(a) 4+ ¢2(a@) = a? + a* + -+ + " +a+ad 4+ =1,

Polynomy sestrojime indukci. Pro n = 1 vezméme pi(z) = =, ¢i1(x) = 22. M&me nyni
sestrojeny polynomy py(z) a gn(z). Zvolme pni1(z) = pu(z) + 2" gn (@), gnt1(x) = gn(x) —

m2"p(m). Potom s vyuZzitim indukéniho pFedpokladu méme

p721+1(m) 4 qi+1(m) — (pi(z) + q%) (1 4 1132'2") _ ZL‘Z +£L‘4 4o 1132'2" 4o +I4'2"’
coz jsme chtéli.
7.1loha (45 27 2700’ 370)

Necht n € N, «, 21, 22, ..., 2n € C, pFiemz |a| = 1, |2;| > 1 pro i € {1,...,n}. Rozhodné&te
v zévislosti na n a «, kolik maximélné& existuje z € C takovych, Ze |z| < 1 a plati vztah

Dokézeme, 7e zadné takové z neexistuje, a to tak, Ze porovname redlné ¢asti obou vyrazi.
Nejprve dokdZzeme jednoduché tvrzeni.
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Tvrzeni. Pro kaZdé komplexni ¢islo o plati
— 1 1
a) |C¥\—1=>§R(1I—a)—?

Diikaz. NapiSme si a ve tvaru a; + taz2, kde a1, a2 jsou redlna c¢isla. Plati

1 B 1 B 1— a1 + a2 B 1—a1
g%(l—a)ig%(l—m—iag)7ge(1—|—a%—2a1—|—a§)71—1—\042—2(11'

Pro |a| > 1 plati

1—a1 1—a1 1

1+a2—2a; ~ 14+1—-2a1 2’

pfi¢emZ rovnost nastdva jen v p¥ipads |a| = 1.

Podle a) je redlna ¢&st levé strany daného vztahu rovna

(52 et

Kazdy s¢itanec na pravé strané mutzeme prepsat do tvaru 1

. Pokud tedy |z| < 1, pak z pred-

_Zi

pokladu |z;| = 1 plyne [ 21| > 1 a podle b)

7 toho dostavdme nerovnost

A (S )-En() <k

i=1

tudiz dany vztah nemtze platit pro zidné komplexni z lezici uvnitf jednotkového kruhu. Hledany
pocet je tedy vzdy roven 0.

8. tloha (7, 5, 3,00, 5,0)
Upravte na co nejjednodussi tvar vyraz

(o) + 3 () 4o () -+ GLED G )

P¥itom |z] zna&i dolni celou ¢ast z, tj. nejvétsi celé &islo takové, které je mensi nebo rovné z.

Regeni zatneme kombinatorickou interpretaci, potom budeme pokradovat v komplexnich &is-
lech.

Méjme n organizitort PraSatka, ktefl maji v planu zajet si do Rumunska. N&ktefi z nich
pojedou stopem, néktetri vlakem. JelikoZ Zeleznice opét ménily tarify, vyplati se nyni jezdit na
slevu pro t¥i cestujici. Tedy pocet téch, ktefi budou cestovat vlakem, bude urcité délitelny tf¥emi.
Navic se bude hodit, aby se jeden z téch organizatord, ktefi pojedou vlakem, naudil rumunsky
a jeden madarsky (mfiZe a nemusi to byt tentyZ). Spocitejme dvéma zpiisoby, kolik je moZnosti,
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jak se organizatori rozdéli na skupinku cestujici vlakem a skupinku stopaii a pritom jesté vyberou
toho, kdo se bude ucit rumunsky, a toho, kdo madarsky.

Prvni zptsob po&itani volme nésledujici: Reknéme, Ze ve skupince, kterd pojede vlakem, bude
3k organizadtort. Potom mame (31) moznosti, jak je vybrat. Navic mezi nimi zvolime rumunsky
a madarsky mluviciho. Pro kazdou volbu mdme 3k moZnosti. Tedy pro 3k-¢lennou skupinku
mame (3k)? () moZnosti, jak ji utvoiit. Zvazime-li viechna mozné k, mame dohromady

15
;(31@)2 (3k)

=0
moznosti, jak skupinky rozdglit, coZ je presn& vyraz v zadani tlohy?, oznaéme tento vyraz V(n).

Pro druhy zpitisob poéitani si pro j = 0,1,2 a m piirozené ozna¢me P;(m) pofet zptisobi,
jak vybrat mezi m organizitory takovou skupinku, Ze pocet ¢leni této skupinky déva pii déleni
tfemi zbytek j. Rozmysli si, Ze

= (7) = () + ()

0 3 6

i = (3)+(3) (7).
pam = (3)+(2) ()4

Nyni za¢neme druhy zptisob pocitani. Nejprve si vybereme ty, ktefi budou umét rumunsky a ma-
darsky. Jedna situace je, Ze to bude tentyZ organizitor, co bude umét rumunsky a madarsky,
pak mame n moznosti, jak ho vybrat, tento organizator musi jet vlakem. Potom uZ jen hleddme
skupinku, kterd s nim pojede vlakem, pocet ¢lent této skupinky musi pfi déleni tfemi dévat
zbytek 2, mame tedy P>(n — 1) moZnosti, dohromady tedy mame nPs(n — 1) moZnosti. Druhd
situace je, Ze budou organizitofi, co budou umét rumunsky a madarsky, rtizni. Potom podob-
nym postupem jako v predchozi situaci dostaneme n(n —1)P;(n — 2) moZnosti. Dohromady tedy
dostdvame nPy(n — 1) + n(n — 1)Pi(n — 2) moZznosti.

Spocitali jsme dvé€ma zpiisoby tentyz vyraz, vysledky si pfi obou zpiisobech musi byt rovny,
tedy

V(n) =nPx(n —1) +n(n —1)Pi(n —2).

Nyni bychom radi ur€ili Po(m) a Pi1(m), k tomu pravé vyuzijeme komplexnich &sel.

Nejprve ¥eime rovnici 3 = 1. Tu lze upravit na tvar (z2+xz+1)(z—1) = 0. Snadno spo&itdme
koteny kvadratické rovnice, které jsou

—1—14v3

= cos 120° + 4sin 120°, To = 5

—1+4+iv3
neE Ty

Treti koren je pak z3 = 1. VyuZitim Moivreovy véty nebo pifimym spocitdnim snadno zjistime,
7e T9 = z%, 1 =uz3 = m? Odtud plyne, Ze zi”k“ = z’l Nyni si z binomické véty (a pouZitim
pfedchoziho vztahu) vyjaddFeme

(1+IL‘1)n:(Z)+$1(T)+z§(2)+(§)+n-, (1)

2V opraveném zadéni.
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wesr = ()t en ()« () @
= () (e () (e ®

Vynéasobenim prvni rovnice z1, druhé :1:% a seCtenim s treti dostdvame, Ze
z1(l+z)" + 231+ 2" 4+ 2" =
n n n n
=@ +a+1)(y) + @t tal+ () @+t 4 D) + @+t +)(]) o=

S5 () () ) =onie

Pr1i posledni ipravé jsme vyuzili pravé vlastnosti, ze zi” =1 a Ze z1 je FeSenim kvadratické rovnice
22 +zx+1=0.
Podobné vynédsobenim prvni rovnice :1:% a druhé z; obdrzime, Ze
22(1 4 21)™ + z1(1 + 2™ + 2™ = 3P (n).
Nyni uz jen staci upravovat:

V(n) =nPy(n—1)+n(n—-1)Pi(n—2) =

= g (1 (1 + 2" +2f (1 + 2" 42770 +
+@ (22(1+21)" 2 + 21 (1 + 22)" 2 4 27=2) 2
2 2 @i(a) ! +a(—a) T 420 4
$202D @2ty ()t 42 2) Y
© % (cos ((2n — 1)120°) + isin ((2n — 1)120°)) +
! 1);_1n (cos ((n +1)120°) + isin ((n + 1)120°)) + 22”—4
+% (cos ((2n — 2)120°) + isin ((2n — 2)120°)) +
+% (cos ((n — 1)120°) + isin ((n — 1)120°)) + @2"—2@

e 7(71)7;_1271 cos ((n +1)120°) + —(71)”_2?1(71 —1)

-1%2”—2 (n+1).

cos ((n —1)120°) +

V (V) jsme op&t vyuzili vztahu 1+ 21 + 22 = 0, v (<) jsme dosadili za goniometricky z&pis
a pouzili Moivreovu vétu, v (&) jsme vyuzili vztahi jako

cos((2n — 1)120°) = cos((2n — 1)120° — 3n - 120°) = cos(—(n + 1)120°) = cos((n + 1)120°).
Podobné upravime ostatni siny a cosiny.

Pozndmky k doSlym FeSenim: V zadani sa vyskytla chyba a suma v poévodnych meziach asi
7iadny jednoduchsi tvar nemala. Preto udelujem hromadnt pochvalu vSetkym, ktory to nevzdali
a pozreli si na nete spravne zadanie, pripadne si zadanie opravili sami.



