
A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 APovídání k 7. sériiSedmá série se zabývá komplexními èísly. Následujíí øádky jsou zamý¹leny jako pomo øe-¹itelùm, kteøí se s tìmito èísly dosud nesetkali. Komplexní èísla jsou roz¹íøením oboru reálnýhèísel. Mohou být de�nována mnoha ekvivalentními zpùsoby. Nejdùle¾itìj¹í jsou tyto:(1) (intuitivnì) Reálná èísla roz¹íøíme o imaginární jednotku i, pro kterou de�nujeme i2 =�1. Komplexní èísla pak budou èísla ve tvaru (a+ ib), kde a; b jsou èísla reálná. Sèítánía násobení funguje stejnì jako v reálnýh èísleh, tj.(a + ib) + (+ id) = (a + ) + i(b+ d)(a+ ib) � (+ id) = (a� bd) + i(b+ ad):(Druhý vztah dostaneme roznásobením a následným pou¾itím vztahu i2 = �1.)(2) (geometriky) Vezmu body (uspoøádané dvojie reálnýh èísel) v rovinì, sèítání a náso-bení de�nuji [a; b℄ + [; d℄ = [a+ ; b+ d℄[a; b℄ � [; d℄ = [a� bd; b+ ad℄:Mluvíme pak o tzv. Gaussovì rovinì.(3) (algebraiky) Komplexní èísla jsou nejmen¹í èíselný obor, ve kterém má ka¾dý nekon-stantní reálný polynom koøen.Snadno mù¾eme ovìøit vzore pro dìlení:a+ ib+ id = (a+ ib)(� id)(+ id)( � id) = a+ bd+ i(b� ad)2 + d2 :Zavedeme následujíí oznaèení.(1) absolutní hodnota: ja+ ibj = pa2 + b2.(2) reálná, imaginární èást: <(a+ ib) = a, =(a + ib) = b.(3) komplexnì sdru¾ené èíslo: a+ ib = a� ib.(4) komplexní exponeniála: ex+iy = ex(os y + i sin y).Ka¾dé komplexní èíslo � lze psát v goniometrikém tvaru r(os'+ i sin') = rei'. Staèí volitr = j�j a ' tak, aby os' = <�j�j , sin' = =�j�j .Platí tzv. Moivreova vìta, která dává opodstatnìní de�nii komplexní exponeniály:(rei')n = (r(os'+ i sin'))n = rn(osn'+ i sinn') = rnein'Tato vìta se pou¾ívá pro výpoèet monin i odmonin komplexníh èísel. Pozor, odmoniny nejsoujednoznaèné! np� je vlastnì øe¹ení rovnie xn � � = 0 a polynom n-tého stupnì mù¾e mít(a v tomto pøípadì pro � 6= 0 má) n rùznýh komplexníh koøenù.Pomoí souètovýh vzorù pro goniometriké funke mù¾eme odvodit vzore pro násobeníkomplexníh èísel v goniometrikém tvaru:r(os'+ i sin') � s(os + i sin ) = rs(os('+  ) + i sin('+  )):Z nìj Moivreova vìta snadno plyne. V exponeniálním zápisu je vì je¹tì jasnìj¹í | platíea+ibe+id = e(a+)+i(b+d):i



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A7. sérieTéma: Komplexní èíslaTermín odeslání: 26. dubna 20041. úloha (3 body)Neh» a; b jsou komplexní èísla taková, ¾e jaj = jbj = 1. Urèete hodnotu výrazu ja� bj2+ ja+ bj2.2. úloha (3 body)Neh» p(z) = z2 + az + b je polynom s komplexními koe�ienty (tedy a; b 2 C ) a de�niènímoborem C takový, ¾e jp(z)j = 1 pro jzj = 1 (tedy pro èísla na jednotkové kru¾nii). Uka¾te, ¾epak nutnì a = b = 0.3. úloha (3 body)Najdìte v¹ehny funke f : C ! C splòujíí pro ka¾dé komplexní èíslo z rovnostf(z) + zf(1 � z) = 1 + z:4. úloha (5 bodù)Neh» O je poèátek souøadni komplexní roviny (tedy èíslo 0 + 0i) a zároveò vrhol kryhle,pøièem¾ OA, OB, OC jsou její hrany. Kolmé prùmìty bodù A, B, C do komplexní roviny neh»jsou komplexní èísla u, v, w. Doka¾te, ¾e u2 + v2 + w2 = 0.5. úloha (5 bodù)Neh» z1, z2, z3 jsou tøi komplexní èísla taková, ¾e 0 < jz1j < jz2j < jz3j, a neh» rj(os'j +i sin'j) je goniometriký zápis èísla zj pro j 2 f1; 2; 3g. Dále neh» �1, �2, �3 jsou tøi kladná re-álná èísla. Oznaème fj(n) = rj (os('j + n�j) + i sin('j + n�j)), j 2 f1; 2; 3g. Pøedpokládejme,¾e existuje devìt rùznýh pøirozenýh èísel n1, n2, : : : , n9 takovýh, ¾e komplexní èísla f1(nk),f2(nk), f3(nk) le¾í na jedné pøíme (v Gaussovì rovinì) pro k 2 f1; 2; : : : ; 9g a naví devìt taktovzniklýh pøímek má stejnou vzdálenost od bodu 0 + 0i. Doka¾te, ¾e pak existuje nekoneènìmnoho pøirozenýh n takovýh, ¾e body f1(n), f2(n), f3(n) le¾í na jedné pøíme.6. úloha (5 bodù)neh» � je (2n + 1)-vá odmonina z jedné, pøièem¾ je rùzná od 1. Doka¾te, ¾e v¾dy najdemepolynomy p(x), q(x) s eloèíselnými koe�ienty takové, ¾e p(�)2 + q(�)2 = �1.7. úloha (5 bodù)Neh» n 2 N, �, z1, z2, : : : , zn 2 C , pøièem¾ j�j = 1, jzij � 1 pro i 2 f1; : : : ; ng. Rozhodnìtev závislosti na n a �, kolik maximálnì existuje z 2 C takovýh, ¾e jzj < 1 a platí vztahn1� � = nXi=1 zz � zi :ii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A8. úloha (5 bodù)Upravte na o nejjednodu¹¹í tvar výraz02�n0�+ 32�n3�+ 62�n6�+ � � �+ �3 jn3 k�2 � n3 �n3 ��:Pøitom bx znaèí dolní elou èást x, tj. nejvìt¹í elé èíslo takové, které je men¹í nebo rovné x.
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A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AØe¹ení 7. série1. úloha (48, 46, 2;00, 3;0)Neh» a; b jsou komplexní èísla taková, ¾e jaj = jbj = 1. Urèete hodnotu výrazu ja� bj2+ ja+ bj2.Úlohu vyøe¹íme geometrikou pøedstavou. Nejprve si uvìdomíme, ¾e kdy¾ je jbj = 1, pak jei j � bj = 1. Tedy body a, b, �b le¾í (v Gaussovì rovinì) na jednotkové kru¾nii se støedemv poèátku. Naví body b a �b tvoøí její prùmìr, odkud je podle Thaletovy vìty trojúhelník Ttvoøený body a, b, �b pravoúhlý s pravým úhlem u bodu a. Velikost úseèky tvoøené body , d jej� dj, tedy podle Pythagorovy vìty pro trojúhelník T jeja� bj2 + ja+ bj2 = ja� bj2 + ja� (�b)j2 = jb� (�b)j2 = j2bj2 = 4jbj2 = 4:Zkus si uvìdomit, ¾e tento postup funguje, i kdy¾ je trojúhelník T degenerovaný.2. úloha (30, 15, 1;00, 1;0)Neh» p(z) = z2 + az + b je polynom s komplexními koe�ienty (tedy a; b 2 C ) a de�niènímoborem C takový, ¾e jp(z)j = 1 pro jzj = 1 (tedy pro èísla na jednotkové kru¾nii). Uka¾te, ¾epak nutnì a = b = 0.Podle zadání je jp(1)j = 1 = jp(�1)j, tedy 1 + a + b i 1 � a + b le¾í na jednotkové kru¾nii,støed této úseèky bod 1 + b proto le¾í v jednotkovém kruhu (poèítáno i s hranií). Podobnìjp(i)j = 1 = jp(�i)j, tedy body �1 + ia + b a �1 � ia + b le¾í na jednotkové kru¾nii a støed�1 + b v jednotkovém kruhu.Ov¹em body �1+ b a 1+ b mají vzdálenost 2, tvoøí tedy prùmìr jednotkové kru¾nie a jejihstøed b musí být poèátkem souøadni, tedy b = 0. Nyní 1+a, 1�a i støed této úseèky bod 1 majíle¾et na jednotkové kru¾nii, o¾ je mo¾né jedinì v pøípadì, ¾e tyto body splývají, tedy a = 0.Tím je v¹e potøebné dokázáno.3. úloha (34, 17, 1;00, 1;0)Najdìte v¹ehny funke f : C ! C splòujíí pro ka¾dé komplexní èíslo z rovnostf(z) + zf(1 � z) = 1 + z:Dosazením z = x a z = 1� x získáme pro ka¾dé komplexní x rovnostif(x) + xf(1 � x) = 1 + x; (1)f(1 � x) + (1� x)f(x) = 2� x: (2)Z (2) vyjádøíme f(1�x) = 2�x�(1�x)f(x) a dosadíme do (1): f(x)+x(2�x�(1�x)f(x)) = 1+x,(x2 � x + 1)f(x) = x2 � x + 1. Pokud tedy platí x2 � x + 1 6= 0, musí být f(x) = 1: Koøenypolynomu x2 � x + 1 jsou x1 = 1+ip32 a x2 = 1�ip32 . Platí pro nì x1 = 1 � x2, a tedy z (1)plyne f(x2) = 1 + x2 � x2f(x1). Zatím jsme jen odvodili nutné podmínky, které funke f musísplòovat, aby mohla být øe¹ením dané rovnie. iv



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ATyto podmínky jsou ale také postaèujíí. Pøesnìji, pro libovolné komplexní èíslo  je funkef splòujíí f(x) = 1 pro x 6= x1, x2, f(x1) = , f(x2) = 1 + x2 � x2f(x1) øe¹ením dané rovnie,o¾ se snadno ovìøí pøímým dosazením: pro x 6= x1, x2 bude levá strana dané rovnosti rovna1+x �1 = 1+x, pro x = x1 bude levá strana rovna +x1(1+x2� x2) = +x1+x1x2(1� ) =+x1+1� = 1+x1 a pro x = x2 bude levá strana rovna 1+x2�x2f(x1)+x2f(x1) = 1+x2.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Za uhodnutí funke f(z) = 1 jsem udìloval bod, za zbylé funkepotom dva. Chybìjíí zkou¹ku jsem nepova¾oval za (hrubou) hybu, nebo» øe¹itel, který do¹elke správnému øe¹ení, si ji svým zpùsobem provést musel, ale uvìdomte si, ¾e k øe¹ení patøí (bezní máte jen kandidáty na øe¹ení, z nih¾ ne ka¾dý øe¹ením být musí), její pøítomnost, pøípadnìpostup, kdy nebyla potøeba, jsem ohodnotil +i.4. úloha (16, 10, 3;00, 5;0)Neh» O je poèátek souøadni komplexní roviny (tedy èíslo 0 + 0i) a zároveò vrhol kryhle,pøièem¾ OA, OB, OC jsou její hrany. Kolmé prùmìty bodù A, B, C do komplexní roviny neh»jsou komplexní èísla u, v, w. Doka¾te, ¾e u2 + v2 + w2 = 0.Oznaème si a délku hrany kryhle (a = jOAj). Zvolme si kartézskou soustavu souøadniv prostoru tak, ¾e ka¾dý bod x + iy z komplexní roviny má souøadnie [x; y; 0℄. Neh» A =[a1; a2; a3℄, B = [b1; b2; b3℄, C = [1; 2; 3℄. Oznaème si X = [a; 0; 0℄, Y = [0; a; 0℄, Z = [0; 0; a℄body na osáh x, y, z. Vektory OA, OB, OC jsou navzájem kolmé, tedy také urèují kartézskousoustavu souøadni. V této soustavì má bod X souøadnie [a1; b1; 1℄ (napø. souøadnie ve smìruosy OA je rovna déle kolmého prùmìtu bodu X na pøímku OA, to je ale toté¾ jako délkakolmého prùmìtu bodu A na pøímku OX (zde vyu¾íváme rovnost jOAj = jOXj = a), neboli x-ová souøadnie bodu A v pùvodní soustavì souøadni), podobnì body Y , Z mají v nové soustavìsouøadnie [a2; b2; 2℄, [a3; b3; 3℄. Proto¾e vzdálenost bodù X;Y;Z od poèátku je rovna a, platí(podle Pythagorovy vìty) a2i + b2i + 2i = a2; i = 1; 2; 3: (1)Proto¾e skalární souèin kolmýh vektorù OX, OY je roven nule1, dostávámea1b1 + a2b2 + a3b3 = 0: (2)S vyu¾itím (1) a (2) ji¾ snadno dùkaz dokonèíme:u2 + v2 +w2 = (a1 + ia2)2 + (b1 + ib2)2 + (1 + i2)2 == a21 + b21 + 21 � a22 � b22 � 22 + 2i(a1b1 + a2b2 + a3b3) = a2 � a2 + 2i � 0 = 0:Poznámky k do¹lým øe¹ením: Øe¹itelé, kteøí pou¾ili k vyjádøení tøetího vrholu kryhle vekto-rový souèin, dostali po snadné úpravì ký¾ený výsledek. Ale ti, kteøí se pokou¹eli kryhli natoèitrùznými transformaemi do polohy, kde by byla úloha ji¾ triviální, se mnohdy topili a nìkdyi zapomnìli, o vlastnì htìjí dokázat.1Pokud neví¹, o je skalární souèin, pak vìz, ¾e pro vektory [a; b; ℄, [d; e; f ℄ je jejih skalárnísouèin roven ad+be+f a pokud tyto vektory svírají úhel �, pak os� = ad+be+fpa2+b2+2pd2+e2+f2{ tedy kosinus úhlu je roven skalárnímu souèinu vydìlenému velikostmi vektorù.v



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A5. úloha (8, 7, 4;00, 5;0)Neh» z1, z2, z3 jsou tøi komplexní èísla taková, ¾e 0 < jz1j < jz2j < jz3j, a neh» rj(os'j +i sin'j) je goniometriký zápis èísla zj pro j 2 f1; 2; 3g. Dále neh» �1, �2, �3 jsou tøi kladná re-álná èísla. Oznaème fj(n) = rj (os('j + n�j) + i sin('j + n�j)), j 2 f1; 2; 3g. Pøedpokládejme,¾e existuje devìt rùznýh pøirozenýh èísel n1, n2, : : : , n9 takovýh, ¾e komplexní èísla f1(nk),f2(nk), f3(nk) le¾í na jedné pøíme (v Gaussovì rovinì) pro k 2 f1; 2; : : : ; 9g a naví devìt taktovzniklýh pøímek má stejnou vzdálenost od bodu 0 + 0i. Doka¾te, ¾e pak existuje nekoneènìmnoho pøirozenýh n takovýh, ¾e body f1(n), f2(n), f3(n) le¾í na jedné pøíme.Úlohu vyøe¹íme geometrikou pøedstavou. Mìjme pøirozené èíslo n a ptejme se, jak vypadáfj(n) pro j 2 f1; 2; 3g. Z goniometrikého zápisu fj(n) = rj(os ('j + n�j) + i sin ('j + n�j))vidíme, ¾ejfj(n)j = jrj j � j os ('j + n�j) + i sin ('j + n�j) j = rjqos2 ('j + n�j) + sin2 ('j + n�j) = rj :Tedy vidíme, ¾e fj(n) le¾í na kru¾nii se støedem v poèátku (0 + 0i) a polomìrem rj ; oznaèmetakovou kru¾nii kj . Kdy¾ si uvìdomíme (napøíklad stejným zpùsobem jako v pøedházejíí si-tuai), ¾e rj = jzj j, dostáváme ze zadání, ¾e platí 0 < r1 < r2 < r3 (speiálnì jsou r1, r2, r3rùzná).Dále pøímo z de�nie goniometrikého zápisu komplexního èísla vznikne èíslo fj(n+1) z èíslafj(n) otoèením o úhel 'j .

Nyní uva¾me nìjaké z èísel nk ze zadání (pro k 2 f1; 2; : : : 9g). Oznaème pk pøímku prohá-zejíí body f1(nk), f2(nk) a f3(nk) a oznaème d spoleènou vzdálenost pøímek pk od poèátku.Pøímka pk protíná ka¾dou z kru¾ni k1, k2 a k3 v jednom nebo dvou bodeh. Bod fj(nk) jejedním z prùseèíkù pk a kj , tedy d � r1, aby k1 a pk mohly mít prùseèík (tedy pk protíná k2a k3 ve dvou bodeh, ke k1 mù¾e být teèna { o¾ bude situai pouze zjednodu¹ovat). OznaèmeDk bod na pøíme pk ve vzdálenosti d od poèátku (0+0i), tedy Dk je kolmý prùmìt poèátku navi



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Apk. Ke ka¾dé pøíme pøiøaïme (uspoøádanou) trojii písmenek P nebo L. Dívejme se z poèátkudo bodu Dk a j. písmenko volme L, pokud je fj(nk) nalevo od Dk, jinak ho volme P (pokudsplývá s Dk, volme ho libovolnì P nebo L).Na obrázku je pøíme pk pøiøazena trojie (L;L;P ), nebo» f1(nk) a f2(nk) jsou nalevo odDk a f3(nk) je napravo od Dk. Naví je na obrázku naznaèeno, jak fj(n + 1) vznikne z fj(n)otoèením o úhel 'j (pro n = nk a j = 2).Mo¾nýh troji z písmen L a P je pouze 8, tedy podle Dirihletova prinipu existují alespoòdvì pøímky px a py (x; y 2 f1; 2 : : : 9g; x 6= y), které mají pøiøazeny stejné trojie. Bez újmy naobenosti pøedpokládejme, ¾e nx > ny, jinak prohodíme znaèení x a y.Nyní u¾ je øe¹ení nasnadì. Proto¾e px a py mají stejnou vzdálenost od poèátku, px vzniknez py otoèením o nìjaký úhel  podle poèátku. Bod fj(nx) vznikne z fj(ny) otoèením o úhel(nx�ny)'j , pøitom pøímky px a py mají stejné trojie, tedy pøi otáèení o  se fj(ny) zobrazí nafj(nx). Odtud tedy plyne, ¾e  = (nx � ny)'1 = (nx � ny)'2 = (nx � ny)'3 a¾ na násobek 2�,který pøi otáèení nehraje roli. Odtud pro libovolné pøirozené k le¾í body f1(k(nx � ny) + ny),f2(k(nx � ny) + ny), f3(k(nx � ny) + ny) na jedné pøíme, nebo» vzniknou otoèením py o úhelk = k(nx � ny)'1 = k(nx � ny)'2 = k(nx � ny)'3. Takto tedy dostáváme po¾adovanýhnekoneènì mnoho hodnot.6. úloha (7, 3, 2;00, 1;0)neh» � je (2n + 1)-vá odmonina z jedné, pøièem¾ je rùzná od 1. Doka¾te, ¾e v¾dy najdemepolynomy p(x), q(x) s eloèíselnými koe�ienty takové, ¾e p(�)2 + q(�)2 = �1.Pov¹imnìme si, ¾e � + �2 + �3 + � � � + �2n = �1. To plyne ze vzore pro souèet prvníhk èlenù geometriké posloupnosti 1 + q + q2 + � � � + qk�1 = 1�qk1�q . V na¹em pøípadì polo¾ímek = 2n + 1, q = � a obdr¾íme uvedený výsledek. Vyzbrojeni tímto poznatkem zkusíme sestrojitpolynomy pn(x) a qn(x) takové, ¾e p2n(x) + q2n(x) = x2+x4 +x6 + � � �+x2�2n , dosazením x = �pak dostaneme p2n(�) + q2n(�) = �2 + �4 + � � �+ �2n + �+ �3 + � � �+ �2n�1 = �1.Polynomy sestrojíme indukí. Pro n = 1 vezmìme p1(x) = x, q1(x) = x2. Mìjme nynísestrojeny polynomy pn(x) a qn(x). Zvolme pn+1(x) = pn(x) + x2nqn(x), qn+1(x) = qn(x) �x2np(x). Potom s vyu¾itím indukèního pøedpokladu mámep2n+1(x) + q2n+1(x) = �p2n(x) + q2n� (1 + x2�2n) = x2 + x4 + � � �+ x2�2n + � � �+ x4�2n ;o¾ jsme htìli.7. úloha (4, 2, 2;00, 3;0)Neh» n 2 N, �, z1, z2, : : : , zn 2 C , pøièem¾ j�j = 1, jzij � 1 pro i 2 f1; : : : ; ng. Rozhodnìtev závislosti na n a �, kolik maximálnì existuje z 2 C takovýh, ¾e jzj < 1 a platí vztahn1� � = nXi=1 zz � zi :Doká¾eme, ¾e ¾ádné takové z neexistuje, a to tak, ¾e porovnáme reálné èásti obou výrazù.Nejprve doká¾eme jednoduhé tvrzení. vii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ATvrzení. Pro ka¾dé komplexní èíslo � platía) j�j = 1) <( 11�� ) = 12b) j�j > 1) <( 11�� ) < 12 :Dùkaz. Napi¹me si � ve tvaru a1 + ia2, kde a1; a2 jsou reálná èísla. Platí<� 11� �� = <� 11� a1 � ia2� = <� 1� a1 + ia21 + a21 � 2a1 + a22� = 1� a11 + j�j2 � 2a1 :Pro j�j � 1 platí 1� a11 + j�j2 � 2a1 � 1� a11 + 1� 2a1 = 12 ;pøièem¾ rovnost nastává jen v pøípadì j�j = 1.Podle a) je reálná èást levé strany daného vztahu rovna<� n1� �� = n � <� 11� �� = n2 :Ka¾dý sèítane na pravé stranì mù¾eme pøepsat do tvaru 11� ziz : Pokud tedy jzj < 1, pak z pøed-pokladu jzij = 1 plyne j ziz j > 1 a podle b)<� 11� ziz � < 12 :Z toho dostáváme nerovnost< nXi=1 zz � zi! = nXi=1<� zz � zi� < nXi=1 12 = n2 ;tudí¾ daný vztah nemù¾e platit pro ¾ádné komplexní z le¾íí uvnitø jednotkového kruhu. Hledanýpoèet je tedy v¾dy roven 0.8. úloha (7, 5, 3;00, 5;0)Upravte na o nejjednodu¹¹í tvar výraz02�n0�+ 32�n3�+ 62�n6�+ � � �+ �3 jn3 k�2 � n3 �n3 ��:Pøitom bx znaèí dolní elou èást x, tj. nejvìt¹í elé èíslo takové, které je men¹í nebo rovné x.Øe¹ení zaèneme kombinatorikou interpretaí, potom budeme pokraèovat v komplexníh èís-leh.Mìjme n organizátorù PraSátka, kteøí mají v plánu zajet si do Rumunska. Nìkteøí z nihpojedou stopem, nìkteøí vlakem. Jeliko¾ ¾eleznie opìt mìnily tarify, vyplatí se nyní jezdit naslevu pro tøi estujíí. Tedy poèet tìh, kteøí budou estovat vlakem, bude urèitì dìlitelný tøemi.Naví se bude hodit, aby se jeden z tìh organizátorù, kteøí pojedou vlakem, nauèil rumunskya jeden maïarsky (mù¾e a nemusí to být tentý¾). Spoèítejme dvìma zpùsoby, kolik je mo¾ností,viii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Ajak se organizátoøi rozdìlí na skupinku estujíí vlakem a skupinku stopaøù a pøitom je¹tì vyberoutoho, kdo se bude uèit rumunsky, a toho, kdo maïarsky.První zpùsob poèítání volme následujíí: Øeknìme, ¾e ve skupine, která pojede vlakem, bude3k organizátorù. Potom máme � n3k� mo¾ností, jak je vybrat. Naví mezi nimi zvolíme rumunskya maïarsky mluvíího. Pro ka¾dou volbu máme 3k mo¾ností. Tedy pro 3k-èlennou skupinkumáme (3k)2� n3k� mo¾ností, jak ji utvoøit. Zvá¾íme-li v¹ehna mo¾ná k, máme dohromadybn3 Xk=0(3k)2� n3k�mo¾ností, jak skupinky rozdìlit, o¾ je pøesnì výraz v zadání úlohy2, oznaème tento výraz V (n).Pro druhý zpùsob poèítání si pro j = 0; 1; 2 a m pøirozené oznaème Pj(m) poèet zpùsobù,jak vybrat mezi m organizátory takovou skupinku, ¾e poèet èlenù této skupinky dává pøi dìlenítøemi zbytek j. Rozmysli si, ¾eP0(m) = �m0 �+ �m3 �+ �m6 �+ � � � ;P1(m) = �m1 �+ �m4 �+ �m7 �+ � � � ;P2(m) = �m2 �+ �m5 �+ �m8 �+ � � � :Nyní zaèneme druhý zpùsob poèítání. Nejprve si vybereme ty, kteøí budou umìt rumunsky a ma-ïarsky. Jedna situae je, ¾e to bude tentý¾ organizátor, o bude umìt rumunsky a maïarsky,pak máme n mo¾ností, jak ho vybrat, tento organizátor musí jet vlakem. Potom u¾ jen hledámeskupinku, která s ním pojede vlakem, poèet èlenù této skupinky musí pøi dìlení tøemi dávatzbytek 2, máme tedy P2(n � 1) mo¾ností, dohromady tedy máme nP2(n � 1) mo¾ností. Druhásituae je, ¾e budou organizátoøi, o budou umìt rumunsky a maïarsky, rùzní. Potom podob-ným postupem jako v pøedhozí situai dostaneme n(n�1)P1(n�2) mo¾ností. Dohromady tedydostáváme nP2(n� 1) + n(n� 1)P1(n� 2) mo¾ností.Spoèítali jsme dvìma zpùsoby tentý¾ výraz, výsledky si pøi obou zpùsobeh musí být rovny,tedy V (n) = nP2(n� 1) + n(n� 1)P1(n� 2):Nyní byhom rádi urèili P2(m) a P1(m), k tomu právì vyu¾ijeme komplexníh èísel.Nejprve øe¹me rovnii x3 = 1. Tu lze upravit na tvar (x2+x+1)(x�1) = 0. Snadno spoèítámekoøeny kvadratiké rovnie, které jsoux1 = �1 + ip32 = os 120Æ + i sin 120Æ; x2 = �1� ip32 :Tøetí koøen je pak x3 = 1. Vyu¾itím Moivreovy vìty nebo pøímým spoèítáním snadno zjistíme,¾e x2 = x21; 1 = x3 = x31. Odtud plyne, ¾e x3k+i1 = xi1. Nyní si z binomiké vìty (a pou¾itímpøedhozího vztahu) vyjádøeme(1 + x1)n = �n0�+ x1�n1�+ x21�n2�+ �n3�+ � � � ; (1)2V opraveném zadání. ix



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A(1 + x21)n = �n0�+ x21�n1�+ x1�n2�+ �n3�+ � � � ; (2)(1 + 1)n = �n0�+ �n1�+ �n2�+ �n3�+ � � � : (3)Vynásobením první rovnie x1, druhé x21 a seètením s tøetí dostáváme, ¾ex1(1 + x1)n + x21(1 + x21)n + 2n == (x1 + x21 + 1)�n0�+ (x21 + x41 + 1)�n1�+ (x31 + x31 + 1)�n2�+ (x1 + x21 + 1)�n3�+ � � � == 3��n2�+ �n5�+ �n8�+ � � �� = 3P2(n):Pøi poslední úpravì jsme vyu¾ili právì vlastnosti, ¾e x31 = 1 a ¾e x1 je øe¹ením kvadratiké rovniex2 + x+ 1 = 0.Podobnì vynásobením první rovnie x21 a druhé x1 obdr¾íme, ¾ex21(1 + x1)n + x1(1 + x21)n + 2n = 3P1(n):Nyní u¾ jen staèí upravovat:V (n) = nP2(n� 1) + n(n� 1)P1(n� 2) == n3 �x1(1 + x1)n�1 + x21(1 + x21)n�1 + 2n�1�++n(n� 1)3 �x21(1 + x1)n�2 + x1(1 + x21)n�2 + 2n�2� =(~)=(~) n3 �x1(�x21)n�1 + x21(�x1)n�1 + 2n�1�++n(n� 1)3 �x21(�x21)n�2 + x1(�x1)n�2 + 2n�2� =(})=(}) (�1)n�1n3 (os ((2n� 1)120Æ) + i sin ((2n� 1)120Æ))++(�1)n�1n3 (os ((n+ 1)120Æ) + i sin ((n+ 1)120Æ)) + n3 2n�1++(�1)n�2n(n� 1)3 (os ((2n � 2)120Æ) + i sin ((2n� 2)120Æ))++(�1)n�2n(n� 1)3 (os ((n� 1)120Æ) + i sin ((n� 1)120Æ)) + n(n� 1)3 2n�2 =(|)=(|) (�1)n�12n3 os ((n+ 1)120Æ) + (�1)n�22n(n� 1)3 os ((n� 1)120Æ)++n3 2n�2 (n+ 1) :V (~) jsme opìt vyu¾ili vztahu 1 + x1 + x21 = 0, v (}) jsme dosadili za goniometriký zápisa pou¾ili Moivreovu vìtu, v (|) jsme vyu¾ili vztahù jakoos((2n� 1)120Æ) = os((2n� 1)120Æ � 3n � 120Æ) = os(�(n+ 1)120Æ) = os((n+ 1)120Æ):Podobnì upravíme ostatní siny a osiny.Poznámky k do¹lým øe¹ením: V zadaní sa vyskytla hyba a suma v p�vodnýh meziah asi¾iadny jednoduh¹í tvar nemala. Preto udelujem hromadnú pohvalu v¹etkým, ktorý to nevzdalia pozreli si na nete správne zadanie, prípadne si zadanie opravili sami.x


