
A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A4. sérieTéma: Pøíbìhy z menzyTermín odeslání: 5. ledna 20041. úloha (3 body)V kopíh v okolí menzy ¾ije spousta zvíøátek. Ka¾dé z nih má tøi oblíbená èísla. Li¹ky mají svéprvní oblíbené èíslo dvojku, sovy mají v první øadì rády trojku, mazané kuny mají nejoblíbenìj¹íètyøku, králíèi pìtku a zajíèi ¹estku, jeleni v první øadì fandí sedmièe, nori osmièe a méïovédevíte. Zvíøátka jsou rùznobarevná. Hnìdá zvíøátka mají druhé oblíbené èíslo dvanátku, bílájsou pro ètrnátku, èerná by si vybrala jako druhé èíslo ¹estnátku a pro zelená je druhá nejob-líbenìj¹í osmnátka. Zvíøátka jsou samozøejmì i rùznì velká. Malá zvíøátka mají tøetí oblíbenéèíslo malé èíslo nula. Prùmìrnì velká by volila o trohu vìt¹í desítku. Velká si vybírají u¾ elkemvelkou dvaítku. A obrovská mají tøetí nejoblíbenìj¹í samozøejmì obrovskou pìtadvaítku. Jednozvíøátko obèas nìkteré studenty v menze tak trohu stra¹í. Jednou do ní zabìhlo a postra¹ilotím, ¾e souèet jeho oblíbenýh èísel je 24. Jindy zase stra¹ilo tím, ¾e v¹ehna jeho oblíbená èísladávají stejný zbytek pøi dìlení tøemi. Které zvíøátko obèas postra¹í studenty?2. úloha (3 body)V menze na shùzkáh organizátorù máme pìkný zvyk. Kdy¾ se sejdeme, posadíme se do kruhua zaèneme tleskat. Netleskáme ale jen tak. Tleskání musí mít ten správný rytmus a øád. Nejdøívtleskne Mihal. Na ka¾dou dal¹í dobu tlesknou ti a jen ti, jejih¾ právì jeden soused na minu-lou dobu tlesknul. Kdy¾ u¾ nikdo netleská, shùzka mù¾e zaèít. Na jedné shùze se se¹lo 2norganizátorù. Mohli nìkdy zaèít shùzovat?3. úloha (3 body)Na jiné shùze si po tradièním pozdravu Martin v¹iml zajímavé novinky, toti¾ elá podlaha jepokryta dla¾dièkami typu "L" (viz obrázek na koni). David hned dodal, ¾e je to mo pìkné,proto¾e nejen menzu, ale rovnou elou rovinu lze pokrýt tìmito dla¾dièkami tak, ¾e ka¾dá jepou¾ita právì jednou. Má David s pokrýváním roviny pravdu?
4. úloha (5 bodù)Mezitím, o si ostatní organizátoøi do¹li pro obèerstvení, Marek hlídal bundy a hrál si s drobeèkyna stole. Podaøilo se mu je poskládat do zajímavého útvaru, kdy v okolí ka¾dého drobeèku jsouprávì tøi jiné, které od nìj mají vzdálenost 5 m. Kolik mohlo být drobeèkù?5. úloha (5 bodù)Jeliko¾ jsou matfyzái líní pøeházet mezi jednotlivými místnostmi menzy, vystavìli si ú¾asnýi



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Asystém mikrotramvají. Mezi ka¾dými dvìma místnostmi jezdí mikrotramvaj v právì jednomsmìru. Dinovi zaèíná vièení a¾ za pùl hodiny, a tak ho napadlo, ¾e volný èas mù¾e vyplnit tím,¾e si vybere nìjakou první místnost a pak se projede mikrotramvajemi po menze tak, ¾e ka¾doumístnost nav¹tíví právì jednou (a nebude mezi místnostmi pøeházet). Doka¾te, ¾e takový výbìrestování se Dinovi mù¾e povést, a» u¾ mikrotramvaje jezdí jakkoliv.6. úloha (5 bodù)Jednou si s sebou na shùzku An¹a vzala velké domino. V¹imla si, ¾e její dominové kostièkyzakrývají právì dvì políèka trohu zvlá¹tní ¹ahovnie (2n + 1) krát (2n + 1), na které právìPavel s Frsem hráli ¹ahy. Rozehraná ¹ahová partie jí pøíli¹ nezajímala, postupnì brala �gurkyz ¹ahovnie a skládala na ni dominové kostièky. Nakone zaplnila elou ¹ahovnii a¾ na levédolní políèko. Honza si v¹iml, ¾e s dominy lze po ¹ahovnii posouvat tak, ¾e ka¾dé políèko, kterése od levého dolního li¹í v obou souøadniíh o sudé èíslo, mù¾e zùstat nezakryto. Napadlo ho, ¾ei kdyby An¹a poskládala domina jinak (s levým dolním políèkem nezakrytým), bude stále platitjeho pozorování z pøedhozího rozestavìní. Poraïte Honzovi, jak jeho nápad dokázat.7. úloha (5 bodù)Jídelna v menze má ètverový pùdorys se ¹ahovniovou podlahou o n2 políh. V ka¾dém poli¹ahovnie je jedno místo k sezení. Ne v¾dy se obìd v menze podaøí uvaøit podle pøedstavstudentù. Jednou, kdy¾ byla menza plná, bylo pár porí dokone pøiotrávenýh salmonelou.Naví se postupnì nakazovali dal¹í studenti tak, ¾e kdykoliv mìli aspoò dva sousedy (hranou,nikoli rohem) naka¾ené, nakazili se také. Kolik nejménì mohlo být otrávenýh porí, kdy¾ víme,¾e se nakazila elá menza?8. úloha (5 bodù)Pomìrnì nedávno se v menze opravovalo osvìtlení. Elektrikáøi natahali v¹ude po menze dráty(pøímky), nìkteré dráty se obèas protínaly, ale ¾ádné tøi v jednom bodì. Systém drátù byl opravduvelmi nepøehledný, míøily od stropu k podlaze, od podlahy ke stìnám, od stìn ke stìnám : : :Dokone ¾ádné tøi dráty nele¾ely v jedné rovinì. Kolik dvoji drátù se nejvý¹e mohlo protínat?
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A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AØe¹ení 4. série1. úlohaV kopíh v okolí menzy ¾ije spousta zvíøátek. Ka¾dé z nih má tøi oblíbená èísla. Li¹ky mají svéprvní oblíbené èíslo dvojku, sovy mají v první øadì rády trojku, mazané kuny mají nejoblíbenìj¹íètyøku, králíèi pìtku a zajíèi ¹estku, jeleni v první øadì fandí sedmièe, nori osmièe a méïovédevíte. Zvíøátka jsou rùznobarevná. Hnìdá zvíøátka mají druhé oblíbené èíslo dvanátku, bílájsou pro ètrnátku, èerná by si vybrala jako druhé èíslo ¹estnátku a pro zelená je druhá nejob-líbenìj¹í osmnátka. Zvíøátka jsou samozøejmì i rùznì velká. Malá zvíøátka mají tøetí oblíbenéèíslo malé èíslo nula. Prùmìrnì velká by volila o trohu vìt¹í desítku. Velká si vybírají u¾ elkemvelkou dvaítku. A obrovská mají tøetí nejoblíbenìj¹í samozøejmì obrovskou pìtadvaítku. Jednozvíøátko obèas nìkteré studenty v menze tak trohu stra¹í. Jednou do ní zabìhlo a postra¹ilotím, ¾e souèet jeho oblíbenýh èísel je 24. Jindy zase stra¹ilo tím, ¾e v¹ehna jeho oblíbená èísladávají stejný zbytek pøi dìlení tøemi. Které zvíøátko obèas postra¹í studenty?Pro pøehlednost si je¹tì opi¹me, jaké mù¾e být první, druhé a tøetí oblíbené èíslo. První mù¾ebýt jedno z èísel 1, 2, : : : , 9, druhé 12, 14, 16, èi 18 a tøetí 0, 10, 20 nebo 25. Souèet prvníhoa druhého nejoblíbenìj¹ího èísla je tedy alespoò 13, tedy tøetí nejoblíbenìj¹í èíslo nemù¾e být20 ani 25, jinak by v¹ehna tøi èísla dávala dohromady víe ne¾ 24. Je-li 10 tøetí nejoblíbenìj¹íèíslo na¹eho zvíøátka, potom jediné mo¾né druhé nejoblíbenìj¹í èíslo dávajíí stejný zbytek pøidìlení tøemi je 16, dohromady dávají 26, odkud plyne ¾e souèet v¹eh tøí èísel nemù¾e být 24,tedy 10 nemù¾e být tøetí nejoblíbenìj¹í èíslo. Nyní u¾ tedy víme, ¾e se jedná o malé zvíøátko(s tøetím oblíbeným èíslem 0). Pro druhé oblíbené èíslo, má-li dávat stejný zbytek jako nula pøidìlení tøemi, zbývá 12 nebo 18. Bylo-li by to 12, potom je vzhledem k souètu 24 i první èíslo 12,o¾ nelze. Tedy druhé èíslo je 18 a jedná se o zelené zvíøátko. Odtud u¾ plyne, ¾e první èíslo je 6(opìt souèet 24). Zvíøátko, které obèas postra¹í studenty v menze, je tedy malý zelený zajíèek.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Úloha nebyla obtí¾ná a naví jsem ji hodnotil dost mírnì, protodostala drtivá vìt¹ina øe¹itelù plný poèet bodù. Co byh v¹ak htìl zdùraznit, ¾e hledané zvíøátkonebyl zají, èi zaja, ani zajaèik, i kdy¾ to u¾ je bli¾¹í skuteènosti, hledané zvíøátko byl Zajíèek!Ov¹em podstatná je i jeho velikost a barva, to je toti¾ plná harakterizae zvíøátka, tak¾e úplnásprávná odpovìï je, ¾e studenty obèas postra¹í Malý Zelený Zajíèek!2. úlohaV menze na shùzkáh organizátorù máme pìkný zvyk. Kdy¾ se sejdeme, posadíme se do kruhua zaèneme tleskat. Netleskáme ale jen tak. Tleskání musí mít ten správný rytmus a øád. Nejdøívtleskne Mihal. Na ka¾dou dal¹í dobu tlesknou ti a jen ti, jejih¾ právì jeden soused na minu-lou dobu tlesknul. Kdy¾ u¾ nikdo netleská, shùzka mù¾e zaèít. Na jedné shùze se se¹lo 2norganizátorù. Mohli nìkdy zaèít shùzovat?Organizátoøi samozøejmì sedí na obvodu kruhu, aby úloha dávala smysl (za tuto drobnounepøesnost se omlouváme).Pro zaèátek si øeknìme, ¾e vzdáleností nìjakýh dvou organizátorù Pepy a Tomá¹e budemerozumìt men¹í z poètu organizátorù sedííh mezi Pepou a Tomá¹em po smìru hodinovýhruèièek zvìt¹eného o jedna a poètu organizátorù sedííh mezi Pepou a Tomá¹em proti smìruiii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Ahodinovýh ruèièek zvìt¹eného o jedna. Tedy napøíklad dva sousední organizátoøi mají vzdálenost1, organizátoøi sedíí v kruhu naproti sobì mají vzdálenost 2n�1.
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lNakresleme si obrázek vývoje tleskání. Na x-ovou osu vyznaèujme organizátory tak, ¾e nìkamvyznaèíme Mihala a napravo od Mihala dávejme postupnì jemu nejbli¾¹í organizátory protismìru hodinovýh ruèièek, nalevo od Mihala dávejme postupnì jemu nejbli¾¹í organizátory posmìru hodinovýh ruèièek. Na y-ovou osu znaème dobu, na kterou se tleská. Puntíkem vyznaème,kdy¾ nìjaký organizátor na nìjakou dobu tleská. Na prvním obrázku jsme je¹tì nìjaké puntíkyspojili úseèkami, aby bylo lépe vidìt, jaký obrázek vzniká.
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V¹imnìme si zajímavé vlastnosti obrázku. Pro k malá (tj. men¹í ne¾ n�1, aby obrázek nespojilsvùj pravý a levý kone tím, ¾e je na kru¾nii) oznaème "T" obrázek, který vznikne tleskáním do2k. doby (vèetnì), potom tleskáním do 2k+1. doby vzniknou dal¹í dva stejné (akorát posunuté)obrázky. To funguje kvùli tomu, ¾e se zahovává vlastnost, ¾e na 2i. dobu (pro ka¾dé i < n)v¹ihni organizátoøi, kteøí mají vzdálenost od Mihala lihou a men¹í ne¾ 2i, tleskají (a tedy na(2i + 1). dobu (pro i < n � 1) tleskají právì ti organizátoøi, kteøí mají vzdálenost od Mihala2i. Potom u¾ je my¹lenka øe¹ení jasná, na 2n�1 dobu budou tleskat v¹ihni organizátoøi, kteøímají lihou vzdálenost od Mihala (tj. ka¾dý druhý organizátor), a tedy na (2n�1 + 1). dobu u¾nebude tleskat nikdo.Právì jsme popsali pro pøehlednost základní my¹lenku, nyní zbývá my¹lenku poøádnì dokázat.iv



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 APokud se Ti my¹lenka zdá dostateènì prùkazná a nehe¹ se trápit s indexy, tøeba i poøádný dùkazvynehej.Budeme dokazovat indukí a budeme dokazovat trohu silnìj¹í tvrzení, aby se nám indukelépe provádìla.Mìjme dáno l 2 N a k < n � 1. Tleská-li nìjaký organizátor David na l. dobu a zároveò dovzdálenosti 2k+1 � 1 od Davida nikdo na l: dobu netleská, potom z organizátorù, kteøí mají odDavida vzdálenost men¹í rovnou 2k , na (2k + l � 1). dobu tleskají právì ti, jejih¾ vzdálenost odDavida je lihá.Pro k = 1 je tvrzení jasné.Nadále pøedpokládejme, ¾e tvrzení platí pro k = i a dokazujme ho pro k = i+ 1 < n� 1.V¹ihni organizátoøi tleskajíí na l: dobu mají vzdálenost od Davida aspoò 2i+2�1 > 2i+1�1,tedy mù¾eme pou¾ít indukèní pøedpoklad a z tìh organizátorù, kteøí mají od Davida vzdálenostmen¹í nebo rovnou 2i, na (2i + l � 1). dobu tleskají právì ti, jejih¾ vzdálenost od Davida je lihá.Dále si v¹imnìme, ¾e organizátoøi, jejih¾ vzdálenost od Davida je 2i + 1, na (2i + l � 1). dobunetleskají, nebo» na l: dobu byla jejih vzdálenost od nejbli¾¹ího tleskajíího organizátora vìt¹íne¾ 2i � 1 (pøedpoklad, ¾e do vzdálenosti 2i+2 � 1 od Davida nikdo netleská) a za ka¾dou dobuse nejbli¾¹í tleskajíí mù¾e pøiblí¾it nanejvý¹ o 1 (rozmysli si). To ale znamená podle pravideltleskání, ¾e na (2i + 1). dobu tleskají z tìh organizátorù, o mají od Davida vzdálenost men¹ínebo rovnou 2i, právì ti dva (Honza a Pavel), kteøí mají vzdálenost pøesnì 2i.
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Vzhledem k tomu, ¾e i + 1 < n � 1, mají Honza a Pavel od sebe vzdálenost 2i + 2i =2i+1 (vzdálenost pøes Davida je krat¹í ne¾ mimo Davida), tedy smìrem k Davidovi se nenajdeorganizátor, který by od nih mìl vzdálenost men¹í nebo rovnou 2i+1 � 1 a tleskal by. Smìremod Davida se nenajde také, nebo» nìjaký takový Filip by mìl od Davida vzdálenost vìt¹í ne¾ 2i,ale men¹í ne¾ 2i+1, o¾ by znamenalo, ¾e by Filipova vzdálenost od nejbli¾¹ího tleskajíího nal: dobu byla (z pøedpokladu, ¾e na l: dobu do vzdálenosti 2i+2 � 1 od Davida nikdo netleská)vìt¹í ne¾ 2i, o¾ je opìt spor s tím, ¾e o 2i dob pozdìji Filip tleská. Tedy víme, ¾e dostateènìdaleko od Honzy a Pavla nikdo netleská, mù¾eme pou¾ít indukèní pøedpoklad a dostaneme, ¾ena (2i+1). dobu tleskají ti, kteøí mají vzdálenost od Honzy èi Pavla lihou a men¹í nebo rovnou2i, o¾ jsou ti, kteøí mají od Davida vzdálenost lihou a men¹í rovnou 2i+1, a netleskají ti, kteøímají vzdálenost od Honzy èi Pavla sudou a men¹í nebo rovnou 2i, o¾ jsou ti, kteøí mají odDavida vzdálenost sudou a men¹í rovnou 2i+1, o¾ jsme htìli dokázat.v



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 APro n = 1 je øe¹ení elé úlohy snadné, oba organizátoøi se v tleskání støídají a shùzka nezaène.Pro n > 1 u¾ jen pou¾ijeme právì dokázané tvrzení pro Mihala, 1. dobu a k = n � 2,dostaneme, ¾e v¹ihni, kteøí mají od Mihala vzdálenost lihou, na 2n�1. dobu tleskají, odkudna (2n�1 + 1). dobu netleská nikdo.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Úlohu jsem hodnotil velmi mírnì, proto¾e pøesné øe¹ení (takové,kterému by nebylo mo¾né sem tam nìo vytknout) nebylo vùbe snadné napsat. Tedy za my¹lenkuøe¹ení jsem u¾ (vìt¹inou { pokud byla aspoò trohu prùkazná) udìloval 3 body. Dva imaginárníbody si zaslou¾ili Vlado Virèík a Eva Èernohorská, kteøí úlohu dokazovali indukí a v¹imli si, ¾ekdy¾ tleská 2n organizátorù a pozorujeme jen ka¾dého druhého organizátora, tak tleskají zelastejnì (a¾ na nìjaké opo¾dìní), jako kdyby tleskalo jen 2n�1 organizátorù.3. úlohaNa jiné shùze si po tradièním pozdravu Martin v¹iml zajímavé novinky, toti¾ elá podlaha jepokryta dla¾dièkami typu "L" (viz obrázek na koni). David hned dodal, ¾e je to mo pìkné,proto¾e nejen menzu, ale rovnou elou rovinu lze pokrýt tìmito dla¾dièkami tak, ¾e ka¾dá jepou¾ita právì jednou. Má David s pokrýváním roviny pravdu?
Doká¾eme, ¾e David má pravdu, a to tak, ¾e najdeme vhodné pokrytí roviny. Oznaème si Lkdla¾dièku typu "L" obsahujíí k ètvereèkù. Pokrýváme tedy dla¾dièkami L3, L4, : : : Nejprve siuvìdomme, ¾e pro libovolné pøirozené k � 3 mù¾eme pomoí dla¾dièek Lk, Lk+1 a Lk+2 pokrýtobdélník (k+1)�3 bez ètvereèku v pravém horním rohu, ale naopak s ètvereèkem naví v levémhorním rohu (viz obrázek). Dùkaz snadno plyne z obrázku.
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Lk+1Oznaème takový pozmìnìný obdélník Ok. Pokud se nám rovinu podaøí pokrýt útvary O3,O6, O9, : : : , pou¾ijeme ka¾dou dla¾dièku typu "L" právì jednou, hledejme tedy takové pokrytí.Rozøe¾me rovinu na pásy o tlou¹»e 3. Ka¾dý z tìhto pásù lze snadno pomoí pozmìnìnýhobdélníkù pokrýt, musíme v¹ak pokrývat aspoò trohu hytøe, abyhom zaruèili, ¾e i v¹ehnypásy budou pokryté. vi
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O72Zvolme si nìjakou pøímku p kolmou na pásy a nìjaký z pásù oznaème za první. O3 umístìmedo prvního nalevo od p (viz obrázek). Potom po øadì umís»ujme 3, 5, 7, : : : nejmen¹íh Ok, a tov¾dy odshora dolu do sousedníh pásù tak, ¾e umís»ujeme-li 2i � 1 obdélníkù, bude i: umístìndo prvního pásu. Naví pravidelnì støídejme, jestli pozmìnìné obdélníky pokládáme tìsnì vedlenalevo nebo napravo od ji¾ polo¾enýh (v pøípadì, ¾e v daném pásu je¹tì ¾ádný polo¾ený není,pokládejme napøíklad tìsnì vedle p).Uvìdomíme si, ¾e takovým zpùsobem u¾ vydla¾dièkujeme elou rovinu. Staèí si uvìdomit,¾e vydla¾dièkujeme ka¾dý z pásù. Mìjme tedy nìjaký pás se vzdáleností m od prvního. Potomv¾dy kdy¾ pokládáme 2m + 1, 2m + 3, 2m + 5, : : : upravenýh obdélníkù, polo¾íme na tentopás nìjaký z nih. To je nekoneènì mnoho pozmìnìnýh obdélníkù, a jeliko¾ pravidelnì støídámepravou a levou stranu, není tì¾ké si rozmyslet, ¾e pás pokryjeme elý (ètvereèek se vzdálenostíj od pøímky p nanejvý¹ po 2j kroíh { alespoò j jih je na správnou stranu a ka¾dý Ok mátlou¹»ku alespoò 1).Poznámky k do¹lým øe¹ením: V podstatì nikdo z øe¹itelù neprovedl poøádný dùkaz toho, ¾esvým zpùsobem pokryje skuteènì elou rovinu. Nutno podotknout, ¾e úloha byla pomìrnì tì¾ká{ tedy na tøíbodovku. Z tohoto dùvodu jsem dával za þpouhéÿ nalezení zpùsobu pokrytí plnýpoèet bodù. V¹em byh ale doporuèil poøádnì prostudovat vzorové øe¹ení. Èastým problémembylo také to, ¾e nìkteøí øe¹itelé nevìdìli, o to znamená pokrýt elou rovinu, popø. tento pojem¹patnì pohopili. Opìt byh se odkázal na vzorové øe¹ení a doplòujíí poznámku jak zjistit, zda-lijsme pokryli skuteènì elou rovinu. Pokrytí je úplné, pokud platí: Pro libovolnì velký ètverese stranami koneèné délky, jen¾ má støed v pevném (tzn. pro v¹ehny ètvere stejném) bodì,existuje koneèný poèet krokù pokrývání, po jejih¾ provedení bude vybraný ètvere pokrytý.
vii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A4. úlohaMezitím, o si ostatní organizátoøi do¹li pro obèerstvení, Marek hlídal bundy a hrál si s drobeèkyna stole. Podaøilo se mu je poskládat do zajímavého útvaru, kdy v okolí ka¾dého drobeèku jsouprávì tøi jiné, které od nìj mají vzdálenost 5 m. Kolik mohlo být drobeèkù?Pøedpokládejme, ¾e na stole je aspoò jeden drobeèek. Pak tedy musí být aspoò ètyøi. Pro 4drobeèky ale neexistuje rozestavìní vyhovujíí podmínkám úlohy, o¾ doká¾eme sporem. Neh»takové rozestavìní existuje. Pak vzdálenost libovolné dvojie rùznýh drobeèkù je 5 m. Ka¾dátrojie drobeèkù tedy tvoøí rovnostranný trojúhelník o stranì 5 m. Oznaèíme-li si drobeèkypísmeny A;B;C;D, pak trojúhelníky ABC a ABD jsou rovnostranné, body C a D jsou rùzné,a tedy C je osovì soumìrný s D podle osy AB a vzdálenost tìhto dvou bodù je p3 � 5 m 6= 5m.Drobeèkù tedy musí být aspoò 5. Nemù¾e jih být ale lihý poèet, o¾ zase doká¾eme sporem:neh» existuje rozestavìní lihého poètu drobeèkù splòujíí podmínky úlohy. Pak také existujegraf, jeho¾ vrholy jsou drobeèky a hrany jsou dvojie drobeèkù, které mají vzdálenost 5 m.Tento graf má lihý poèet vrholù a ka¾dý vrhol má stupeò 3 (tedy je také lihý). To je ale spor,proto¾e souèet stupòù v¹eh vrholù v grafu je v¾dy sudé èíslo (dvojnásobek poètu hran).Víme tedy, ¾e poèet drobeèkù musí být sudé èíslo vìt¹í nebo rovno 6. Pro ka¾dé takové èísloji¾ existuje rozmístìní vyhovujíí zadání:Mìjme 2k drobeèkù, kde k � 3 je elé èíslo. Rozdìlíme je na dvì poloviny, z první sestavímepravidelný k-úhelník o stranì 5 m a z druhé sestavíme shodný k-úhelník, který vznikne posu-nutím toho pùvodního o 5 m ve vhodném smìru: existuje jen koneènì smìrù takovýh, ¾e byposunutý k-úhelník mìl spoleèný vrhol s pùvodním k-úhelníkem a jen koneènì smìrù takovýh,¾e by nìjaký vrhol posunutého k-úhelníka mìl od dvou vrholù pùvodního k-úhelníka vzdále-nost 5 m (pro libovolnou dvojii vrholù pùvodního k-úhelníka existují v rovinì nejvý¹e dvarùzné body, které mají od obou vrholù vzdálenost 5 m, a dvoji vrholù je koneènì mnoho).Ze zbylýh (nekoneènì mnoha) smìrù tedy nìjaký vybereme a ve vzniklém rozmístìní drobeèkùpak platí, ¾e ka¾dý vrhol má právì dva sousedy ve svém k-úhelníku a právì jednoho sousedav druhém k-úhelníku (kde soused znamená drobeèek vzdálený 5 m).Poznámky k do¹lým øe¹ením: Tento príklad nebol a¾ taký »a¾ký a veµa z vás ho preto malo zapä» bodov. Mnohí v¹ak na¹li len jeden z mo¾nýh poètov drobeèkov a tým pádom nemohli ma»veµa bodov. Na¹li sa dokona aj rie¹itelia, ktorí rozoberali prípad pre nekoneène veµa drobeèkovale iba jeden z vás si v¹imol, ¾e drobeèkov mohlo by» aj nula.5. úlohaJeliko¾ jsou matfyzái líní pøeházet mezi jednotlivými místnostmi menzy, vystavìli si ú¾asnýsystém mikrotramvají. Mezi ka¾dými dvìma místnostmi jezdí mikrotramvaj v právì jednomsmìru. Dinovi zaèíná vièení a¾ za pùl hodiny, a tak ho napadlo, ¾e volný èas mù¾e vyplnit tím,¾e si vybere nìjakou první místnost a pak se projede mikrotramvajemi po menze tak, ¾e ka¾doumístnost nav¹tíví právì jednou (a nebude mezi místnostmi pøeházet). Doka¾te, ¾e takový výbìrestování se Dinovi mù¾e povést, a» u¾ mikrotramvaje jezdí jakkoliv.Úlohu vyøe¹íme indukí vzhledem k poètu místností menzy. Pro dvì a ménì místností nenío øe¹it. Pøedpokládejme tedy, ¾e danou trasu lze najít pro libovolnì jezdíí tramvaje mezi nmístnostmi, a rozhodnìme, zda je tomu tak i pro n+ 1 místností.Mezi prvními n místnostmi se mù¾eme podle indukèního pøedpokladu projet. Bez újmy naobenosti tramvaje jezdí z první do druhé, z druhé do tøetí, : : : , z n� 1. do n. místnosti (kdy¾viii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Ane, tak je pøeèíslujeme). Otázka je, zda lze v¾dy na tuto trasu nìjak napojit na¹i pøebyteènoun+ 1. místnost.Pokud jede tramvaj z na¹í pøebyteèné n + 1. místnosti do první místnosti, je vymalováno,nebo» poté pøejedeme z n + 1. místnosti do první a pokraèujeme po pøede¹lé trase. Tedy seomezíme na pøípad, kdy tramvaje jezdí z první do n+ 1. místnosti.Pokud tramvaje jezdí z prvé a¾ k. místnosti do n+1. místnosti, ale naopak z n+1. místnostido k+1. místnosti, jsme také hotovi, nebo» potom na¹i trasu projedeme v poøadí místností 1, 2,: : : , k, n+ 1, k + 1, k + 2, : : : , n.Zbývá tedy doøe¹it poslední pøípad, kdy¾ tramvaje do n + 1. místnosti pouze pøijí¾dìjí, aleneodjí¾dìjí z ní. To je v¹ak jednoduhé, místnosti projedeme pøesnì tak, jak jsou oèíslovány { od1 do n+ 1.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Správná øe¹ení byla vesmìs podobna autorskému, odli¹né pøístupyk íli spí¹e nevedly, nebo» v nih øe¹itelé èasto brali za zøejmá tvrzení, která buïto zdaleka zøejmánebyla (byla pøinejmen¹ím stejnì obtí¾ná jako úloha sama), nebo vùbe neplatila.6. úlohaJednou si s sebou na shùzku An¹a vzala velké domino. V¹imla si, ¾e její dominové kostièkyzakrývají právì dvì políèka trohu zvlá¹tní ¹ahovnie (2n + 1) krát (2n + 1), na které právìPavel s Frsem hráli ¹ahy. Rozehraná ¹ahová partie jí pøíli¹ nezajímala, postupnì brala �gurkyz ¹ahovnie a skládala na ni dominové kostièky. Nakone zaplnila elou ¹ahovnii a¾ na levédolní políèko. Honza si v¹iml, ¾e s dominy lze po ¹ahovnii posouvat tak, ¾e ka¾dé políèko, kterése od levého dolního li¹í v obou souøadniíh o sudé èíslo, mù¾e zùstat nezakryto. Napadlo ho, ¾ei kdyby An¹a poskládala domina jinak (s levým dolním políèkem nezakrytým), bude stále platitjeho pozorování z pøedhozího rozestavìní. Poraïte Honzovi, jak jeho nápad dokázat.Oznaème souøadniemi (i; j) políèko v i-tém øádku a j-tém sloupi tak, ¾e dolní levé políèkomá souøadnie (1; 1). Políèka s obìma souøadniemi lihými nazvìme èerná, políèka s obìmasouøadniemi sudými ¹edá, ostatní bílá. Má se tedy dokázat, ¾e pøi libovolném rozestavìní, kdyje políèko (1; 1) nezakryté, lze posouváním domin odkrýt ka¾dé z ostatníh èernýh políèek.Zvolme libovolnì nìjaké èerné políèko C0 = (i0; j0), které je na zaèátku zakryto. Dominole¾íí na C0 pokrývá je¹tì jedno sousední bílé políèko B0 = (i0 + a0; j0 + b0) (právì jedno z èísela0; b0 je rovno 0, druhé 1 nebo �1). Oznaème C1 = (i0+2a0; j0+2b0) (nejbli¾¹í èerné políèko vesmìru dominové kostky le¾íí na C0). Pokud na C1 le¾í domino, najdeme podobným zpùsobempolíèko C2, atd. Obenì pokud pro k � 0 na políèku Ck = (ik ; jk) le¾í domino pokrývajíí je¹tìpolíèko Bk = (ik + ak ; jk + bk), oznaèíme Ck+1 = (ik + 2ak ; jk + 2bk).Pokud pro ¾ádné pøirozené k nenastane Ck = (1; 1), musí se nìkde posloupnost C0, C1,: : : zayklit. Oznaème tedy m nejmen¹í pøirozené èíslo takové, ¾e Cm = Ck pro nìjaké k 2f0; 1; : : : ;m � 1g. Políèka Ck , Bk, Ck+1, Bk+1, : : : , Cm�1, Bm�1 tedy ohranièují mnohoúhel-ník M1 slo¾ený z r1 < (2n + 1)(2n + 1) ¹ahovniovýh políèek (do tohoto mnohoúhelníku senezapoèítávají políèka Ck, : : : , Bm�1), mezi nimi¾ je aspoò jedno ¹edé (napøíklad právì jednoze dvou ¹edýh políèek, která rohem sousedí s Cm a Cm+1), oznaème si jej S0. Toto políèko nenírohové, musí tedy být pokryto dominem, které souèasnì pokrývá nìjaké sousední bílé políèkole¾íí v M1. Podobnì jako posloupnost C0, C1, : : : sestrojme posloupnost ¹edýh políèek S0,S1, : : : V¹ehna tato políèka le¾í v M1, jsou tedy pokryta dominy a posloupnost se opìt zayklí,èím¾ dostaneme mnohoúhelníkM2 slo¾ený z r2 < r1 ¹ahovniovýh políèek, mezi nimi¾ je aspoòjedno èerné. Takto byhom postupnì zkonstruovali nekoneènou posloupnost mnohoúhelníkù M1,ix



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AM2, : : : , jejih¾ obsahy r1, r2, : : : se v ka¾dém kroku zmen¹ují aspoò o 1, o¾ je spor. (Ke sporuse dá dojít i jinak { napøíklad kdy¾ se doká¾e, ¾e obsah r1 mnohoúhelníku M1 je lihé èíslo.)Existuje tedy pøirozené èíslo k, pro které Ck = (1; 1). Políèko C0 lze odkrýt po k tazíh: pøip-tém tahu posuneme domino le¾íí na políèku Ck�p o jedno políèko tak, ¾e zakryje Ck�p+1a odkryje Ck�p.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Väè¹ina rie¹iteµov dokazovala, ¾e ka¾dé pole ktoré Honza uvolní,musí by» od lavého dolného rohu vzdialené o párny poèet riadkov i ståpov. Za takéto rie¹eniesom nekompromisne udeloval 0 bodov :-(. Tak ih v¹etkýh prosím, venujte tomu hvíµku èasua uvedomte si: Je to podstatne iná úloha a podstatne lah¹ia úloha ne¾ dokazova», ¾e v¹etky poliaktoré sú od lavého dolného vzdialené o párny poèet riadkov a ståpov m�¾e Honza posúvanímdomín uvolni».7. úlohaJídelna v menze má ètverový pùdorys se ¹ahovniovou podlahou o n2 políh. V ka¾dém poli¹ahovnie je jedno místo k sezení. Ne v¾dy se obìd v menze podaøí uvaøit podle pøedstavstudentù. Jednou, kdy¾ byla menza plná, bylo pár porí dokone pøiotrávenýh salmonelou.Naví se postupnì nakazovali dal¹í studenti tak, ¾e kdykoliv mìli aspoò dva sousedy (hranou,nikoli rohem) naka¾ené, nakazili se také. Kolik nejménì mohlo být otrávenýh porí, kdy¾ víme,¾e se nakazila elá menza?Nakresleme si plán jídelny do nekoneèné ètverové sítì jako ètvere o stranì délky n (ka¾-dému studentovi odpovídá jedno políèko sítì). Oznaème k poèet otrávenýh porí (neboli poèetnaka¾enýh studentù na zaèátku) a obarvìme pøíslu¹nýh k políèek zelenì, ostatní políèka jsoubílá. Oznaème P poèet hran, které sousedí s bílým i zeleným políèkem (P je souèet obvodùv¹eh zelenýh mnohoúhelníkù). Musí platit P � 4k, proto¾e ka¾dé zelené políèko pøispìje dovýsledného souètu maximálnì 4 hranami.V¾dy, kdy¾ se nakazí dal¹í student, obarvíme jemu odpovídajíí políèko zelenì. Pøitom seèíslo P nezvìt¹í: pokud políèko pøed obarvením sousedilo s k � 2 zelenými políèky, ubude pojeho obarvení k hran oddìlujííh zelené a bílé políèko a pøibude jih jen 4 � k. Dohromady setedy èíslo P zvìt¹í o 4�2k � 0. A¾ se nakazí elá menza, bude zelenì obarven elý ètvere n krátn, èíslo P tedy bude rovno 4n. Stále bude platit P � 4k, z èeho¾ plyne k � n, tedy na otráveníelé menzy je potøeba aspoò n otrávenýh porí.Tento poèet je také postaèujíí: napøíklad pokud jsou na zaèátku naka¾eni v¹ihni studentisedíí na jedné úhlopøíèe ètvere (na políèkáh o souøadniíh (1; 1)i, (2; 2), : : : , (n; n)), nakazíse v prvním kroku v¹ihni studenti na souøadniíh (i; j), kde ji � jj = 1 (sousedí se dvìmanaka¾enými studenty na souøadniíh (i; i) a (j; j)), obenì v k-tém kroku se nakazí v¹ihnistudenti na souøadniíh (i; j), kde ji� jj = k. Po n�1 kroíh tedy bude naka¾ená elá menza.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Témìø v¹ihni øe¹itelé pøi¹li na to, ¾e n naka¾enýh porí staèína naka¾ení elé menzy. Za tuto (jednoduhou) èást jsem udìloval 1 bod. Bylo v¹ak potøebaje¹tì dokázat, ¾e men¹í poèet naka¾enýh porí nestaèí pøi libovolném poèáteèním rozmístìní (4body). S tím ji¾ mìlo mnoho øe¹itelù problémy. Èastá hybná argumentae spoèívala v tvrzení,¾e optimální rozmístìní pro menzu (n+1)� (n+1) musí vzniknout z optimálního rozmístìní promenzu n � n pøidáním jedné naka¾ené pore, pro o¾ neexistuje v na¹em pøípadì ¾ádný zjevnýdùvod. Naví to není pravda (rozmyslete si, ¾e existuje spousta optimálníh rozmístìní, kterétímto zpùsobem nevzniknou). x



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A8. úlohaPomìrnì nedávno se v menze opravovalo osvìtlení. Elektrikáøi natahali v¹ude po menze dráty(pøímky), nìkteré dráty se obèas protínaly, ale ¾ádné tøi v jednom bodì. Systém drátù byl opravduvelmi nepøehledný, míøily od stropu k podlaze, od podlahy ke stìnám, od stìn ke stìnám : : :Dokone ¾ádné tøi dráty nele¾ely v jedné rovinì. Kolik dvoji drátù se nejvý¹e mohlo protínat?Zaèneme s tím, ¾e si øekneme pár pojmù týkajííh se grafù, pokud ví¹, o je graf, stupeòvrholu a trojúhelník v grafu, mù¾e¹ následujíí dva odstave pøeskoèit.GrafemG budeme rozumìt uspoøádanou dvojiiG = (V;E), kde V budeme nazývat mno¾inouvrholù a E mno¾inou hran. Po obou mno¾ináh budeme htít, aby byly koneèné. Po mno¾inìE budeme naví htít, aby byla podmno¾inou dvoji vrholù. Graf si tedy mù¾eme pøedstavovatjako nìjakou mno¾inu bodù (= vrholù) napøíklad v rovinì, pøièem¾ nìjaké dvojie vrholù jsouspojené hranami. Aby dva vrholy spojovalo víe hran je zakázáno, stejnì jako je zakázáno, abynìjaká hrana vedla z nìjakého vrholu v opìt do v. Stupnìm deg v vrholu v rozumíme poèethran z vrholu v vyházejííh. Nakone trojúhelníkem v grafu G budeme rozumìt takovou trojiivrholù u, v, w, ¾e fuvg , fuwg a fvwg jsou hrany (tj. le¾í v mno¾inì hran).
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6Na obrázku je jako pøíklad nakreslen graf G = (V;E), kde V = f1; 2; 3; 4; 5; 6g, E = ff23g,f24g, f34g, f35g, f45g, f46gg. Tento graf obsahuje dva trojúhelníky tvoøené vrholy 234 a 345.Nakone deg 1 = 0, deg 2 = 2, deg 3 = 3, deg 4 = 4, deg 5 = 2, deg 6 = 1.Nyní si doká¾eme lemma, které nám bude velmi nápomoné.(~) Graf G bez trojúhelníkù s n vrholy má nanejvý¹ jn24 k hran1 .Dùkaz. Oznaème m poèet hran. Dále oznaème v1, v2, : : : , vn vrholy grafu G a e1, e2, : : : ,em hrany G. Nakone pro hranu ek = fvivjg oznaème deg ek = deg vi + deg vj .Uvìdomme si, ¾e platí2mn = nPi=1 deg vin �vuuut nPi=1 deg2 vin =vuuut mPk=1 deg ekn �rmnn =pm: (})Potom dostáváme 2mn �pm,pm � n2 , m � n24 . Vzhledem k tomu, ¾e m je elé, tedy platím � jn24 k. K úspì¹nému dokonèení dùkazu tedy zbývá uvìdomit si (}).První rovnost je snadná, sèítáme-li toti¾ stupnì v¹eh vrholù, mù¾eme si pøedstavit, ¾e pøièí-táme jednièku za ka¾dou hranu, která vede do daného vrholu, pro v¹ehny vrholy. Tím ka¾douhranu zapoèítáme dvakrát, nebo» vede mezi dvìma vrholy.Následujíí nerovnost plyne pøímo z nerovnosti mezi aritmetikým a kvadratikým prùmìrem.1Výraz bx pro x reálné znaèí dolní elou èást èísla x, tj. nejvìt¹í elé èíslo, které je men¹ínebo rovno x. xi



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ADal¹í rovnost si uvìdomíme podobným argumentem jako první rovnost. Souèet druhýh mo-nin stupòù si toti¾ lze pøedstavit tak, ¾e za ka¾dou hranu, která vede do daného vrholu, pøiètemestupeò vrholu, pro v¹ehny vrholy. Za ka¾dou hranu ek = fvivjg tedy jednou pøièteme stupeòvrholu vi a jednou stupeò vrholu vj , o¾ je pøesnì deg ek.V poslední nerovnosti koneènì vyu¾ijeme toho, ¾e se jedná o graf bez trojúhelníkù. Chemesi uvìdomit, ¾e mPk=1deg ek � mn, k èemu¾ si staèí uvìdomit, ¾e pro ka¾dé k je deg ek � n.Pøedpokládejme, ¾e ek = fvivjg. Neh» pro spor je deg vi + deg vj > n. Tedy z Dirihletovaprinipu (vrholù je pouze n) existuje vrhol vl takový, ¾e fvivlg i fvjvlg jsou hrany. Zøejmìl 6= i; l 6= j, proto¾e hrana nemù¾e vést z vi do vi, respektive z vj do vj . Jen¾e tím dostávámespor s tím, ¾e G neobsahuje trojúhelníky, vivjvl je toti¾ trojúhelník.
vi

vj

vlekTím je dùkaz (~) ukonèen.Nyní u¾ vyøe¹íme zadanou úlohu. Pøedpokládejme, ¾e máme n drátù. Utvoøme graf G, jeho¾mno¾inou vrholù bude mno¾ina drátù a hrany vedou mezi tìmi dráty (vrholy), které se protí-nají. Tento graf neobsahuje trojúhelníky. Kdyby toti¾ pro nìjaké tøi dráty di, dj , dk platilo, ¾ese di a dj protínají, di a dk protínají a dj a dk protínají ve tøeh rùznýh bodeh, potom di, dja dk le¾í v jedné rovinì, o¾ je spor s pøedpoklady úlohy. Podle (~) má G nejvý¹e jn24 k hran,tedy nejvý¹e tolik dvoji drátù se mù¾e protínat.
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Na druhou stranu nalezneme pøíklad, kde se u¾ jn24 k dvoji pøímek (drátù) protíná, a tímxii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Auká¾eme, ¾e jn24 k je hledaná hodnota. Pøímky nalezneme napøíklad na grafu funke f(x; y) = xy.Prvníh �n2 � pøímek oznaème p1, p2, : : : , pbn2 , zbývajííh n � �n2 � pøímek oznaème q1, q2,: : : , qn�bn2 . Pøímku pk nalezneme tak, ¾e polo¾íme y = k a z = f(x; k) = kx, tedy pk =f[x; y; z℄jx 2 R; y = k; z = kxg. Pøímku qk nalezneme tak, ¾e polo¾íme x = k a z = f(k; y) = ky,tedy qk = f[x; y; z℄jy 2 R; x = k; z = kyg. Pøímky p1, p2, : : : , pbn2  jsou navzájem mimobì¾né(mají rùzné smìrnie jako funke x a le¾í v rovnobì¾nýh rovináh y = k), podobnì q1, q2, : : : ,qn�bn2  jsou navzájem mimobì¾né, odtud u¾ snadno plyne, ¾e ¾ádné tøi nele¾í v jedné rovinì anise ¾ádné tøi neprotínají v jednom bodì (na¹li byhom tam dvì mimobì¾né). Na druhou stranumají �n2 � �n� �n2 �� prùseèíkù f(i; j) pro i 2 f1; 2; : : : ; �n2 �g a j 2 f1; 2; : : : ; n � �n2 �g. Nyní u¾si staèí uvìdomit, ¾e �n2 � �n� �n2 �� = jn24 k. Pro n sudé jejn2 k �n� jn2 k� = n2 �n� n2 � = n24 = �n24 � ;pro n lihé je jn2 k �n� jn2 k� = n� 12 �n� n� 12 � = n2 � 14 = �n24 � :Tím je úloha vyøe¹ena.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Øe¹itele lze zhruba rozdìlit do tøí skupin. Øe¹itelé v první skupinìvyøe¹ili úlohu ze zadání a získali 5 bodù. V druhé skupinì se objevili øe¹itelé, kteøí vyøe¹ilijinou úlohu. Toti¾ poèítali poèet mo¾nýh prùseèíkù pro libovolné mno¾ství pøímek (a vy¹lo jimnekoneèno). Tato úloha je výraznì lehèí (jedná se o lehèí tøíbodovou úlohu), a tak øe¹itele mohlonapadnout, ¾e to asi nebude správná interpretae (naví elektrikáøi budou asi tì¾ko mít nekoneènìmnoho drátù, aby mìli nekoneènì mnoho prùseèíkù). Niménì, proto¾e se do jisté míry jednaloi o na¹i hybu (poèet pøímek jsme neoznaèili), rozhodl jsem se za taková øe¹ení udìlovat 3 body.Tøetí skupinu tvoøili øe¹itelé, kteøí nevyøe¹ili úlohu vùbe. Kuriózní bylo napøíklad øe¹ení, vekterém poèet mo¾nýh prùseèíkù vy¹el vìt¹í ne¾ poèet dvoji pøímek.
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