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s =
4. serie
Téma: Pribéhy z menzy

Termin odeslani: 5. LEDNA 2004

1. 0LOHA (3 BODY)
V kopcich v okoli menzy Zije spousta zvifatek. Kazdé z nich m4 tfi oblibend ¢isla. Lisky maji své
prvni oblibené ¢&islo dvojku, sovy maji v prvni fadé rady trojku, mazané kuny maji nejobliben&;jsi
Etytku, krali¢ci pétku a zaji¢ci Sestku, jeleni v prvni fadé fandi sedmicce, norci osmicce a médové
devitce. Zviratka jsou rtiznobarevnd. Hnéda zviradtka maji druhé oblibené &islo dvanactku, bild
jsou pro Ctrnictku, ¢ernd by si vybrala jako druhé ¢islo Sestnactku a pro zelend je druhd nejob-
libenéjsi osmnéactka. Zviradtka jsou samoziejmé i riizné velkd. Mala zviratka maji tfeti oblibené
¢islo malé ¢islo nula. Primérné velkd by volila o trochu vétsi desitku. Velkd si vybiraji uz celkem
velkou dvacitku. A obrovska maji tfeti nejoblibenéjsi samoziejmé obrovskou pétadvacitku. Jedno
zvifdtko obcCas nékteré studenty v menze tak trochu strasi. Jednou do ni zabé&hlo a postrasilo
tim, Ze soucet jeho oblibenych ¢isel je 24. Jindy zase straSilo tim, Ze v8echna jeho oblibena ¢isla
davaji stejny zbytek pii déleni tfemi. Které zvirfatko obcas postrasi studenty?

2. ULOHA (3 BODY)
V menze na schiizkich organizdtori mame pékny zvyk. Kdyz se sejdeme, posadime se do kruhu
a zaCneme tleskat. Netleskdme ale jen tak. Tleskdni musi mit ten spravny rytmus a fad. Nejdriv
tleskne Michal. Na kaZdou dalsi dobu tlesknou ti a jen ti, jejichZ pravé jeden soused na minu-
lou dobu tlesknul. Kdyz uz nikdo netleskd, schiizka miiZze zac¢it. Na jedné schiizce se seSlo 2™
organizatort. Mohli nékdy zacit schiizovat?

3. ULOHA (3 BODY)
Na jiné schiizce si po tradi¢nim pozdravu Martin v§iml zajimavé novinky, totiz celd podlaha je
pokryta dlazdi¢kami typu ”L” (viz obrdzek na konci). David hned dodal, Ze je to moc p&kné,
protoZe nejen menzu, ale rovnou celou rovinu lze pokryt témito dlazdickami tak, Ze kazda je
pouzita pravé jednou. Ma David s pokryvanim roviny pravdu?

4.ULOHA (5 BODU)
Mezitim, co si ostatni organizdtofi dosli pro oblerstveni, Marek hlidal bundy a hrél si s drobecky
na stole. Podafrilo se mu je poskladat do zajimavého utvaru, kdy v okoli kazdého drobecku jsou
pravé t¥i jiné, které od néj maji vzdélenost 5 cm. Kolik mohlo byt drobe¢ka?

5. ULOHA (5 BODU)
Jelikoz jsou matfyzéci lini prechdzet mezi jednotlivymi mistnostmi menzy, vystavéli si iZzasny
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systém mikrotramvaji. Mezi kazdymi dvéma mistnostmi jezdi mikrotramvaj v pravé jednom
sméru. Dinovi za¢ind cviCeni az za ptl hodiny, a tak ho napadlo, Ze volny ¢as miize vyplnit tim,
Ze si vybere néjakou prvni mistnost a pak se projede mikrotramvajemi po menze tak, ze kazdou
mistnost nav§tivi pravé jednou (a nebude mezi mistnostmi prechézet). Dokazte, Ze takovy vybér
cestovani se Dinovi miize povést, at uz mikrotramvaje jezdi jakkoliv.

6. ULOHA (5 BODU)
Jednou si s sebou na schiizku Ansa vzala velké domino. Vsimla si, Ze jeji dominové kosticky
zakryvaji pravé dvé policka trochu zvlastni Sachovnice (2n + 1) krat (2n + 1), na které pravé
Pavel s Frsem hrali Sachy. Rozehrand Sachova partie ji pfili§ nezajimala, postupné brala figurky
z Sachovnice a sklddala na ni dominové kosticky. Nakonec zaplnila celou Sachovnici az na levé
dolni poli¢ko. Honza si v8iml, Ze s dominy lze po Sachovnici posouvat tak, Ze kazdé policko, které
se od levého dolniho li8i v obou soufadnicich o sudé ¢islo, mtize ztistat nezakryto. Napadlo ho, Ze
i kdyby Ansa posklddala domina jinak (s levym dolnim politkem nezakrytym), bude stéle platit
jeho pozorovani z pfedchoziho rozestavéni. Poradte Honzovi, jak jeho ndpad dokazat.

7.ULOHA (5 BODU)
Jidelna v menze mé &tvercovy ptidorys se achovnicovou podlahou o n? polich. V kazdém poli
Sachovnice je jedno misto k sezeni. Ne vzdy se obéd v menze podali uvafit podle predstav
studentd. Jednou, kdyZ byla menza plnd, bylo par porci dokonce priotravenych salmonelou.
Navic se postupné nakazovali daldi studenti tak, Ze kdykoliv mé&li aspoii dva sousedy (hranou,
nikoli rohem) nakaZené, nakazili se také. Kolik nejméné mohlo byt otradvenych porci, kdyZ vime,
7e se nakazila celd menza?

8. ULOHA (5 BODU)
Pomérné neddvno se v menze opravovalo osvétleni. Elektrikari natahali v§ude po menze dréty
(pFimky), nékteré dréty se oblas protinaly, ale Zadné t¥i v jednom bodé&. Systém dratt byl opravdu
velmi nepiehledny, mitily od stropu k podlaze, od podlahy ke sténdm, od stén ke sténdm ...
Dokonce zadné t¥i draty nelezely v jedné roviné. Kolik dvojic dratta se nejvySe mohlo protinat?
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Reseni 4. série

1. dloha

V kopcich v okoli menzy Zije spousta zvifdtek. Kazdé z nich m4 tfi oblibend ¢isla. Lisky maji své
prvni oblibené ¢&islo dvojku, sovy maji v prvni fadé rady trojku, mazané kuny maji nejobliben&;jsi
Etytku, krali¢ci pétku a zaji¢ci Sestku, jeleni v prvni fadé fandi sedmicce, norci osmicce a médové
devitce. Zviratka jsou rtiznobarevnd. Hnéda zviradtka maji druhé oblibené &islo dvanactku, bila
jsou pro ¢trnictku, ¢ernd by si vybrala jako druhé ¢islo Sestnactku a pro zelend je druhd nejob-
libenéjsi osmnéactka. Zviradtka jsou samoziejmé i riizné velka. Mala zviratka maji tfeti oblibené
¢islo malé ¢islo nula. Primérné velkd by volila o trochu vétsi desitku. Velkd si vybiraji uz celkem
velkou dvacitku. A obrovska maji tfeti nejoblibenéjsi samoziejmé obrovskou pétadvacitku. Jedno
zvifdtko obcCas nékteré studenty v menze tak trochu strasi. Jednou do ni zabé&hlo a postrasilo
tim, Ze soucet jeho oblibenych ¢isel je 24. Jindy zase straSilo tim, Ze v8echna jeho oblibena ¢isla
dévaji stejny zbytek pii déleni tfemi. Které zviratko obcas postrasi studenty?

Pro prehlednost si jeSté opiSme, jaké miiZze byt prvni, druhé a treti oblibené ¢islo. Prvni mize
byt jedno z C&isel 1, 2, ..., 9, druhé 12, 14, 16, ¢i 18 a tieti 0, 10, 20 nebo 25. Soucet prvniho

(s tfetim oblibenym &islem 0). Pro druhé oblibené &islo, mé-li dévat stejny zbytek jako nula pii
déleni tfemi, zbyva 12 nebo 18. Bylo-li by to 12, potom je vzhledem k souc¢tu 24 i prvni ¢islo 12,
coz nelze. Tedy druhé &islo je 18 a jednd se o zelené zviratko. Odtud uZ plyne, Ze prvni ¢islo je 6
(opét soucet 24). Zviritko, které oblas postrasi studenty v menze, je tedy maly zeleny zajicek.

Poznamky k doglym fefenim: Uloha nebyla obtiZna a navic jsem ji hodnotil dost mirné, proto
dostala drtiva vétsina FeSiteltd plny pocet bodi. Co bych vSak chtél zdtraznit, Ze hledané zviratko
nebyl zajic, ¢i zajac, ani zajacik, i kdyZ to uZ je bliz§i skutecnosti, hledané zviratko byl Zajicek!
Ovsem podstatna je i jeho velikost a barva, to je totiz plna charakterizace zviritka, takze Gplna
spravna odpovéd je, Ze studenty obclas postrasi Maly Zeleny Zajicek!

2. dloha

V menze na schiizkich organizitori mame pékny zvyk. KdyZ se sejdeme, posadime se do kruhu
a zaCneme tleskat. Netleskdme ale jen tak. Tleskdni musi mit ten spravny rytmus a fdd. Nejdriv
tleskne Michal. Na kazdou dalsi dobu tlesknou ti a jen ti, jejichZ pravé jeden soused na minu-
lou dobu tlesknul. Kdyz uz nikdo netleskd, schiizka miize zac¢it. Na jedné schiizce se seSlo 2™
organizatort. Mohli nékdy zacit schiizovat?

Organizitori samoziejmé sedi na obvodu kruhu, aby tloha dévala smysl (za tuto drobnou
nepfesnost se omlouvime).

Pro zacatek si feknéme, Zze vzdalenosti néjakych dvou organizdtori Pepy a Toméase budeme
rozumét mensi z poctu organizdtort sedicich mezi Pepou a ToméaSem po sméru hodinovych
rucicek zvétSeného o jedna a poctu organizdtord sedicich mezi Pepou a TomaSem proti sméru
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hodinovych rucicek zvétSeného o jedna. Tedy naptiklad dva sousedni organizatofi maji vzdalenost
1, organizdto¥i sedici v kruhu naproti sob& maji vzdélenost 27~ 1.

. doba
. doba
. doba
. doba

. doba

Nakresleme si obrazek vyvoje tleskdni. Na z-ovou osu vyznacujme organizatory tak, ze nékam
vyznac¢ime Michala a napravo od Michala dédvejme postupné jemu nejbliz§i organizitory proti
sméru hodinovych rudicek, nalevo od Michala davejme postupné€ jemu nejblizsi organizatory po
sméru hodinovych ruci¢ek. Na y-ovou osu zna¢me dobu, na kterou se tleskd. Puntikem vyzna¢me,
kdyz néjaky organizator na néjakou dobu tleskd. Na prvnim obrazku jsme jesté néjaké puntiky
spojili tiseCkami, aby bylo 1épe vidét, jaky obrazek vznika.

(281 +1). doba

(28 +1). doba

Michal -

V8imnéme si zajimavé vlastnosti obrdzku. Pro k& mala (tj. mensi nez n—1, aby obrazek nespojil
svilj pravy a levy konec tim, Ze je na kruZznici) ozna¢me ”T” obrazek, ktery vznikne tleskdnim do
2k doby (v€etn&), potom tleskdnim do 2¥+1. doby vzniknou dalii dva stejné (akorat posunuté)
obrézky. To funguje kvili tomu, %e se zachovévd vlastnost, %e na 2'. dobu (pro ka#dé i < n)
vichni organizétofi, kte¥i maji vzdalenost od Michala lichou a mensi neZ 2, tleskaji (a tedy na
(27 4+ 1). dobu (pro i < n — 1) tleskaji pravé ti organizatofi, kteff maji vzdélenost od Michala
2¢. Potom u# je myslenka feSeni jasna, na 27! dobu budou tleskat v&ichni organizatofi, kte¥i
maji lichou vzdélenost od Michala (tj. kazdy druhy organizator), a tedy na (27! + 1). dobu u
nebude tleskat nikdo.

Préavé jsme popsali pro prehlednost zdkladni myslenku, nyni zbyva myslenku poradné dokézat.

iv
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Pokud se Ti myslenka zd4 dostate¢né priikazna a nechces se trapit s indexy, tfeba i pofddny dikaz
vynechej.

Budeme dokazovat indukci a budeme dokazovat trochu silnéjsi tvrzeni, aby se ndm indukce
1épe provadéla.

Méjme dédno I € N a k£ < n — 1. Tleské-li néjaky organizdtor David na l. dobu a zaroven do
vzdélenosti 251 — 1 od Davida nikdo na l. dobu netleskd, potom z organizatorii, ktefi maji od
Davida vzdélenost mensi rovnou 2%, na (2% +1 — 1). dobu tleskaji pravé ti, jejich% vzdalenost od
Davida je licha.

Pro k =1 je tvrzeni jasné.

Naddéle predpoklidejme, Ze tvrzeni plati pro k£ = ¢ a dokazujme hoprok =i+ 1<n — 1.

Vsichni organizatofi tleskajici na I. dobu maji vzdalenost od Davida aspoi 2:12—1 > 2i+1 1,
tedy mutzeme pouzit induk¢ni predpoklad a z téch organizatori, kteri maji od Davida vzdalenost
mengi nebo rovnou 2%, na (2¢ + [ — 1). dobu tleskaji pravé ti, jejich# vzdélenost od Davida je lich4.
Dale si v§imn&me, %e organizatofi, jejichZ vzdalenost od Davida je 2¢ + 1, na (2¢ 41 — 1). dobu
netleskaji, nebot na l. dobu byla jejich vzdédlenost od nejblizsiho tleskajiciho organizdtora vétsi
nez 20 — 1 (predpoklad, Ze do vzdalenosti 2i+2 _ 1 od Davida nikdo netleskd) a za kazdou dobu
se nejblizsi tleskajici mtZe piiblizit nanejvys o 1 (rozmysli si). To ale znamend podle pravidel
tleskani, Ze na (2! + 1). dobu tleskaji z téch organizator, co maji od Davida vzdalenost mengi
nebo rovnou 2¢, pravé ti dva (Honza a Pavel), kte¥i maji vzddlenost piesnd 2¢.

(271 +1). doba

(2i+70. doba

‘ ! l. doba
% = =
3 E 3
3 5 “
= a .

Vzhledem k tomu, 7e i + 1 < n — 1, maji Honza a Pavel od sebe vzdalenost 2! + 2! =
2i+1 (vzdalenost pres Davida je kratsi ne mimo Davida), tedy smérem k Davidovi se nenajde
organizétor, ktery by od nich mél vzdalenost men#i nebo rovnou 2¢+! — 1 a tleskal by. Smérem
od Davida se nenajde také, nebot né&jaky takovy Filip by mé&l od Davida vzdélenost vétsi nez 27,
ale mensi nez 2¢+1, co? by znamenalo, 7e by Filipova vzdalenost od nejbliz&iho tleskajiciho na
l. dobu byla (z predpokladu, %e na I. dobu do vzdalenosti 272 — 1 od Davida nikdo netleska)
vét&i nez 2¢, coZ je opét spor s tim, ze o 2¢ dob pozdgji Filip tleska. Tedy vime, Ze dostatedné
daleko od Honzy a Pavla nikdo netleskd, mtZzeme pouzit indukéni pfedpoklad a dostaneme, Ze
na (2¢*1). dobu tleskaji ti, kte¥i maji vzdalenost od Honzy & Pavla lichou a men$i nebo rovnou
2%, coz jsou ti, ktefi maji od Davida vzdélenost lichou a mengi rovnou 2i%1, a netleskaji ti, kteii
maji vzdalenost od Honzy & Pavla sudou a mensi nebo rovnou 27, coz jsou ti, ktefi maji od
Davida vzdélenost sudou a mensi rovnou 2:*1, co? jsme cht&li dokazat.
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Pron =1 je feSeni celé tilohy snadné, oba organizitofi se v tleskani stfidaji a schiizka nezacne.

Pro n > 1 uz jen pouZijeme pravé dokdzané tvrzeni pro Michala, 1. dobu a £k = n — 2,
dostaneme, 7e viichni, kte¥i maji od Michala vzdéalenost lichou, na 2"~ 1. dobu tleskaji, odkud
na (2"~! 4+ 1). dobu netleské nikdo.

Poznamky k doglym Fefenim: Ulohu jsem hodnotil velmi mirng, protoZe piesné ¥eseni (takové,
kterému by nebylo moZné sem tam néco vytknout) nebylo viibec snadné napsat. Tedy za myslenku
FeSen{ jsem uZ (vétSinou — pokud byla aspoi trochu prikaznd) udéloval 3 body. Dva imagindrni
body si zaslouzili Vlado Vircik a Eva Cernohorskd, kteii tilohu dokazovali indukei a v&imli si, Ze
kdyz tleskd 2™ organizdtord a pozorujeme jen kazdého druhého organizitora, tak tleskaji zcela
stejné (aZ na n&jaké opozdéni), jako kdyby tleskalo jen 27 ~1 organizétorii.

3. 1loha

Na jiné schiizce si po tradi¢nim pozdravu Martin v§iml zajimavé novinky, totiz celd podlaha je
pokryta dlazdi¢kami typu ”L” (viz obrdzek na konci). David hned dodal, Ze je to moc p&kné,
protoZe nejen menzu, ale rovnou celou rovinu lze pokryt témito dlazdickami tak, Ze kazda je
pouzita pravé jednou. Ma David s pokryvanim roviny pravdu?

Dokézeme, 7ze David ma pravdu, a to tak, Ze najdeme vhodné pokryti roviny. Ozna¢me si Ly
dlazdi¢ku typu ”L” obsahujici k ¢tvereckti. Pokryvame tedy dlazdickami L3, L4, ... Nejprve si
uvédomme, Ze pro libovolné pfirozené k£ > 3 mtizeme pomoci dlazdi¢ek Ly, Ly41 a Lj4o pokryt
obdélnik (k +1) x 3 bez &tveretku v pravém hornim rohu, ale naopak s &tveretkem navic v levém
hornim rohu (viz obrazek). Diikaz snadno plyne z obrdzku.

Lo

Ly

Lyt

Oznafme takovy pozménény obdélnik Oj. Pokud se ndm rovinu podari pokryt utvary Os,
Oe, Og, ..., pouzijeme kazdou dlazdicku typu ”L” pravé jednou, hledejme tedy takové pokryti.
Rozfezme rovinu na péasy o tloustce 3. Kazdy z t&chto pasi lze snadno pomoci pozménénych
obdélnikt pokryt, musime v8ak pokryvat aspon trochu chytie, abychom zarudili, Ze i vSechny
pasy budou pokryté.

vi
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Os4 O30
Os7 L‘ O1s Os3
Osgp L‘ O1s Og L‘ Osg
063\—‘ O21 Ll O3 Oy Os9

066 \—‘ 024 012 \—I
L‘ Oa7 Ous

072 p 048
Zvolme si néjakou primku p kolmou na pésy a néjaky z pdsi oznacme za prvni. Oz umistéme
do prvniho nalevo od p (viz obrazek). Potom po fadé umistujme 3, 5, 7, ... nejmensich Oy, a to

vzdy odshora dolu do sousednich past tak, Ze umistujeme-li 2¢ — 1 obdélniki, bude i. umistén
do prvniho pasu. Navic pravidelné stiidejme, jestli pozménéné obdélniky poklddadme tésné vedle
nalevo nebo napravo od jiz poloZenych (v p¥ipadé, Ze v daném pésu je§té zadny poloZeny neni,
pokladejme naptiklad t&sné vedle p).

Uvédomime si, ze takovym zptsobem uZ vydlazdi¢kujeme celou rovinu. Sta¢i si uvédomit,
7e vydlazdi¢kujeme kazdy z péasi. Mé&jme tedy néjaky pés se vzdalenosti m od prvniho. Potom
vzdy kdyz pokladdme 2m + 1, 2m + 3, 2m + 5, ... upravenych obdélnikl, poloZzime na tento
pas néjaky z nich. To je nekone¢né mnoho pozménénych obdélniki, a jelikoZ pravidelné st¥idame
pravou a levou stranu, neni t&7ké si rozmyslet, Ze pas pokryjeme cely (Ctveredek se vzdalenosti
j od pfimky p nanejvys po 2j krocich — alespon j jich je na spravnou stranu a kazdy Ojp méi
tloustku alespoii 1).

Pozndmky k doslym feSenim: V podstaté nikdo z reSiteld neprovedl pofddny dikaz toho, Ze
svym zplsobem pokryje skute¢né celou rovinu. Nutno podotknout, Ze tiloha byla pomérné tézka
— tedy na tribodovku. Z tohoto divodu jsem déaval za ,pouhé“ nalezeni zptisobu pokryti plny
polet bodti. Viem bych ale doporuéil pofddné prostudovat vzorové feseni. Castym problémem
bylo také to, Ze néktefi resitelé nevédéli, co to znamend pokryt celou rovinu, popf. tento pojem
§patné pochopili. Opét bych se odkazal na vzorové feSeni a dopliujici pozndmku jak zjistit, zda-li
jsme pokryli skute¢né celou rovinu. Pokryti je tplné, pokud plati: Pro libovolné velky ¢tverec
se stranami kone¢né délky, jenZ ma st¥ed v pevném (tzn. pro v8echny &tverce stejném) bodé,
existuje kone¢ny pocet kroki pokryvani, po jejichZ provedeni bude vybrany ¢tverec pokryty.
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4. tloha

Mezitim, co si ostatni organizdtofi dosli pro oblerstveni, Marek hlidal bundy a hrél si s drobecky
na stole. Podafrilo se mu je poskladat do zajimavého utvaru, kdy v okoli kazdého drobecku jsou
pravé t¥i jiné, které od néj maji vzdéilenost 5 cm. Kolik mohlo byt drobec¢ka?

Predpokliadejme, Ze na stole je aspon jeden drobelek. Pak tedy musi byt aspon ¢tyfi. Pro 4
drobecky ale neexistuje rozestavéni vyhovujici podminkdm tlohy, coZ dokdZeme sporem. Necht
takové rozestavéni existuje. Pak vzdalenost libovolné dvojice riznych drobecki je 5 cm. Kazda
trojice drobeckl tedy tvori rovnostranny trojihelnik o strané 5 cm. Oznacime-li si drobecky
pismeny A, B, C, D, pak trojuhelniky ABC a ABD jsou rovnostranné, body C a D jsou riizné,
a tedy C je osové soumérny s D podle osy AB a vzdalenost t&chto dvou bodti je v/3 -5 cm # 5
cm.

Drobeckt tedy musi byt aspon 5. NemtiZe jich byt ale lichy pocet, coz zase dokdZeme sporem:
necht existuje rozestavéni lichého poc¢tu drobeckl spliiujici podminky ulohy. Pak také existuje
graf, jehoz vrcholy jsou drobecky a hrany jsou dvojice drobecki, které maji vzdalenost 5 cm.
Tento graf m4 lichy pocet vrchold a kazdy vrchol m4 stupeii 3 (tedy je také lichy). To je ale spor,
protoZe soudet stupiiti v8ech vrcholt v grafu je vidy sudé &islo (dvojnasobek poltu hran).

Vime tedy, Ze pocet drobec¢ki musi byt sudé ¢islo vétsi nebo rovno 6. Pro kazdé takové &islo
jiz existuje rozmisténi vyhovujici zadani:

Meéjme 2k drobeckil, kde k£ > 3 je celé Cislo. Rozdélime je na dvé poloviny, z prvni sestavime
pravidelny k-thelnik o strané 5 cm a z druhé sestavime shodny k-thelnik, ktery vznikne posu-
nutim toho ptvodniho o 5 cm ve vhodném sméru: existuje jen konecné smért takovych, Ze by
posunuty k-thelnik mél spole¢ny vrchol s pivodnim k-tthelnikem a jen kone¢né€ smért takovych,
7e by néjaky vrchol posunutého k-tthelnika mél od dvou vrcholi pivodniho k-tihelnika vzdéle-
nost 5 cm (pro libovolnou dvojici vrcholt ptivodniho k-tihelnika existuji v roviné nejvyse dva
riizné body, které maji od obou vrcholt vzdélenost 5 cm, a dvojic vrchold je kone&n& mnoho).
Ze zbylych (nekonefné mnoha) smérii tedy néjaky vybereme a ve vzniklém rozmisténi drobeckil
pak plati, ze kazdy vrchol mé pravé dva sousedy ve svém k-thelniku a pravé jednoho souseda
v druhém k-thelniku (kde soused znamend drobelek vzdaleny 5 cm).

Poznamky k doSlym FeSenim: Tento priklad nebol a7 taky fazky a vela z vas ho preto malo za
péat bodov. Mnohi v8ak nasli len jeden z moznych poé&tov drobeckov a tym pddom nemohli mat
vela bodov. Nadli sa dokonca aj rieSitelia, ktori rozoberali pripad pre nekone¢ne vela drobeckov
ale iba jeden z vés si v8imol, Ze drobe¢kov mohlo byt aj nula.

5. tloha

Jelikoz jsou matfyzéci lini prechdzet mezi jednotlivymi mistnostmi menzy, vystavéli si iZasny
systém mikrotramvaji. Mezi kazdymi dv€éma mistnostmi jezdi mikrotramvaj v pravé jednom
sméru. Dinovi za¢ind cviceni az za pil hodiny, a tak ho napadlo, Ze volny ¢as miiZze vyplnit tim,
7e si vybere néjakou prvni mistnost a pak se projede mikrotramvajemi po menze tak, 7e kazdou
mistnost navstivi pravé jednou (a nebude mezi mistnostmi pfechazet). Dokazte, Ze takovy vybér
cestovani se Dinovi miize povést, at uz mikrotramvaje jezdi jakkoliv.

Ulohu vyiesime indukei vzhledem k po&tu mistnosti menzy. Pro dvé a méné mistnosti neni
co TeSit. Predpokladejme tedy, Ze danou trasu lze najit pro libovolné jezdici tramvaje mezi n
mistnostmi, a rozhodnéme, zda je tomu tak i pro n + 1 mistnosti.

Mezi prvnimi n mistnostmi se miizeme podle indukéniho predpokladu projet. Bez Gjmy na
obecnosti tramvaje jezdi z prvni do druhé, z druhé do t¥eti, ..., z n — 1. do n. mistnosti (kdy%
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ne, tak je predislujeme). Otdzka je, zda lze vZdy na tuto trasu né&jak napojit nasi prebyteinou
n + 1. mistnost.

Pokud jede tramvaj z na8i prebytecné n + 1. mistnosti do prvni mistnosti, je vymalovano,
nebot poté piejedeme z m + 1. mistnosti do prvni a pokracujeme po predeslé trase. Tedy se
omezime na piipad, kdy tramvaje jezdi z prvni do n + 1. mistnosti.

Pokud tramvaje jezdi z prvé az k. mistnosti do n + 1. mistnosti, ale naopak z n 4+ 1. mistnosti
do k + 1. mistnosti, jsme také hotovi, nebot potom nasi trasu projedeme v poradi mistnosti 1, 2,
ey k,n+ L E+1L,E+2,...,n.

Zbyvé tedy dotesit posledni pripad, kdyz tramvaje do n + 1. mistnosti pouze piijizdéji, ale

1don+1.

Pozndmky k doSlym feSenim: Spravnd reSeni byla vesmés podobna autorskému, odli§né pristupy
k cili spiSe nevedly, nebot v nich fesitelé ¢asto brali za ziejma tvrzeni, kterd budto zdaleka ziejma
nebyla (byla pfinejmensim stejné obtiZna jako tloha sama), nebo viibec neplatila.

6. tlloha

Jednou si s sebou na schiizku Ansa vzala velké domino. V8imla si, Ze jeji dominové kosticky
zakryvaji pravé dvé policka trochu zvlastni Sachovnice (2n + 1) krat (2n + 1), na které pravé
Pavel s Frsem hrali Sachy. Rozehrand Sachova partie ji pfili§ nezajimala, postupné brala figurky
z Sachovnice a sklddala na ni dominové kosticky. Nakonec zaplnila celou Sachovnici az na levé
dolni poli¢ko. Honza si v8iml, Ze s dominy lze po Sachovnici posouvat tak, Ze kazdé policko, které
se od levého dolniho li§i v obou soutfadnicich o sudé ¢islo, mtize ztistat nezakryto. Napadlo ho, Ze
i kdyby Ansa posklddala domina jinak (s levym dolnim politkem nezakrytym), bude stéle platit
jeho pozorovani z pfedchoziho rozestavéni. Poradte Honzovi, jak jeho ndpad dokazat.

Ozna¢me soufadnicemi (4, j) politko v i-tém Fadku a j-tém sloupci tak, Ze dolni levé politko
mé soufadnice (1,1). Politka s ob8ma soufadnicemi lichymi nazvéme fernd, poli¢ka s ob&ma
soufadnicemi sudymi Sedd, ostatni bild. M4 se tedy dokazat, ze pii libovolném rozestavéni, kdy
je politko (1,1) nezakryté, 1ze posouvinim domin odkryt kazdé z ostatnich ¢ernych polidek.

Zvolme libovolné néjaké erné policko Co = (40, jo), které je na zaldtku zakryto. Domino

sméru dominové kostky lezici na Cp). Pokud na C; lezi domino, najdeme podobnym zptisobem
policko Ca, atd. Obecné pokud pro k > 0 na poli¢ku Cy = (ig, ji) lezi domino pokryvajici jesté
poli¢ko By = (Zk +ak,jr + bk), oznacime Cj4q = (’Lk + 2ag, jr + Qbk).
Pokud pro zadné prirozené k nenastane Cp = (1,1), musi se n&kde posloupnost Co, Ci,
. zacyklit. Ozna¢me tedy m nejmensi prirozené Cislo takové, Zze C,, = Cj pro néjaké k €
{0,1,...,m — 1}. Poli¢ka Cy, By, Ck4+1, Bgt1, --- » Cm—1, Bm—1 tedy ohrani€uji mnohothel-
nik M; sloZeny z r1 < (2n + 1)(2n + 1) 8achovnicovych poli¢ek (do tohoto mnohothelniku se
nezapocditavaji policka Cy, ..., Bmyn—1), mezi nimiZ je aspoh jedno $edé (naptiklad prévé jedno
ze dvou 8edych poli¢ek, kterd rohem sousedi s Cp, a Cyy41), 0znacme si jej Sg. Toto poli¢ko neni
rohové, musi tedy byt pokryto dominem, které soucasné pokryvéa néjaké sousedni bilé policko
lezici v. M7. Podobné jako posloupnost Cp, C1, ... sestrojme posloupnost Sedych poli¢ek Sy,
S1, ... V8echna tato policka lezi v My, jsou tedy pokryta dominy a posloupnost se opé&t zacykli,
¢imz dostaneme mnohothelnik M» sloZeny z r2 < r1 Sachovnicovych poli¢ek, mezi nimiz je aspon
jedno Cerné. Takto bychom postupné zkonstruovali nekone¢nou posloupnost mnohothelniki My,

ix



DX}l Korespondenc¢ni seminar, KAM MFF UK, Malostranské ndmésti 25, 11800 Praha 1 X

Mo, ..., jejichZ obsahy 71, 72, ... se v kazdém kroku zmenguji aspoi o 1, coZ je spor. (Ke sporu
se d4 dojit i jinak — nap¥iklad kdyZ se dokdze, Ze obsah r; mnohothelniku M; je liché &islo.)

Existuje tedy pfirozené &islo k, pro které Cy = (1,1). Policko Cp lze odkryt po k tazich: pfi
p-tém tahu posuneme domino leZici na policku Cy_, o jedno politko tak, Ze zakryje Cp_ 41
a odkryje Cy_p.

Poznamky k doslym FeSenim: VicSina rieSitelov dokazovala, Ze kazdé pole ktoré Honza uvolni,
musi byt od lavého dolného rohu vzdialené o parny pocet riadkov i stlpcov. Za takéto rieSenie
som nekompromisne udeloval 0 bodov :-(. Tak ich v8etkych prosim, venujte tomu chvilku ¢asu
a uvedomte si: Je to podstatne ind tloha a podstatne lahsia tloha nez dokazovat, Ze v8etky polia
ktoré sti od lavého dolného vzdialené o parny poéet riadkov a stlpcov moze Honza postivanim
domin uvolnit.

7.1dloha

Jidelna v menze mé &tvercovy ptidorys se achovnicovou podlahou o n2 polich. V kazdém poli
Sachovnice je jedno misto k sezeni. Ne vzdy se obéd v menze podali uvafit podle predstav
studenti. Jednou, kdyZ byla menza plnd, bylo par porci dokonce priotravenych salmonelou.
Navic se postupné nakazovali daldi studenti tak, Ze kdykoliv mé&li aspoii dva sousedy (hranou,
nikoli rohem) nakaZené, nakazili se také. Kolik nejméné mohlo byt otravenych porci, kdyZ vime,
7e se nakazila celd menza?

Nakresleme si plan jidelny do nekone¢né ¢tvercové sité jako ¢tverec o strand délky n (kaz-
dému studentovi odpovida jedno politko sit8). Oznalme k polet otrdvenych porci (neboli podet
nakaZenych student na zacdtku) a obarvéme piislu§nych k poli¢ek zelend, ostatni poli¢ka jsou
bil4d. Ozna¢me P polet hran, které sousedi s bilym i zelenym politkem (P je souet obvodii
v8ech zelenych mnohouhelnikil). Musi platit P < 4k, protoZe kaZdé zelené poli¢ko piisp&je do
vysledného souc¢tu maximalné 4 hranami.

Vizdy, kdyz se nakazi dalsi student, obarvime jemu odpovidajici policko zelené&. Pritom se
¢islo P nezvétsi: pokud policko pred obarvenim sousedilo s £ > 2 zelenymi policky, ubude po
jeho obarveni k£ hran oddélujicich zelené a bilé policko a pfibude jich jen 4 — k. Dohromady se
tedy ¢islo P zvétsi o 4 — 2k < 0. Az se nakazi celd menza, bude zelené obarven cely ¢tverec n krat
n, Cislo P tedy bude rovno 4n. Stale bude platit P < 4k, z ¢ehoz plyne k£ > n, tedy na otraveni
celé menzy je potieba aspon n otravenych porci.

Tento pocet je také postacujici: napiiklad pokud jsou na zacatku nakaZeni v8ichni studenti
sedici na jedné thlop¥i¢ce ¢tverce (na polickdch o soutadnicich (1,1)s, (2,2), ..., (n,n)), nakazi
se v prvnim kroku vSichni studenti na soufadnicich (i,7), kde |i — j| = 1 (sousedi se dvéma
nakaZenymi studenty na soufadnicich (i,7) a (j,7)), obecn& v k-tém kroku se nakazi vSichni
studenti na soufadnicich (%, j), kde |i — j| = k. Po n— 1 krocich tedy bude nakaZen4 celd menza.

Pozndmky k doSlym feSenim: Témér vSichni reSitelé prisli na to, Ze n nakaZenych porci staci
na nakazeni celé menzy. Za tuto (jednoduchou) &ist jsem udéloval 1 bod. Bylo viak potieba
jesté dokazat, Ze mensi pocet nakaZenych porci nestali pii libovolném pocateénim rozmisténi (4
body). S tim jiz m&lo mnoho Fefiteli problémy. Castd chybna argumentace spotivala v tvrzeni,
7e optimalni rozmisténi pro menzu (n+1) X (n+ 1) musi vzniknout z optimélniho rozmisténi pro
menzu n X n priddnim jedné nakaZené porce, pro coz neexistuje v naSem piipadé zadny zjevny
diivod. Navic to neni pravda (rozmyslete si, Ze existuje spousta optimdalnich rozmisténi, které
timto zptisobem nevzniknou).
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8. tloha

Pomérné neddvno se v menze opravovalo osvétleni. Elektrikari natahali v§ude po menze dréty
(pFimky), nékteré dréty se oblas protinaly, ale Zadné t¥i v jednom bodé&. Systém dratt byl opravdu
velmi nepiehledny, mitily od stropu k podlaze, od podlahy ke sténdm, od stén ke sténdm ...
Dokonce zadné t¥i draty nelezely v jedné roviné. Kolik dvojic dratta se nejvySe mohlo protinat?

Zatneme s tim, Ze si fekneme par pojmi tykajicich se grafli, pokud vi§, co je graf, stupen
vrcholu a trojuhelnik v grafu, miZze§ néasledujici dva odstavce preskocit.

Grafem G budeme rozumét uspofddanou dvojici G = (V, E), kde V budeme nazyvat mnoZinou
vrcholi a £ mnozinou hran. Po obou mnozinidch budeme chtit, aby byly kone¢né. Po mnoziné
FE budeme navic chtit, aby byla podmnoZinou dvojic vrcholt. Graf si tedy mitiZzeme piedstavovat
jako né&jakou mnozinu bodt (= vrcholt) naptiklad v roving, pfi¢emz néjaké dvojice vrcholi jsou
spojené hranami. Aby dva vrcholy spojovalo vice hran je zakdzéano, stejné jako je zakazano, aby
néjakd hrana vedla z néjakého vrcholu v opét do v. Stupném degwv vrcholu v rozumime pocet
hran z vrcholu v vychézejicich. Nakonec trojihelnikem v grafu G budeme rozumét takovou trojici
vrcholl u, v, w, Ze {uv} , {uw} a {vw} jsou hrany (tj. leZi v mnoZin& hran).

1 3 9

2 4 6
Na obrézku je jako p¥iklad nakreslen graf G = (V, E), kde V = {1,2,3,4,5,6}, E = {{23},
{24}, {34}, {35}, {45}, {46}}. Tento graf obsahuje dva trojahelniky tvofené vrcholy 234 a 345.
Nakonec deg1l =0, deg2 =2, deg3 = 3, deg4 =4, deg5 = 2, deg 6 = 1.
Nyni si dokdzeme lemma, které ndm bude velmi ndpomocné.

2
(V) Graf G bez trojihelniki s n vrcholy md nanejvys ["TJ hran?.
Dikaz. Ozna¢me m pocet hran. Déle ozna¢me vy, v, ..., vy vrcholy grafu G aeg, ez, ...,
em hrany G. Nakonec pro hranu ej, = {v;v;} ozna¢me degej, = degv; + degwv;.

Uvédomme si, ze plati

n n m
. > degw; > deg? v; > degey —
=== <\ = =\ = </ — =vm. (©)
n n n n n

b 2
Potom dostavame sz <Vm,ym < 3, m < . Vzhledem k tomu, Ze m je celé, tedy plati

2
m < {"TJ K uspésnému dokonéeni dikazu tedy zbyva uvédomit si ().

Prvni rovnost je snadnd, s¢itame-li totiz stupné vSech vrcholdi, miZeme si predstavit, ze prici-
tdme jednicku za kazdou hranu, kterd vede do daného vrcholu, pro vSechny vrcholy. Tim kazdou
hranu zapod&itame dvakrat, nebot vede mezi dvéma vrcholy.

Nasledujici nerovnost plyne pifimo z nerovnosti mezi aritmetickym a kvadratickym primérem.

Vyraz |z] pro = redlné znadi dolni celou &ast &isla x, tj. nejvétsi celé &islo, které je mensi
nebo rovno z.
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Dalsi rovnost si uvédomime podobnym argumentem jako prvni rovnost. Soucet druhych moc-
nin stupii si totiz lze predstavit tak, Ze za kazdou hranu, kterd vede do daného vrcholu, p¥i¢teme
stupeii vrcholu, pro v8echny vrcholy. Za kazdou hranu ej, = {v;v;} tedy jednou pfi¢teme stupeii
vrcholu v; a jednou stupenl vrcholu v;, coZ je piesné deg ey .

V posledni nerovnosti koneéné vyuZzijeme toho, Ze se jedna o graf bez trojihelniki. Chceme
m
si uvédomit, Ze > deger < mn, k femuZ si stati uvédomit, Ze pro kazdé k je deger < n.
k=1
Predpoklddejme, Ze e, = {v;v;}. Necht pro spor je degwv; + degv; > n. Tedy z Dirichletova
principu (vrcholi je pouze n) existuje vrchol v; takovy, Ze {v;v;} i {vjv;} jsou hrany. Z¥ejmé

l # 1,1 # j, protoze hrana nemtiZe vést z v; do v;, respektive z v; do v;. JenZe tim dostdvidme
spor s tim, Ze GG neobsahuje trojuhelniky, v;v;v; je totiz trojuhelnik.

Vg

Ul

Uj

Tim je dikaz (©) ukond&en.

Nyni uz vyfeSime zadanou dlohu. Predpoklddejme, Ze mame n dratd. Utvoime graf G, jehoz
mnozinou vrcholt bude mnoZina drétd a hrany vedou mezi témi draty (vrcholy), které se proti-
naji. Tento graf neobsahuje trojuhelniky. Kdyby totiz pro n&jaké tii draty d;, d;, dy platilo, Ze
se d; a dj protinaji, d; a dj, protinaji a d; a dj protinaji ve tfech rtznych bodech, potom d;, d;
a dy lezi v jedné roving, coz je spor s predpoklady tlohy. Podle (©) mé G nejvyse [%J hran,
tedy nejvyse tolik dvojic drati se miize protinat.

q4

AR

i x

2

Na druhou stranu nalezneme piiklad, kde se uz {"TJ dvojic pFimek (dratt) protind, a tim
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ukiZzeme, Ze {"4—1 je hledana hodnota. P¥imky nalezneme napfiiklad na grafu funkce f(z,y) = zy.
Prvnich L%j pfimek oznaéme p1, p2, ..., Pl zbyvajicich n — L%j primek oznaéme q1, g2,

|2 P¥imku py nalezneme tak, Ze poloZime y = k a z = f(z,k) = kz, tedy px =
{[z,y, z]|z € R,y = k,z = kz}. P¥imku g nalezneme tak, Ze poloZime z = k a z = f(k,y) = ky,
tedy gx = {[z,y,2]|ly € R,z = k,2 = ky}. P¥imky p1, p2, ..., Pa jsou navzdjem mimob&Zné
(maji rtizné smérnice jako funkce z a leZi v rovnob&Znych rovinach y = k), podobné& q¢1, g2, ... ,
G| 2| jsou navzdjem mimobézné, odtud uz snadno plyne, Ze Zadné tii neleZi v jedné roviné ani
se zadné tii neprotinaji v jednom bod& (nasli bychom tam dvé mimobézné). Na druhou stranu
maji | 2] (n— |%]|) prisediki f(i,5) proi € {1,2,...,[ %]} aj € {1,2,...,n — |%]}. Nyni uz

si sta¢i uvédomit, Ze [%J (n— [%J) = {";J Pro n sudé je

515D =50-5)="=[%]
2 - 12 =" e ==

Tim je tloha vyfesena.

pro n liché je

Poznamky k doflym Fefenim: Regitele lze zhruba rozdélit do t¥{ skupin. Regitelé v prvni skupiné
vyfesili tlohu ze zaddni a ziskali 5 bodd. V druhé skupiné se objevili TeSitelé, kteri vyfesili
jinou ulohu. Totiz poditali poet moZnych priiseéiki pro libovolné mnozstvi primek (a vyslo jim
nekone&no). Tato tloha je vyrazn& leh¢i (jednd se o leh&i t¥ibodovou tlohu), a tak FeSitele mohlo
napadnout, Ze to asi nebude spravna interpretace (navic elektrikaii budou asi té7ko mit nekone¢né
mnoho dratd, aby méli nekone¢né& mnoho priiseciki). Nicméné, protoZe se do jisté miry jednalo
i 0 na§i chybu (po&et pfimek jsme neoznadili), rozhodl jsem se za takova feSeni udélovat 3 body.
Treti skupinu tvorfili resitelé, ktefi nevyftesili ilohu vibec. Kuriézni bylo napiiklad reSeni, ve
kterém pocet moznych priiseCiki vySel vétsi nez pocet dvojic primek.
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