
A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A1. sérieTéma: Rekuren
eTermín odeslání: 13. øíjna 20031. úloha (3 body)Ne
h» a1 = 1 a an = a1 + a2 + � � �+ an�1 (tedy ka¾dý následují
í èlen posloupnosti je souètemv¹e
h pøed
hozí
h). Najdìte a20032004 .2. úloha (3 body)Ne
h» a1 = 16 a pro n > 1 je an = an�1 + 1n(n+1)(n+2) . Doka¾te, ¾e pro ka¾dé pøirozené èíslo nje an < 14 .3. úloha (3 body)Rozhodnìte, zda pro ka¾dé pøirozené èíslo n existuje posloupnost prvoèísel fpigni=1 splòují
írekurentní formuli pi = p1 � p2 � � � pi�1 + 1 pro 2 < i � n (druhý èlen je nezávislý na prvním!) .4. úloha (5 bodù)Ne
h» posloupnost fang1n=1 je dána pøedpisem a1 = 56, an+1 = an� 1an . Uka¾te, ¾e an < 0 pronìjaké 0 < n < 2003.5. úloha (5 bodù)Posloupnost fGng1n=0 je de�novaná takto: G0 = 0, G1 = 0, G2 = 1 a pro n � 3 je Gn =Gn�1 + Gn�2 + Gn�3. Pro n � 0 oznaème an = G2n. Doka¾te, ¾e pro v¹e
hna n � 6 platían = 2an�1 + 3an�2 + 6an�3 � an�4 � an�6.6. úloha (5 bodù)Ne
h» posloupnost fang1n=1 splòuje an+1 = an + f(an), kde f(m) znaèí souèin 
ifer èísla m. Jeposloupnost omezená pro v¹e
hna a1 pøirozená?7. úloha (5 bodù)Posloupnost fang1n=1 je zadána následovnì: a1 = a2 = 1, an = aan�1 + an�an�1 pro n � 3.Urèete hodnotu an pro n = 2k, k 2 N.8. úloha (5 bodù)Posloupnost fang1n=1 je zadána rekurentnì: a0 = a1 = 1, (n + 1)an+1 = (2n+ 1)an + 3nan�1.Doka¾te, ¾e v¹e
hny èleny posloupnosti jsou 
elá èísla.
i



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AØe¹ení 1. série1. úloha (117, 55, 1; 00, 1; 0)Ne
h» a1 = 1 a an = a1 + a2 + � � �+ an�1 (tedy ka¾dý následují
í èlen posloupnosti je souètemv¹e
h pøed
hozí
h). Najdìte a20032004 .Je an = an�1+an�2+� � �+a1, zároveò an�1 = an�2+� � �+a1. Dosazením druhého vztahu doprvního dostáváme an = 2an�1, pøièem¾ tato rovnost platí pro n > 2. Proto¾e a2 = 1 = 22�2,dostaneme snadno matemati
kou induk
í, ¾e pro ka¾dé n > 2 je an = 2n�2. Konkrétnì tedya20032004 = 220032002 .Poznámky k do¹lým øe¹ením: Vìt¹ina øe¹itelù dokazovala an = 2n�2 tímto zpùsobem: a1 = 1,a2 = 1 = 20, a3 = 2 = 21, a4 = 4 = 22, : : : , an = 2n�2 nebo takto: an = 2an�1 = 2 � 2 � an�2 =� � � = 2n�2 � a2, 
o¾ není korektní matemati
ký dùkaz. Mo¾ná vám pøipadá, ¾e øe¹ení je vidìt naprvní pohled, ale u takto lehkého pøíkladu oèekáváme, ¾e øe¹ení napí¹ete poøádnì. Tj. napí¹ete,¾e pou¾íváte matemati
kou induk
i, a napí¹ete první a druhou èást induk
e. Úloha se dala pìknìøe¹it i pomo
í geometri
ké posloupnosti, av¹ak ti, kteøí ji pou¾ili, èasto pøehlédli, ¾e posloupnostje geometri
ká a¾ od druhého èlenu.2. úloha (71, 39, 1; 00, 2; 0)Ne
h» a1 = 16 a pro n > 1 je an = an�1 + 1n(n+1)(n+2) . Doka¾te, ¾e pro ka¾dé pøirozené èíslo nje an < 14 .Pokud si spoèítáme nìkolik první
h èlenù posloupnosti, mù¾e nás napadnout, ¾e by mohloplatit an = 14 � 12(n+1)(n+2) . Máme-li takovéto podezøení, je snadné jej dokázat induk
í. Pron = 1 vztah platí, a1 = 16 = 14 � 12(1+1)(1+2) . Ne
h» tvrzení platí pro n = k � 1, doká¾eme jejpro n = k. ak = ak�1 + 1k(k + 1)(k + 2) = 14 � 12k(k + 1) + 1k(k + 1)(k + 2) == 14 � (k + 2)� 22k(k + 1)(k + 2) = 14 � k2k(k + 1)(k + 2) = 14 � 12(k + 1)(k + 2) :Proto¾e 12(n+1)(n+2) je kladné pro v¹e
hna n pøirozená, dokázali jsme té¾ platnost tvrzení zezadání.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Asi polovina øe¹itelù pouze vyzkou¹ela nìkolik první
h èlenù. Tov ¾ádném pøípadì nelze pova¾ovat za dùkaz. Ostatní buï nìjak þuhodliÿ vzore
 pro èásteènýsouèet a korektnì ho dokázali matemati
kou induk
í, nebo výraz rozlo¾ili na par
iální zlomky,které se od sebe vzájemnì odeèetly.3. úloha (52, 34, 1; 00, 3; 0)Rozhodnìte, zda pro ka¾dé pøirozené èíslo n existuje posloupnost prvoèísel fpigni=1 splòují
írekurentní formuli pi = p1 � p2 � � � pi�1 + 1 pro 2 < i � n (druhý èlen je nezávislý na prvním!) .ii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ABudeme dokazovat, ¾e pro n � 5 taková posloupnost neexistuje. Pro spor pøedpokládejme, ¾etaková posloupnost existuje. Nejprve si v¹imnìme, ¾e jedno z prvoèísel p1, p2 je sudé, kdyby toti¾byla obì li
há, potom p3 = p1p2+1, tedy p3 je sudé a vìt¹í ne¾ 10 (p1, p2 � 3), 
o¾ je spor, nebo»jediné sudé prvoèíslo je 2. Tedy p1 = 2 nebo p2 = 2. V¹imnìme si, ¾e pokud zamìníme hodnotyp1 a p2, nebude rekurentní vztah poru¹en, mù¾eme tedy bez újmy na obe
nosti pøedpokládat,¾e p1 = 2. Nyní rozeberme, jaký zbytek dává p2 pøi dìlení tøemi.i) p2 = 3k: Potom je nutnì p2 = 3, nebo» se jedná o prvoèíslo. Dále pak p3 = p1p2+1 = 3�2+1 =7, p4 = p1p2p3 + 1 = 7 � 3 � 2 + 1 = 43 a p5 = p1p2p3p4 + 1 = 43 � 7 � 6 � 2 + 1 = 1807 = 13 � 139;tedy p5 není prvoèíslo, spor.ii) p2 = 3k + 1: Potom p3 = p1p2 + 1 = 2(3k + 1) + 1 = 3(2k + 1), tedy p3 je dìlitelné tøemi,av¹ak p3 = p1p2 + 1 � 2 � 2 + 1 = 5, tudí¾ p3 6= 3, 
o¾ je spor s tím, ¾e se jedná o prvoèíslo.iii) p2 = 3k+2: Potom p3 = p1p2+1 = 2(3k+2)+1 = 6k+5, p4 = p1p2p3+1 = 2(3k+2)(6k+5) + 1 = 3(12k2 + 18k + 7); tedy p4 je dìlitelné tøemi, av¹ak p4 = p1p2p3 + 1 � 2 � 2 � 2 + 1 = 7,tedy p4 6= 3, 
o¾ je spor s tím, ¾e se jedná o prvoèíslo.4. úloha (56, 44, 3; 00, 4; 0)Ne
h» posloupnost fang1n=1 je dána pøedpisem a1 = 56, an+1 = an� 1an . Uka¾te, ¾e an < 0 pronìjaké 0 < n < 2003.Úlohu doká¾eme sporem. Pøedpokládejme tedy, ¾e an � 0 pro n 2 f1; : : : ; 2002g. Nejprveuká¾eme, ¾e není mo¾né an = 0. Ne
h» pro spor an = 0, potom 0 = an�1 � 1an�1 , z èeho¾s pøihlédnutím k an�1 � 0 dostáváme an�1 = 1. Potom ale 1 = an�2 � 1an�2 , po vynásobenían�2 a vyøe¹ení kvadrati
ké rovni
e dostáváme (opìt kvùli pøedpokladu) an�2 = 1+p52 . Ov¹emnyní si v¹imnìme, ¾e pokud je èlen posloupnosti ra
ionální (nenulové) èíslo, je následují
í èlenté¾ ra
ionální. Proto¾e a1 je ra
ionální, nedostaneme se nikdy k ira
ionálnímu èíslu, a tudí¾ anik nule (dva kroky pøed ní by muselo být ira
ionální èíslo).Jsme tedy nyní v situa
i, kdy pøedpokládáme, ¾e pro 0 < n < 2003 je an > 0. V¹imnìmesi, ¾e na¹e posloupnost je klesají
í (odeèítáme kladná èísla), tedy pro m > n je am < an a té¾� 1am < � 1an . Proto a3 = a2 � 1a2 < a1 � 1a1 � 1a1 = a1 � 2 1a1 ;a4 = a3 � 1a3 < a1 � 2 1a1 � 1a1 = a1 � 3 1a1 ;obe
nì takto dostaneme pro i > 2 ai < a1�(i�1) 1a1 . To nám umo¾ní odhad a897 < a1�896 1a1 =56 � 89656 = 40. Pou¾ijeme-li podobné úvahy znovu (zaèneme u obe
ného èlenu an místo u a1),dostaneme postupnì a1497 < a897 � 600 1a897 < 40� 60040 = 25;a1872 < a1497 � 375 1a1497 < 25� 37525 = 10;a1972 < a1872 � 100 1a1872 < 10� 10010 = 0:To ov¹em není mo¾né, pøedpokládali jsme toti¾, ¾e a1972 > 0, dostali jsme tak spor a nutnì pronìjaké i < 2003 musí být ai < 0. iii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 APoznámky k do¹lým øe¹ením: Vìt¹ina øe¹itelù této úlohy zapomnìla diskutovat pøípad an = 0,jinak øe¹ení sledovala my¹lenku toto¾nou s ideou vzorového øe¹ení.5. úloha (43, 39, 4; 00, 5; 0)Posloupnost fGng1n=0 je de�novaná takto: G0 = 0, G1 = 0, G2 = 1 a pro n � 3 je Gn =Gn�1 + Gn�2 + Gn�3. Pro n � 0 oznaème an = G2n. Doka¾te, ¾e pro v¹e
hna n � 6 platían = 2an�1 + 3an�2 + 6an�3 � an�4 � an�6.Mìjme n � 6. Pro i; j � 0 oznaème bij = Gn�iGn�j (= bji). V následují
í
h úpravá
hvyu¾ijeme vztahy bij = bi+1;j + bi+2;j + bi+3;j ;bii = bi+1;i+1 + bi+2;i+2 + bi+3;i+3 + 2bi+1;i+2 + 2bi+1;i+3 + 2bi+2;i+3;které platí pro ka¾dé 0 � i � n� 3 a j � 0 a plynou z rekurentního vztahu ze zadání. Platí tedyan = b00 = b11 + 2b12 + 2b13 + b22 + 2b23 + b33:Pøiètením rovností 0 = b11 � b22 � 2b23 � 2b24 � b33 � 2b34 � b44;0 = �2b12 + 2b22 + 2b23 + 2b24;0 = �2b13 + 2b23 + 2b33 + 2b34získáme b00 = 2b11 + 2b22 + 4b23 + 2b33 � b44:(Tím jsme dostali koe�
ient 2 u èlenu b11 a nahradili jsme v¹e
hny ostatní èleny, které mìlyjeden z indexù roven 1.) Podobnì pokraèujeme pøiètením rovností0 = b22 � b33 � 2b34 � 2b35 � b44 � 2b45 � b55;0 = �4b23 + 4b33 + 4b34 + 4b35a dostaneme b00 = 2b11 + 3b22 + 5b33 + 2b34 + 2b35 � 2b44 � 2b45 � b55:Nakone
 pøièteme 0 = b33 � b44 � 2b45 � 2b46 � b55 � 2b56 � b66;0 = �2b34 + 2b44 + 2b45 + 2b46;0 = �2b35 + 2b45 + 2b55 + 2b56a dostaneme rovnost b00 = 2b11 + 3b22 + 6b33 � b44 � b66;kterou jsme 
htìli dokázat.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Témìø v¹i
hni øe¹itelé úlohu upoèítali þhrubou silouÿ. Nìkteøív¹ak zapomnìli na to, ¾e nerovnost platí pro n � 6, a tvrdili, ¾e je splnìna pro n pøirozené.Nìkolik øe¹itelù pøi úpravá
h za¹lo i do odmo
nin, kde v¹ak bylo tøeba dokázat, ¾e pou¾itéúpravy jsou ekvivalentní. iv



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A6. úloha (27, 19, 3; 00, 5; 0)Ne
h» posloupnost fang1n=1 splòuje an+1 = an + f(an), kde f(m) znaèí souèin 
ifer èísla m. Jeposloupnost omezená pro v¹e
hna a1 pøirozená?Odpovìï zní ano. Pøedpokládejme pro spor, ¾e tomu tak není, mìjme tedy takové a1 pøirozené,¾e posloupnost není omezená. Ciferný souèin je nezáporný, posloupnost je tedy neklesají
í. Pokudby 
iferný souèin nìjakého èlenu byl nulový (
o¾ nastává v pøípadì, kdy se v zápisu tohotoèlenu vyskytuje nula), byla by posloupnost od tohoto èlenu konstantní, a tudí¾ omezená, jeproto posloupnost nutnì rostou
í. To také znamená, ¾e ¾ádný èlen ve svém zápise neobsahujenulu. Zajímejme se o situa
e, kdy posloupnost þpøeskakuje øádyÿ, to znamená, kdy jeden èlenposloupnosti je men¹í ne¾ 10k a dal¹í èlen je vìt¹í ne¾ 10k, tedy èlen an je nejvý¹e 99 : : : 9| {z }k a an+1je alespoò 11 : : : 1| {z }k+1 (jinak by se v nìm vyskytovala nula). Musí být proto an+1 � an > 10k�1,zároveò je v¹ak an+1 � an = f(an) � 9k. Pokud by byla posloupnost neomezená, muselo by prov¹e
hna k pøirozená platit 10k�1 < 9k, to si mù¾eme pøepsat na � 109 �k�1 < 9. Ov¹em na levéstranì máme èlen geometri
ké posloupnosti, která roste nade v¹e
hny meze, od jistého k budoutedy èleny vìt¹í ne¾ 9 (první takové k je 22). Tím jsme dostali spor s pøedpokladem, ¾e se námpøi þpøesko
í
h øádùÿ v posloupnosti nevyskytne èlen s nulou v desítkovém zápise, takový èlense proto vyskytne, posloupnost je od tohoto èlenu konstantní a 
elkovì je tedy omezená.7. úloha (35, 11, 1; 00, 1; 0)Posloupnost fang1n=1 je zadána následovnì: a1 = a2 = 1, an = aan�1 + an�an�1 pro n � 3.Urèete hodnotu an pro n = 2k, k 2 N.Oznaème bn = an�1, 
n = n � an�1 pro n � 3 (platí tedy an = abn + a
n). Spoèítámenìkolik první
h hodnot tì
hto posloupností: a3 = aa2 + a3�a2 = a1 + a2 = 1 + 1 = 2, a4 =aa3 + a4�a3 = a2 + a2 = 2, b3 = a2 = 1, b4 = a3 = 2, 
3 = 3� a2 = 2, 
4 = 4� a3 = 2. Nejprvedoká¾eme induk
í toto tvrzení:Tvrzení. (�) Pro ka¾dé n 2 N platí 1 � a1 � a2 � � � � � an � n, pro n � 2 an � an�1+1 a pron � 4 bn�1 � bn � bn�1 + 1 a 
n�1 � 
n � 
n�1 + 1.Víme, ¾e (�) platí pro n � 4. Pøedpokládejme, ¾e (�) platí pro n = k � 4 a doka¾me, ¾e platípro n = k+1. Z nerovnosti ak�1 � ak plyne bk � bk+1 a 
k+1 = k+1�ak � k+1�ak�1 = 
k+1,z nerovnosti ak � ak�1 + 1 plyne bk+1 � bk + 1 a 
k = k � ak�1 � k � ak + 1 = 
k+1. Èíslabk+1, 
k+1 jsou obì men¹í ne¾ k+1, tak¾e platí abk � abk+1 a a
k � a
k+1 , 
o¾ po seètení dáváak � ak+1. Pokud bk+1 = bk, pak 
k+1 = 
k + 1, abk = abk+1 a a
k+1 = a
k+1 � a
k + 1.V opaèném pøípadì bk+1 = bk + 1, 
k+1 = 
k, a
k = a
k+1 a abk+1 = abk+1 � abk + 1. V oboupøípade
h tedy dostaneme ak+1 � ak + 1 � k + 1, èím¾ je indukèní krok dokonèen.Pro n � 2 oznaème dn = an � an�1. Víme ji¾, ¾e dn mù¾e nabývat pouze hodnot 0 a 1,d2 = 0, d3 = 1 a d4 = 0. Nyní doká¾eme (opìt induk
í) následují
í tvrzení.Tvrzení. (��) Pro ka¾dé n � 1 je v posloupnosti d2n+1; d2n+2; : : : ; d2n+1 právì 2n�1 nul a 2n�1jednièek, pøièem¾ d2n+1 = 0 a a2n = 2n�1.Víme, ¾e (��) platí pro n = 1. Pøedpokládejme, ¾e platí pro nìjaké n = k � 1. Ihned dostávámea2k+1 = a2k + d2k+1 + d2k+2 + � � �+ d2k+1 = 2k�1 + 2k�1 = 2k a a2k+1�1 = a2k+1 � d2k+1 =a2k+1 = 2k , a tedy b2k+1 = 2k, 
2k+1 = 2k , b2k+1+1 = 2k, 
2k+1+1 = 2k + 1. Ji¾ døíve jsmev



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Adokázali, ¾e pro ka¾dé m � 4 platí právì jedna z tì
hto dvou mo¾ností:bm = bm�1 + 1 a 
m = 
m�1; (Bm)bm = bm�1 a 
m = 
m�1 + 1: (Cm)Spe
iálnì víme, ¾e nastává C2k+1+1.Pokud pro nìjaké m � 4 nastává Bm a naví
 dbm = 1, pak am = abm + a
m = abm�1 +1 + a
m = abm�1 + 1 + a
m�1 = am�1 + 1. Pokud nastává Cm a zároveò d
m = 1, pakam = abm + a
m�1 + 1 = abm�1 + a
m�1 + 1 = abm + a
m�1 + 1. V obou tì
hto pøípade
hplatí dm = 1 a bm+1 = am = am�1 + 1 = bm + 1, tedy nastává situa
e Bm+1. Pokud nastáváBm a zároveò dbm = 0, pak am = abm�1 + a
m = abm�1 + a
m�1 = am�1. Pokud nastává Cma zároveò d
m = 0, pak am = abm +a
m�1 = abm�1 +a
m�1 = am�1. V tì
hto dvou pøípade
htedy platí dm = 0 a nastává Cm+1.Z toho plyne, ¾e pro ka¾dá dvì pøirozená èísla m2 > m1 � 4, pro která platí Bm1 , dbm1 = 0,Bm2 , dbm2 = 0, musí existovat m3 2 (m1;m2), pro které nastává Cm3 a d
m3 = 1. Podobnìpokud platí Cm1 , dbm1 = 1, Cm2 , dbm2 = 1, pak musí existovat m3 2 (m1;m2), pro kterénastává Bm3 a d
m3 = 0.Z toho dále plyne, ¾e pro ka¾dé m 2 h2k+1 + 1; 2k+2i je rozdíl poètu jednièek v posloupnostiD
m = (d
2k+1+1; : : : ; d
m) a poètu nul v posloupnosti Dbm = (db2k+1+1; : : : ; dbm ) roven 0nebo 1. (S rostou
ím m se postupnì støídají pøípady, kdy v první posloupnosti pøibude 1 a kdyve druhé posloupnosti pøibude 0.) Nyní ji¾ doká¾eme, ¾e b2k+2 = 
2k+2 = 2k+1. Ne
h» m jenejmen¹í takové, ¾e bm = 2k+1 nebo 
m = 2k+1. Z indukèního pøedpokladu víme, ¾e d2k+1 = 0.Pokud je bm < 
m = 2k+1 (nastala situa
e Cm), pak posloupnost Dbm obsahuje stejný poèetnul jako posloupnost D
m jednièek. Z pøedpokladu víme, ¾e D
m má právì 2k�1 jednièek, tedyposloupnost Dbm musí obsahovat prvek d2k+1 , 
o¾ je spor s volbou m. Je tedy 
m < bm = 2k+1.V posloupnosti D
m je tedy právì 2k�1 jednièek (a ménì ne¾ 2k�1 nul). Nastala situa
e Bm,dbm = 0, dále tedy nastává Cm+1 a d
m+1 = 0, Cm+2 a d
m+2 = 0, : : : , C2k+2 a d
2k+2 = 0,tedy platí b2k+2 = 2k+1 a 
2k+2 = 2k+1, z èeho¾ plyne a2k+2 = a2k+1+a2k+1 = 2k+2k = 2k+1.Z toho ji¾ je také vidìt, ¾e v posloupnosti d2k+1+1; : : : ; d2k+2 je právì 2k nul a 2k jednièek.A koneènì d2k+2 = a2k+2�a2k+2�1 = 2k+1�ab2k+2�1�a
2k+2�1 = 2k+1�a2k+1�a
2k+2�1 =2k+1 � 2k � a2k+1�1 = 2k � a2k+1 + d2k+1 = 0. Tím je indukèní krok dokonèen.Odpovìï tedy zní: Pro n = 2k; k 2 N, je an = 2k�1.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Øe¹itele této úlohy by
h rozdìlil na dvì skupiny { ty, 
o výsledekuhodli, a ty, 
o se ho i pokusili dokázat. Podle nìkolika první
h správnì vypoètený
h èlenùposloupnosti nebylo obtí¾né odhadnout výsledek. Za správný odhad jsem dával jeden bod. Nìkteøíøe¹itelé se zapomnìli pøesvìdèit, ¾e posloupnost opravdu existuje (tj. ¾e 0 < an < n). Nejlep¹íøe¹ení mìli Franta Konope
ký a Daniel Petrík .8. úloha (9, 2, 1; 00, 0; 0)Posloupnost fang1n=1 je zadána rekurentnì: a0 = a1 = 1, (n + 1)an+1 = (2n+ 1)an + 3nan�1.Doka¾te, ¾e v¹e
hny èleny posloupnosti jsou 
elá èísla.Podle Daniela Petríka. Oznaèmebn = bn2 
Xj=0 �n2j��2jj � = bn2 
Xj=0 n!(j!)2(n� 2j)! :vi
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kou induk
í doká¾eme, ¾e an = bn.Je¹tì si uvìdomme nìkteré rovnosti (v¹e
hny dostaneme z volby bn pouze posouváním indexùa obèas pøièítáním nuly). bn+1 = bn+12 
Xj=0 (n� 1)!(j!)2(n� 2j + 1)!n(n+ 1):bn = bn+12 
Xj=0 (n� 1)!(j!)2(n� 2j + 1)!n(n� 2j + 1):bn�1 = bn�12 
Xj=0 (n� 1)!(j!)2(n� 2j � 1)! = bn+12 
Xj=0 (n� 1)!(j!)2(n� 2j + 1)! (n� 2j)(n� 2j + 1):bn�1 = bn+12 
Xj=1 (n� 1)!((j � 1)!)2 (n� 2j + 1)! = bn+12 
Xj=0 (n� 1)!(j!)2(n� 2j + 1)! j2:Nyní snadno spoèítáme, ¾e b0 = 1 = a0, b1 = 1 = a1. Dále za pøedpokladu, ¾e rovnost platí promen¹í n, doká¾eme, ¾e bn+1 = an+1 pro n � 1. Toti¾(n+ 1)an+1 = (2n+ 1)an + 3nan�1 = (2n+ 1)bn + 3nbn�1 = (2n+ 1)bn + 4nbn�1 � nbn�1 == bn+12 
Xj=0 (n� 1)!(j!)2(n� 2j + 1)! �(2n + 1)n(n � 2j + 1) + 4nj2 � n(n� 2j)(n� 2j + 1)� == bn+12 
Xj=0 (n� 1)!(j!)2(n� 2j + 1)!n(n+ 1)2 = (n+ 1) bn+12 
Xj=0 (n� 1)!(j!)2(n� 2j + 1)!n(n+ 1) = (n+ 1)bn+1:Po vydìlení n+1 dostaneme po¾adovanou rovnost. Odtud je pak u¾ zøejmé, ¾e an = bn2 
Pj=0 �n2j��2jj �je 
elé èíslo.Poznámka. Pro zajímavost dodejme, ¾e z dokázaného vztahu mezi posloupnostmi an a bn nenítì¾ké si uvìdomit, ¾e an je koe�
ient u xn ve výrazu (x2 + x+ 1)n. Dal¹í mo¾nou interpreta
íje, ¾e an je poèet posloupností nul, jednièek a minus jednièek délky n, jeji
h¾ souèet je nula.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Správná øe¹ení do¹la dvì. Øe¹ení od Daniela Petríka si vyslou¾ilojeden imaginární bod a bylo pou¾ito jako vzorové. Sa¹a Kazda se spoustou úprav také dopra
ovalke ký¾enému 
íli. Ostatní øe¹ení neukazovala ani náznak správného postupu. Jednou z 
hyb bylnapøíklad dùkaz induk
í, který dokazoval tvrzení pro n a vyu¾íval indukèního pøedpokladu pron+ 1. Korektní dùkaz induk
í vyu¾ívá indukèního pøedpokladu pro n� 1 a men¹í hodnoty.vii


