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ya
1. série
Téma: Rekurence

Termin odeslani: 13. rRfsNA 2003

1. 0LOHA (3 BODY)
Necht a1 =1 aan =a1 + a2 +---+ apn—1 (tedy kazdy nasledujici ¢len posloupnosti je sou¢tem
viech predchozich). Najdéte a20032004 -

2. ULOHA (3 BODY)
Necht a1 = % apron>1jean =an—1+ m Dokazte, Ze pro kazdé prirozené Cislo n
jean < %.

3. ULOHA (3 BODY)

Rozhodnéte, zda pro kaZdé piirozené &islo n existuje posloupnost prvoisel {p;}} ; spliujici
rekurentni formuli p; = p1 -p2---pi—1 + 1 pro 2 < ¢ < n (druhy ¢len je nezavisly na prvnim!) .

4. ULOHA (5 BODU)
Necht posloupnost {an}52; je ddna pfedpisem a1 = 56, any1 = an — % Ukazte, Ze an < 0 pro
néjaké 0 < n < 2003.

5. ULOHA (5 BODU)
Posloupnost {Gn},>, je definovana takto: Go = 0, G1 = 0, G2 = 1L apron > 3 je Gp =
Gn_1+ Gn_2 + Gp_3. Pro n > 0 oznaéme an, = G2. Dokaite, 7e pro viechna n > 6 plati

an =2ap—1+3ap—2+6an-3 —an—4 — Gn—s-.

6. ULOHA (5 BODU)
Necht posloupnost {ax }ro; spliiuje ant1 = an + f(an), kde f(m) znali soudin cifer &isla m. Je
posloupnost omezené pro vSechna a; prirozena?

7.ULOHA (5 BODU)
Posloupnost {an},.; je zaddna nasledovné: a1 = a2 = 1, an = @a,,_; + @n—a,_, Pron > 3.
Uréete hodnotu a,, pron =2k ke N.

8. ULOHA (5 BODU)
Posloupnost {an};~, je zaddna rekurentné: ap = a1 = 1, (n + 1)an4+1 = (2n + 1)an + 3nan—1.
Dokazte, Ze vSechny ¢leny posloupnosti jsou celd &isla.



DX}l Korespondenc¢ni seminar, KAM MFF UK, Malostranské ndmésti 25, 11800 Praha 1 X
- Y / / .
Reseni 1. série

1. Giloha (117, 55, 1,00, 1,0)
Necht a1 =1aan = a1 +a2+ -+ an—1 (tedy kazdy nésledujici ¢len posloupnosti je sou¢tem
v8ech predchozich). Najdéte a20032004 -

Jean = apn—1+apn—2+---+ai, zaroveh ap—1 = ap—2+---+a1. Dosazenim druhého vztahu do
prvniho dostavame a,, = 2a,,_1, p¥i¢em? tato rovnost plati pro n > 2. Protoze ay = 1 = 2272,
dostaneme snadno matematickou indukci, e pro kazdé n > 2 je an = 2"~ 2. Konkrétné tedy
20032004 = 220032002,

Pozndmky k doglym Fefenim: Vétsina fesiteltt dokazovala a, = 2"~ 2 timto zptisobem: a; = 1,
as =1=2% a3 =2=2" a4 =4=22, ..., an =2""2 nebo takto: an = 2an_1 =22 -apn_o =
... =272 .4y, coz neni korektni matematicky dtikaz. MoZn4 vam piipad4, Ze FeSeni je vidét na
prvni pohled, ale u takto lehkého prikladu ofekdvame, Ze TeSeni napiSete poradné. Tj. napiSete,
7e pouzivate matematickou indukci, a napiSete prvni a druhou &ast indukce. Uloha se dala p&knd
resit i pomoci geometrické posloupnosti, avsak ti, ktefi ji pouzili, ¢asto prehlédli, Ze posloupnost
je geometrickd az od druhého ¢lenu.

2. loha (71, 39, 1,00, 2,0)
Necht a1 = é apron>1jean =an—1+ m Dokazte, Ze pro kazdé prirozené Cislo n
jean < %.

Pokud si spo¢itdme nékolik prvnich ¢lend posloupnosti, miize nds napadnout, Ze by mohlo

platit an, = 7 — m Méme-li takovéto podezieni, je snadné jej dokazat indukci. Pro

n = 1 vztah plati, a1 =

Necht tvrzeni plati pro n = k — 1, dokdZeme jej

1 _ 1 1
6 — 4  200+D)(1+2)"

pron = k.
1

1 1 1
U=t T k1) 4 2k(k+1) Rk D(k12)

(k+2)—2
2%k + 1)(k + 2)

k 1 1

1
T %+ )(k+2) 4 2kt L(k+2)

1

T4
Protoze m je kladné pro vSechna n prirozend, dokazali jsme téZ platnost tvrzeni ze
zaddni.

Poznamky k doslym reSenim: Asi polovina FeSiteld pouze vyzkousela nékolik prvnich ¢lent. To
v zadném pi¥ipadé nelze povaZovat za diikaz. Ostatni bud né&jak ,uhodli“ vzorec pro ¢istecny
soucet a korektné ho dokdzali matematickou indukci, nebo vyraz rozlozili na parcidlni zlomky,
které se od sebe vzajemné odecetly.

3. dloha (52, 34, 1,00, 3,0)
Rozhodnéte, zda pro kazdé prirozené Cislo n existuje posloupnost prvocisel {pi}?zl spliiujici
rekurentni formuli p; = p1 -p2 -+ -pi—1 + 1 pro 2 < i < n (druhy &len je nezdvisly na prvnim!) .
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Budeme dokazovat, Ze pro n > 5 takova posloupnost neexistuje. Pro spor predpoklddejme, Ze
takova posloupnost existuje. Nejprve si v§imnéme, Ze jedno z prvocisel p1, p2 je sudé, kdyby totiz
byla obé lichd, potom p3 = p1p2+1, tedy p3 je sudé a vétsi nez 10 (p1, p2 > 3), coz je spor, nebot
jediné sudé prvocislo je 2. Tedy p1 = 2 nebo ps = 2. VSimnéme si, Ze pokud zaménime hodnoty
p1 a p2, nebude rekurentni vztah poruSen, miZeme tedy bez jmy na obecnosti predpoklddat,
ze p1 = 2. Nyni rozeberme, jaky zbytek déva ps pri déleni tfemi.

i) p2 = 3k. Potom je nutné p» = 3, nebot se jednd o prvodislo. Déle pak p3 = pip2+1=3-2+1 =
7, pa=pip2p3+1=7-3-241=43 aps =p1pap3pa+1=43-7-6-241=1807 =13 -139,
tedy ps neni prvocislo, spor.

ii) po = 3k + 1. Potom p3 = pipo +1 =23k + 1) +1 = 3(2k + 1), tedy p3 je dé&litelné t¥emi,
av8ak p3 = pip2 +1> 22+ 1 =5, tudiz psg # 3, coz je spor s tim, Ze se jedna o prvocislo.

iii) p» = 3k +2. Potom ps = p1pa+1 =2(3k+2)+1 = 6k+5, psa = pip2ps+1 = 2(3k +2)(6k +
5) + 1 = 3(12k2 4 18k + 7), tedy pa je délitelné ti¥emi, aviak ps = p1paps +1>2-2-24+1=7,
tedy pa # 3, coZ je spor s tim, Ze se jednad o prvocislo.

4. tloha (56, 44, 3,00, 4,0)
Necht posloupnost {an }5—; je déna pfedpisem a1 = 56, ant1 = an — i Ukazte, Ze an, < 0 pro
né€jaké 0 < n < 2003.

Ulohu dokazeme sporem. Piedpoklddejme tedy, #e an > 0 pro n € {1,...,2002}. Nejprve

ukdZzeme, Ze neni mo7né a, = 0. Necht pro spor a, = 0, potom 0 = ap_1 — T ¢ehoz
e

s prihlédnutim k a,—1 > 0 dostavame an,—1 = 1. Potom ale 1 = ap_2 — po vynasobeni

)
an—2

an—2 a vyfeSeni kvadratické rovnice dostdvame (opét kviili pfedpokladu) an—2 = 1+2\/g. Ovsem
nyni si v8imn&me, Ze pokud je ¢len posloupnosti raciondlni (nenulové) &islo, je nasledujici ¢len
téz raciondlni. ProtoZe a; je raciondlni, nedostaneme se nikdy k iraciondlnimu ¢&islu, a tudiz ani
k nule (dva kroky pfed ni by muselo byt iracionélni &islo).

Jsme tedy nyni v situaci, kdy predpokladdme, Ze pro 0 < n < 2003 je an, > 0. VSimnéme

si, Ze naSe posloupnost je klesajici (ode¢itdme kladn &isla), tedy pro m > n je am < an a téz
1

1
ar < an.Proto

1 1 1 1

ag=a3—- —<a - ——-—=a—-2—,
a2 al al al
1 1 1 1

ag =a3— —<ay —2— — — =a1 —3—,
as ai a ai

obecné takto dostaneme proi > 2 a; < a1 —(i—1) i To ndm umozni odhad agg7 < a1 7896i =

56 — % = 40. PouZijeme-li podobné tivahy znovu (zalneme u obecného &lenu a, misto u a1),
dostaneme postupné

1 600
a1497 < aggyr — 600—— < 40 — — = 25,
asor 40
375
a1g72 < ai497 — 375 <25 - — =10,
a1497 25
100
a1972 < aig7r2 — 100 <10 - — =0.
a1872 10

To ovSem neni mozné, predpokladali jsme totiz, Ze a1g72 > 0, dostali jsme tak spor a nutné pro
néjaké i < 2003 musi byt a; < 0.

iii
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Pozndmky k doSlym FeSenim: VétSina reSitelt této tlohy zapomnéla diskutovat ptipad a, = 0,
jinak FeSeni sledovala myS$lenku totoZnou s ideou vzorového TeSeni.

5. tloha (43, 39, 4,00, 5,0)
Posloupnost {G}22, je definovana takto: Go = 0, G1 = 0, Go = 1 apron > 3 je G, =

n=0
Gp-1 + Gp—2 + Gp—3. Pro n > 0 oznatme a, = G%. Dokazte, Ze pro vSechna n > 6 plati
an =20p—1+ 3an—2 + 6an_3 — Gn—4 — an_6-

Méjme n > 6. Pro 4,j > 0 oznaéme b;; = Gn_;Gp_; (= bj;). V nésledujicich tpravich
vyuzijeme vztahy
bij = bit1,j +biva; +biva;,
bi; = biy1,i41 +biyoite +big3 itz +2bi11i12 + 204143 + 2big2,i43,
které plati pro kazdé 0 << <m—3 a j > 0 a plynou z rekurentniho vztahu ze zadani. Plati tedy
an = boo = b11 + 2b12 + 2b13 + baa + 2b23 + b33.
Pri¢tenim rovnosti
0 =b11 — b2a — 2b23 — 2b2g — b33z — 2b34 — bay,
0 = —2b12 + 2b22 + 2b23 + 2b24,
0 = —2b13 + 2b23 + 2b33 + 2b34
ziskdme
boo = 2b11 + 2b22 + 4baz + 2b33 — bag.

(Tim jsme dostali koeficient 2 u ¢lenu b11 a nahradili jsme vSechny ostatni ¢leny, které mély
jeden z indexti roven 1.) Podobn& pokrafujeme pfi¢tenim rovnosti

0 = ba2 — b33 — 2b3g — 2b35 — bag — 2bg5 — bss5,
0 = —4ba3 + 4b33 + 4b3s + 4b3s

a dostaneme
boo = 2b11 + 3ba2 + 5b3z + 2b34 + 2b35 — 2bg4 — 2b45 — bss.

Nakonec pri¢teme

0 = b33 — baga — 2bsas — 2bss — bs5 — 2bs6 — bes,

0 = —2b3q + 2baq + 2byg5 + 2bss,

0 = —2b3s + 2bas + 2bs5 + 2bse
a dostaneme rovnost

boo = 2b11 + 3ba2 + 6b33 — baa — bes,

kterou jsme chtéli dokézat.
Pozndmky k doSlym feSenim: Témér vSichni TeSitelé tlohu upoditali ,hrubou silou“. Nékteri
v8ak zapomnéli na to, Ze nerovnost plati pro n > 6, a tvrdili, Ze je splnéna pro n pfirozené.

Neékolik reSitelt pii dpravach zaSlo i do odmocnin, kde vS8ak bylo tf¥eba dokizat, Ze pouZzité
apravy jsou ekvivalentni.

iv
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6. tloha (27, 19, 3,00, 5,0)
Necht posloupnost {ax }ro; spliiuje ant+1 = an + f(an), kde f(m) znali soulin cifer &isla m. Je
posloupnost omezené pro vSechna a; prirozend?

Odpovéd zni ano. Pfedpoklddejme pro spor, Ze tomu tak neni, méjme tedy takové a; p¥irozené,
7e posloupnost neni omezend. Ciferny soucin je nezdporny, posloupnost je tedy neklesajici. Pokud
by ciferny soulin né&jakého €lenu byl nulovy (coZ nastdvd v piipadé, kdy se v zdpisu tohoto
Elenu vyskytuje nula), byla by posloupnost od tohoto ¢lenu konstantni, a tudiz omezend, je
proto posloupnost nutné rostouci. To také znamend, Ze zadny ¢len ve svém zapise neobsahuje
nulu. Zajimejme se o situace, kdy posloupnost ,preskakuje fady“, to znamend, kdy jeden ¢len
posloupnosti je mensi nez 10 a dal$i ¢len je v&t¥i neZ 10%, tedy ¢len a,, je nejvyse 99...9 a an+1

k
je alesponi 11...1 (jinak by se v ném vyskytovala nula). Musi byt proto a,+1 — an > 10k-1,
E+1
zdroveil je v8ak an4+1 — an = f(an) < 9k . Pokud by byla posloupnost neomezend, muselo by pro

vBechna k piirozena platit 10k—! < 9% to si miZeme piepsat na < 9. OvS8em na levé
strané€ mame ¢len geometrické posloupnosti, kterd roste nade vSechny meze, od jistého £ budou
tedy Cleny v&tsi nez 9 (prvni takové k je 22). Tim jsme dostali spor s pfedpokladem, Ze se ndm
pii ,preskocich Fadi“ v posloupnosti nevyskytne ¢len s nulou v desitkovém zéapise, takovy ¢len
se proto vyskytne, posloupnost je od tohoto ¢lenu konstantni a celkové je tedy omezend.

()

7. Gloha (35, 11, 1,00, 1,0)
Posloupnost {an},.; je zaddna nasledovné: a1 = a2 = 1, an = @a,,_; + @n—a,_, Pron > 3.
Uréete hodnotu a, pron = 2% ke N.

Oznalme by, = an—1, cp = N — an—1 pro n > 3 (plati tedy an = ap, + ac, ). Spo&itdme
nékolik prvnich hodnot téchto posloupnosti: a3 = aqy + @30, = a1 +a2 =14+1 =2, a4 =
Gaz +04—a3 =02 +a2 =2,b3=a2=1,by =a3 =2,c3 =3—a2=2,cq4 =4—a3 =2. Nejprve
dokazeme indukci toto tvrzeni:

Tvrzeni. (x) Prokazdé n € Nplati1 < a; <a2 <---<ap <m,pron >2apn <an—1+1apro
n>4bp—1 <bp <bp_1+lacp—1<cn <cp-1+1

Vime, Ze () plati pro n < 4. Predpokladejme, Ze (*) plati pro n = k > 4 a dokaZme, Ze plati
pron = k+1. Z nerovnosti ar_1 < ag plyne by, < bp 1 acpp1 =k+1—ap < k+l—ap_1 =cp+1,
z nerovnosti ap < ap_1 +1plyne bpy1 <bp+lac, =k—ar_1 <k—ap+1=cry1. Cisla
b1, i1 jsou ob& mensi nez k + 1, takze plati ap, < A,y A Gy < Gcyy 4> €OZ po secteni dévd
ap < apy1- Pokud bpi1 = by, pak cpp1 = cp + 1, ap, = Abgpq @ Gejyq = leg+1 < ag, + 1.
V opatném piipadé€ byy1 = by + 1, Cpq1 = Ck, Qep, = Gcpyq @ Ay = Gby 41 < ap, + 1.V obou
piipadech tedy dostaneme apy1 < ap +1 < k+ 1, ¢imZ je indukéni krok dokoncen.

Pro n > 2 ozna¢me d, = an — ap—1. Vime jiz, Ze d, miZe nabyvat pouze hodnot 0 a 1,
d2 =0,d3 =1 ads =0. Nyni dokdZeme (opé&t indukci) nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni. (xx) Pro kazdé n > 1 je v posloupnosti don 41,dan 42, ..., dgn+1 pravé 2"~1 nula 271
jedniek, p¥item# dyni1 = 0 @ azn = 2771

Vime, Ze (xx) plati pro n = 1. Pfedpoklddejme, Ze plati pro n&jaké n = k > 1. Ihned dostdvame
Qok+1 = Aok + d2k+1 + d2k+2 + -4 d2k+1 = 2k71 -+ 2k71 = 2k A Qok+1_ ] = Gok+1 — d2k+1 =
Qok41 = 2k a tedy bok4+1 = 2k, Cokt1 = 2k, bok4141 = 2k Cokt141 = 2k 4 1. Jiz diive jsme
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dokazali, ze pro kazdé m > 4 plati pravé jedna z téchto dvou moznosti:
bm =bm—1+1acm =cm-1, (Bm)

bm =bm—1 acm =cm—1+ 1. (Cm)
Specidlné vime, Ze nastavd Cort14-

Pokud pro né&jaké m > 4 nastdvd Bp a navic dp,, = 1, pak am = ap,, + Gc,, = ap,,,—1 +
1+ aec, = ap, , +1+ac,,_; = am-1 + 1. Pokud nastdvd Cp, a zdroven d.,, = 1, pak
am = ap,, +ac,,—1+1=ap, | +ac,_, +1=ap, +a,—1+ 1. V obou té&hto piipadech
plati dm =1 a bjp+1 = am = @m—1 + 1 = by, + 1, tedy nastavd situace By,+1. Pokud nastava
By, a zérovei dy,, = 0, pak am = ap,, —1 + ac,, = ap,. _, +tac,_; =am-1. Pokud nastava C,,
a zéroveh dc,, = 0, pak am = ap,, +@c,,—1 = ap,,_; +0ac,,_; = @m—1. V téchto dvou piipadech
tedy plati dy, = 0 a nastavd Cp,41.

7 toho plyne, Ze pro kazda dvé pfirozend Cisla ma > mi1 > 4, pro kterd plati By, , dbm1 =0,
B, dbm2 = 0, musi existovat m3 € (m1;ms), pro které nastavd Cp,; a de,,, = 1. Podobng
pokud plati Cm,, dp,,,, = 1, Cmy, dp,,, = 1, pak musi existovat ms € (m1;ma), pro které
nastavd B, a dcm3 =0.

7 toho dale plyne, 7e pro kazdé m € <2k+1 + 1; 2k+2) je rozdil po¢tu jedni¢ek v posloupnosti
D¢, = (dc2k+1+1,...,dcm) a po¢tu nul v posloupnosti DY, = (db2k+1+1,...,dbm) roven 0
nebo 1. (S rostoucim m se postupné st¥idaji ptipady, kdy v prvni posloupnosti pfibude 1 a kdy
ve druhé posloupnosti pt¥ibude 0.) Nyni jiz dokdZeme, Ze bort2 = Corqo = 2k+1. Necht m je
nejmensi takové, Ze by, = 25+ nebo ¢, = 2511, Z indukéniho predpokladu vime, Ze dgr+1 = 0.
Pokud je b, < cm = 2FF! (nastala situace Cy,), pak posloupnost D obsahuje stejny pocet
nul jako posloupnost D¢, jednicek. Z piedpokladu vime, Ze D, mé pravé 2k=1 jednitek, tedy
posloupnost D%, musi obsahovat prvek dyit1, coZ je spor s volbou m. Je tedy cm < by, = 281,
V posloupnosti Df, je tedy pravé 2k=1 jednitek (a méné nez ok—1 nul). Nastala situace B,
dp,, = 0, dile tedy nastdvd Cpm41 a de,,y =0, Cpq2 ade, s =0, ..., Coryz a d02k+2 =0,
tedy plati b2k+2 = 2k+1 a 62k+2 = 2k+1, z ¢ehoz plyne 02k+2 = 02k+1 +02k+1 = 2k +2k = 2k+1.
Z toho jiz je také vidét, Ze v posloupnosti dykt1yq,...,dokt+2 je pravé 2k nul a 2% jednicek.
A konelné dox+2 = Qor+2 —Gort2_q = 2k+1 TQbypyn T leopta_y = 2k+1 TOgk+1 —0Qcypyo—1 =
ok+1 _ ok _ Qok+1_1 = ok _ Gyk+1 + dyr+1 = 0. Tim je indukéni krok dokoncen.

Odpovéd tedy zni: Pro n = 2%,k € N, je an, =2F~1.

Poznamky k doglym Fefenim: ReSitele této tlohy bych rozdé&lil na dvé skupiny — ty, co vysledek
uhodli, a ty, co se ho i pokusili dokdzat. Podle nékolika prvnich spravné vypoctenych cleni
posloupnosti nebylo obtizné odhadnout vysledek. Za spravny odhad jsem déaval jeden bod. Nékteri
FeSitelé se zapomnéli presvédcit, Ze posloupnost opravdu existuje (tj. Zze 0 < an < n). Nejlepsi
feSeni méli Franta Konopecky a Daniel Petrik.

8. tiloha (9, 2, 1,00, 0,0)
Posloupnost {a,}52; je zaddna rekurentné: ag = a1 = 1, (n + 1)any1 = (2n + 1)an + 3nan—1.
Dokazte, Ze vSechny ¢leny posloupnosti jsou celd &isla.

Podle Daniela Petrika. Oznacme

L5 ny (2j L5 n!
b":; (2j)(j) :jzom'
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Matematickou indukci dokdZeme, Ze a, = by,.

Jests si uvédomme nékteré rovnosti (viechny dostaneme z volby b, pouze posouvanim indexti
a oblas priditdnim nuly).

=R
bn+17 J;O Wﬂ(n+l)

L=

ng1 |
(n—1)! )
e -2 1).
; Pz A

L5+ L3

_ (n—1)! _ (n—1)! . .
bp—1 = ];0 W* Z .—.!(”*2])(”72‘74“1)'

=] \ [=3] \
bp—1 = Z (n— 1)t Z L))JQ.

j=1 ((]_1))(n_23+1 (n—25+1)!

Nyni snadno spocitame, Ze bgp = 1 = ag, by = 1 = a1. Déle za predpokladu, Ze rovnost plati pro
mensi n, dokdZeme, Ze bp41 = ap+1 pro n > 1. Totiz

(n+1ant1 = (2n + 1)an + 3napn—1 = (2n + 1)byn + 3nbp—1 = (2n + 1)by + 4nbp—1 — nbp—1 =

Z %J)Jrl) (20 + Dn(n =25 +1) +4nj” —n(n - 2j)(n - 2j + 1)) =

< (n—1)! 1 1L (n—1)! 1) = 1)b
; Tﬁl) n(n + ) (n+ ; THU”(HJF )=+ Dbpy1.

13 .
Po vydé&leni n+ 1 dostaneme poZadovanou rovnost. Odtud je pak u# ziejmé, Ze an = (2’;) (2,])
je celé ¢islo.
Poznamka. Pro zajimavost dodejme, Ze z dokdzaného vztahu mezi posloupnostmi a, a b, neni
t87ké si uvédomit, %e a, je koeficient u ™ ve vyrazu (z2 + x + 1)". Dal§i moZnou interpretaci
je, ze an je pocCet posloupnosti nul, jedni¢ek a minus jednicek délky n, jejichz soucet je nula.

Pozndmky k do$lym feSenim: Spravnd Fefeni dosla dvé. Reseni od Daniela Petrika si vyslouZilo
jeden imaginarni bod a bylo pouzito jako vzorové. Sasa Kazda se spoustou uprav také dopracoval
ke kyzenému cili. Ostatni FeSeni neukazovala ani ndznak spravného postupu. Jednou z chyb byl
napiiklad diikaz indukci, ktery dokazoval tvrzeni pro n a vyuzival indukéniho predpokladu pro
n + 1. Korektni diikaz indukci vyuziva indukéniho predpokladu pro n — 1 a mensi hodnoty.
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