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ya
4. série
Téma: Svét za zrcadlem

Termin odeslani: 6. LEDNA 2003

1. 0LOHA (3 BODY)
Palindromem rozuméjme takové prirozené ¢islo, které se ve svém desitkovém zapisu ¢te zepredu
i zezadu stejné (tedy napf. 1, 2002, 2002002). Zjistéte, pro kterd p¥irozend m, n, m < n existuji
palindromy délek m a n takové, ze palindrom délky n je délitelny palindromem délky m.

2. ULOHA (3 BODY)
Urcete, kolik rovin symetrie mé krychle.

3. ULOHA (3 BODY)
Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC, ozname S stifed kruZnice jemu opsané. Déle ozna¢me S 4,
Sp, Sc obrazy bodu S v zrcadleni (osové soumérnosti) podle pfimek BC, C A, AB. Dokazte, Ze
trojuhelnik S4SpSc je ostrouhly.

4. ULOHA (5 BODU)
Alenka stoji na Sachovnici o rozmérech 2002 x 2002, jejiz poli¢ka jsou néjak obarvena Cernou
a bilou barvou. Ve stfedu se nachazi bodové invertujici zrcadlo, policka soumérna podle stiedu
maji proto opacnou barvu. Navic si Alenka spocitala, Ze vezme-li libovolny Fadek ¢&i sloupec,
poéty Cernych a bilych poli¢ek se vzdy rovnaji. Je Alenka bystra po¢tarka, nebo se prepocitala?

5. ULOHA (5 BODU)
V roviné je dan kartézsky systém soutadnic a podél pfimky x = 0 je umisténo invertujici zrcadlo.
Body roviny jsou obarveny erné nebo bile (a nijak jinak) tak, Ze body [z,y] a [—z,y] maji
opacnou barvu. Zjistéte, zda miZe existovat vektor rtznobé&zny se zrcadlem takovy, Ze pokud
posuneme libovolny bod A o tento vektor na bod B a pokud A ani B neni bodem zrcadla, potom
A i B maji stejnou barvu.

6. ULOHA (5 BODU)
Je dan ostroahly trojuhelnik ABC. Sestrojte trojuhelnik K LM takovy, ze K € BC, L € CA,
M € AB a trojuhelnik K LM mé minimdlni obvod.

7.0LOHA (5 BODU)
Na mnoziné ptirozenych Cisel je definoviana funkce f nésledujicim zptsobem:

f) =1, f(3)=3, f(2n)= f(n),
fn+1) =2f2n+1)— f(n), f(4n+3)=3f(2n+1)— 2f(n)
pro kazdé p¥irozené m. Urdete polet pFirozenych ¢&isel n nepfevysujicich 2002, pro néz f(n) = n.

8. ULOHA (5 BODU)
Nad stranami trojihelniku ABC sestrojme obdélniky ABB1 A1, BCC1Ba a CAA2C>. Dokazte,
7e osy UseCek A1 Az, B1 B2 a C1C> se protinaji v témze bodé.
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Reseni 4. série

1. dloha

Palindromem rozuméjme takové prirozené ¢islo, které se ve svém desitkovém zapisu ¢te zepredu
i zezadu stejné (tedy napf. 1, 2002, 2002002). Zjistéte, pro kterd p¥irozend m, n, m < n existuji
palindromy délek m a n takové, ze palindrom délky n je délitelny palindromem délky m.

Uloha je velmi jednoducha, sta&i pro libovolnd m, n, m < n najit vhodné palindromy.
Volme napiiklad palindrom délky m jako py, = 11---1 a palindrom délky n jako p, =

m
(10"~ + 1) pp,. Odtud je zfejmé, Ze py, déli p,. Navic p., je palindrom délky m. Stadéi tedy
ovéfit, Ze pn je palindrom délky n. p, = (10"~ +1)py, = 11---100---0411---1. Budeme-li
———— N —
m n—m m

tato dvé Cisla sc¢itat pod sebou, budeme s¢itat pouze jednicky a nuly, tedy dostaneme nejvys
dvojky, a tak nebudeme piesahovat fady. Tedy pp mé délku n. Nyni si uz sta¢i uvédomit, Ze je

alindrom, ov8em ¢islo 11---1 je pozpatku ¢islo 11---100-- -0, tedy kdyz nebudeme pii s¢itani
p Je pozp > Yy kdy: p

m m n—m

preskakovat fady, dostaneme stejny vysledek, at tato ¢isla budeme séitat odpiedu i odzadu, tedy
palindrom.

Poznamky k dodlym feSenim: Uloha byla velmi jednoduché a navic jsem se ji rozhodl hodnotit
mirné, tedy témér vSichni dostali 3 body. VSechna spriavné teSeni byla podobna autorskému,
a tak jsem zadné kladné imagindrni body nerozdéaval.

2. tloha
Urcete, kolik rovin symetrie mé krychle.

Nejprve roviny najdeme, pak ukdZeme, Ze jsme na Zzddnou nezapomnéli.

Prvni t¥i roviny, které najdeme, budou roviny prochézejici stfedem krychle, které jsou rov-
nobé&zné s nékterou ze stén krychle (tyto roviny jsou t¥i, nebot krychle obsahuje tfi dvojice
rovnovnob&znych stén).

Dalgich Sest rovin urfeme dvojicemi protilehlych hran krychle (krychle mé 6 dvojic protileh-
Iych hran).

Je velmi snadné nahlédnout, Ze v8ech t&chto 9 (riznych) rovin jsou rovinami symetrie krychle.
Nyni zbyva dokizat, Ze jsme na zadnou rovinu nezapomnéli.

Oznafme p néjakou rovinu symetrie. Rozli§me dva piipady:

(a) Existuje sténa « krychle, se kterou je p rovnobé&Zna. ProtoZe je sténa « rovnob&Zna se sobé
protilehlou sténou o’ a Zadnou jinou, musi rovina p zobrazovat sténu « na o/ (sténa se musi
opét zobrazit na sténu, protoZe je a rovnobézna s p, musi se zobrazit na sténu rovnobé&znou,
ale nesmi se zobrazit na sebe sama, jinak by se o/ nemé&la kam zobrazit), coz znamend, ze
p prochézi stfedem krychle. Tedy p se nachdzi mezi prvnimi tFfemi rovinami, ¢im jsme na ni
nezapomnéli.

(b) S Zadnou ze stén krychle neni p rovnob&Znéd. V krychli najdeme trojici navzdjem kolmych
stén, tedy alespon na jednu z téchto stén neni p kolma, ozna¢me takovou sténu 5. p a 8 jsou
riznobé&zné, tedy se protinaji v pfimce p, navic nejsou ani kolmé, tedy 8 se v symetrii podle p
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zobrazi na sténu v # 3, specidlné p € p, tedy p se zobrazi na sebe, a tak p € 7. To znamena,
Ze roviny (urcené) B a y maji spoletnou p¥imku p, kterd je nutné hranou krychle (v # ). p
je osa téchto stén, coz je pravé rovina urfend hranou lezici na primce p a hranou protilehlou.
Tedy ani v tomto pfipadé jsme na p nezapomnéli.

Pozndmky k doSlym feSenim: Témér zadné z doslych FeSeni nebylo Gplné spravné. Jejich autori
se s oblibou dopoustéli malych podvodi, nekorektnosti a jinych osklivosti. My8lenku z vzorového
feSeni nepouzil nikdo, mnozi z vas pouze vyjmenovali nékolik rovin symetrie, spocitali je a pro-
hlésili, ze jich je tolik a tolik. Tim ale pochopitelné nedokdzali, Ze jich nemuze byt vic! To, Ze jste
jich vic nenasli, viibec nic neznamend, bylo by to jako tvrdit: ,Nemtzu najit svou penézenku,
asi neexistuje.“

Pokusy o diikaz se opiraly nej¢astéji o poCet os symetrie ¢tverce a souvislost s rovinami
symetrie krychle nebo o rozbor moZnosti, kam se mohou zobrazit dva pevné zvolené body.

3.1tloha

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC, ozname S stifed kruZnice jemu opsané. Déle ozna¢me S 4,
Sp, Sc obrazy bodu S v zrcadleni (osové soumérnosti) podle pfimek BC, C A, AB. Dokazte, Ze
trojuhelnik S4SpSc je ostrouhly.

Oznaéme Spc, Sca, Sap po Fadé stfedy stran BC, CA, AB. Stfed kruZnice opsané lezi
na ose useCky BC (ta prochdzi bodem Sp¢), protoZe je kolmd na stranu, lezi na ni i bod S4.
Vzhledem k tomu, Ze Sp¢ lezi také na BC, ose soumérnosti S a Sa, je Spc stfedem usecky
5SS 4. Obdobné je Sac stiedem SSp. Cili SgpcSac je stfedni piitka v trojuhelniku SS4Sg,
&m je |SaSg| = 2|SpcSac|. Nicméné SpoSac je stfedni pricka i v trojuhelniku ABC, odkud
|AB| = 2|SpcSac| =1SaSB|. Obdobné |BC| = |SpSc|, |AC| = |SaSc/|, &m jsou trojahelniky
ABC a S4SpSc shodné, a tak je trojuhelnik S4SpSc ostrothly.

Pozndmky k doglym fesenim: Uloha patrila obtiaZnostou medzi tie lahsie. Va&§ina rieseni sa
podobala vzorovému. U niektorych rieSitelov mi chybal obrazok.

4. tloha

Alenka stoji na Sachovnici o rozmérech 2002 x 2002, jejiz policka jsou néjak obarvena ¢ernou
a bilou barvou. Ve stfedu se nachazi bodové invertujici zrcadlo, policka soumérna podle st¥edu
maji proto opa¢nou barvu. Navic si Alenka spoditala, Ze vezme-li libovolny Fadek & sloupec,
pocty Cernych a bilych policek se vzdy rovnaji. Je Alenka bystrd poctaika, nebo se prepocitala?

Vsechny Alenéiny pfiznivce musime zklamat, Alenka se tentokrate pfepocitala. Zavedme si
soufadnicovy systém se stfedem ve stfedu Sachovnice, ta se ndm tak rozpadne na ¢tyti kvadranty
o rozmérech 1001 x 1001, kvadranty ozna¢me prvni az ¢tvrty, jak je bé&zné, pocet bilych poli¢ek
v i-tém kvadrantu oznafme b;, Cernych c;. Je b1 +c¢1 = 10012, tedy b1 # c1, BUNO ¢; > b;.
Podle toho, co si Alenka spocitala, musi platit ¢1 + c2 = b1 + b2 (secteni rovnosti pro jednotlivé
Fadky ,nad osou x“), tedy dostavame ca < ba. Déle ve stiedu je invertujici zrcadlo, proto ¢z = b1
a bs = c1, tudiz c3 < b3. Celkové dostdvame, Ze c2 4 ¢3 < ba + b3. Pokud by ale Alenka pocitala
spravné, tyto vyrazy by se musely rovnat. Vidime, Ze musela nékde udélat chybu.

Pozndmky k doSlym teSenim: Nejcastéj$i chybou bylo, Ze feSitelé zapomnéli na néjakou pod-
minku, kterou Alenka vypozorovala, a nasli tak obarveni, jez chybné prohlasili za spravné, obvykle
to bylo opomenuti ¢i §patnd interpretace invertujiciho zrcadla. Druhd skupina §patnych FeSeni

iii



DX}l Korespondenc¢ni seminar, KAM MFF UK, Malostranské ndmésti 25, 11800 Praha 1 X

se opirala o netrividlni tvrzeni, ktera jejich autor nedokazal, ¢asto ani neplatila. Spravné reSeni
pak byla vétsinou podobnd autorskému, origindlni postupy si vyslouzily imaginarni body.

5. tloha

V roviné je dan kartézsky systém souradnic a podél pfimky z = 0 je umisténo invertujici zrcadlo.
Body roviny jsou obarveny &ern& nebo bile (a nijak jinak) tak, Ze body [z,y] a [—z,y] maji
opacnou barvu. Zjistéte, zda miiZze existovat vektor rtiznobé&zny se zrcadlem takovy, Ze pokud
posuneme libovolny bod A o tento vektor na bod B a pokud A ani B neni bodem zrcadla, potom
A i B maji stejnou barvu.

Zde je potieba dodat, Ze body zrcadla neobarvujeme - takové body by totiz musely mit obé
barvy - omlouvdme se za jemnou nepiesnost v zadidni. Takové obarveni lze nalézt. Naptiklad
pokud &erné obarvime body [z,y] takové, Ze [z] + [y] je sudé pro x kladné, |z| + [y] je liché
pro z zaporné, ostatni body bile a budeme uvazovat vektor (1,1). Zde [z] zna&i horni celou ¢ast
&isla z, tj. nejmensi celé &islo, které je v&tsi rovno z, | z| znaéi dolni celou &ast &isla z, tj. nejvétsi
celé Cislo, které je mensi rovno z.

Nejprve ukdzeme, ze body [z,y] a [—z,y] maji opatnou barvu. MiZzeme predpoklét, Ze z > 0
(body s = 0 neobarvujeme, pro body s x < 0, provedeme tentyZ dikaz s —z).

Je-li [z, y] Cerny, potom je [z]+ [y] sudé. Déle si uvédomme, Ze &isla [z2] a |—z| maji stejnou
paritu (vlastnost byti sudy): je-li = celé, potom [z] = z, |—z] = —z a © a —x maji stejnou
paritu, je-li x = k + r (k celé, r € (0,1)), potom [z] = k+ 1, |-z = -k —1adislak+1
a —(k + 1) maji stejnou paritu. Tim ([z] + [y] je sudé) jei |—z| + [y] sudé, —z < 0, ¢im je bod
[—z,y] Cerny.

Je-li [z,y] bily, provedeme tentyz dikaz jako v pfedchozim odstavci, pouze zaménime sltivka
sudy, lichy a bily, &erny.

Nyni ukdZeme, Ze se posouvanim o vektor (1,1) barva neméni (pokud vzor ¢i obraz neni na
zrcadle).

Je-li [z,y], © < —1, potom pro [z + 1,y + 1] je (x + 1) < 0. Potom |z + 1| + [y + 1] =
lz] + 1+ [y] +1 = |&] + [y] + 2 (prvni Gpravu si rozmyslete z definice horni (resp. dolni) celé
tasti). Tedy |z + 1| + [y + 1] i || + [y] maji tutéZ paritu, tedy i barvu.

Je-li [z,y], x = —1, potom je [z + 1,y + 1] na zrcadle - tyto body nés tedy nezajimaji.

Je-li [z,y], x € (—1,0), potom pro [z + 1,y + 1] je (x + 1) > 0, pfesn&ji (x + 1) € (0,1). Tedy
je potfeba dokdzat, ze x| + [y] a [z + 1] + [y + 1] maji opacnou paritu: [z + 1]+ [y + 1] =
1+ [y]+1=-14[y]+3=|z] + [y] + 3, tedy maji opa¢nou paritu.

Je-li [z,y], £ = 0, potom je [z, y] na zrcadle - tyto body nés tedy nezajimaji.

Je-li [z,y], x > 0, potom pro [z + 1,y + 1] je (x + 1) > 0. Potom [z + 1] + [y + 1] =
[z] + 1+ [y] +1 = [z] + [y] +2 Tedy [z + 1] + [y + 17 i [z] + [y] maji tutéZ paritu, tedy
i barvu.

Tim je dokdzéno vSe, co bylo potieba.

6. tloha
Je dén ostroahly trojuhelnik ABC. Sestrojte trojuhelnik K LM takovy, ze K € BC, L € CA,
M € AB a trojuhelnik K LM mé minimdlni obvod.

Predstavme si, Ze mame néjaky takovy trojuhelnik KL M narysovany. Zobrazme bod K v zr-
cadleni (osové soumé&rnosti) podle AB na bod K’. Tim, Ze jsou tthly ABC i BAC ostré, protne

iv
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usecka usecku . Oznacme ejich prusecik. Je-1i , potom:
asecka K'L tsetku AB. Oznalme M’ jejich priisetik. Je-li M’ # M
|IKM|+ |ML| = |K'M|+ |ML| > |K'M'| + |M'L| = |[KM'| + |M'L|.

Pfi prvni a tfeti pravé jsme vyuzili zrcadleni podél AB, pfi druhé jsme vyuZili trojihelnikové
nerovnosti. Odtud plyne, Ze trojuhelnik K L M’ m4 mengi obvod nez K LM, a tak aby m8l AK LM
minimdlni obvod, musi M = M’ neboli |[<KM B| = |<LM A|. Z obdobnych dtvodi: |[<BK M|
|<CKL|, |<CLK| = |<ALM]|.

Ozname: @ = |<BAC|, f = |<ABC|, v = |<BCA|, § = |[<MKB| = |[<LKC|, ¢ =
\<KLC| = |<ALM]|, ¢ = |<AML| = |<NMK]|.
Potom:

()AALM : a+ e+ ¢ = 180°,
(2ABKM : B+ 6+ ¢ = 180°,
(3)ACKL : 7+ 6 + & = 180°,
(A)AABC : a+ B+ v = 180°,

M+@)—-B)—4): =27 +2¢=0°
e =",
M=-2)+B)-(4):e=5,
-H+@)+@)-(@:i=a

Uvédomme si, Ze tuto rovnost mize spliiovat nejvyse jedna trojice bodt K LM. Splhuji-li tuto
rovnost dvé trojice KLM a K'IL'M' (X a X' jsou na téZe strané AABC), miizeme BUNO (bez
ujmy na obecnosti) predpokladat, ze K # K’ (cyklickd zaménitelnost K, L, M, resp. K', L',
M), dale mizeme BUNO piedpokladat, %e |[BK| > |BK'| (symetrie K, K'). Potom (ABKM
a ABK'M’ jsou podobné, nebot maji shodné ahly) |[BM| > |BM’'|. Odtud |CK| < |CK'|,
|[AM| < |AM'|. Potom |CL| < |CL'|, |AL| < |AL'| (AAML a AAM'L’ jsou podobné a ACKL
a ACK'L' jsou podobné). Tedy |AC| = |AL|+ |CL| < |AL'| + |CL'| = |AC], spor.

V zavéru oznalme Pj, Pp, Pc paty vySek spusténych z bodi A, B, C na protilehlé strany
AABC. |<CBPg| = 90°—7~,déale body C, Pp, Pc a B lezi (v tomto pofadi) na Thaletové kruznici
nad primérem BC. Odtud podle véty o obvodovém thlu |[<CPgPg| = |<CBPg| = 90° — v,
a tak |<PpPcA| = . Obdobné se spocitaji i ostatni thly u P4, P, Pc, potom dostadvdme, Ze
prévé body Pa, P, Pc jsou hledanymi body K, L, M. Paty vySek je pak uz lehké zkonstruovat.
Tot v8e.

Pokud jste déavali pri TeSeni peclivé pozor, zajisté jste zjistili, Ze jsme se dopustili drobného
podvodu. Dokazali jsme, ze mé-li K LM minimdlni obvod, potom se nutné jednd o trojuhelnik
tvoreny patami vySek. Nicméné jsme nedokdazali, Ze trojihelnik s minimalnim obvodem existuje.
Pro ty, co znaji pojem spojité funkce a kompaktni mnoZziny, to lze vyfesit napiiklad tak, Ze
mnozina bodt K, L, M, K € BC, L € AC, M € AB (vfetn& kraji) je kompaktni, funkce
pfifazujici témto bodim obvod je spojitd a spojitd funkce na kompaktu nabyva svého minima.
Potom uZ jen stadi ovéfit, Ze toto minimum neni na krajich, tedy ze K, L, M # A, B, C.

Poznamky k doslym FeSenim: Rozhodl jsem se tlohu hodnotit pfisné. Strhéaval jsem 1 bod za
chybéjici konstrukci a jeden bod za chybéjici dikaz existence minima v pripadé, ze reSitel uka-
zal, Ze ke kazdému trojuhelniku kromé trojuhelnika tvofeného patami vysek existuje trojuhelnik
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s mensim obvodem, a usoudil z toho, Ze trojihelnik tvoreny patami vySek m4 nejmensi obvod.
Tomuto problému bylo mozné se vyhnout nalezenim minima pro pevné K (zrcadlenim K podle
AB a AC zjistime, e minimélnim obvodem je délka spojnice obrazti K1, K2) a nésledné mini-
malizovani vzdélenosti pfes K probihajici ise¢ku BC (s vyuZzitim faktu, Ze trojuhelniky K1 AK>
jsou si navzdjem podobné pro vSechna K).

7.1aloha
Na mnoziné pfirozenych ¢isel je definovdna funkce f nésledujicim zptsobem:

f) =1, f3)=3, f(2n)=f(n),

fAn+1) =2f2n+1)— f(n), f(4n+3)=3f(2n +1)— 2f(n)
pro kazdé p¥irozené m. Urdete polet pFirozenych ¢&isel n nepfevysujicich 2002, pro néz f(n) = n.

Pokud si napiSeme prvnich par ¢lent funkce, miize nds napadnout myslenka, Ze funkce pfi-
Fazuje &islu k &islo I, kdy v dvojkovém zdpise je Cislo | za zrcadlem (pozpatku) zapsané Cislo
k.

Nyni tuto myslenku dokdZeme. Pro zaldtek f(2) = f(2-1) = f(1). Dale dokdZeme tvrzeni
indukci podle k € N (v indukénim kroku p¥edpokldddme, Ze tvrzeni plati pro v8echna j € N, j <

(I) Pro k = 1,2, 3 tedy tvrzeni plati.

(IT) Pro k > 4 plati jedna z nésledujicich moZnosti:

1. k je sudé, potom k = 2n a f(k) = f(2n) = f(n). Zde je z indukéniho pfedpokladu f(n) &islo
n zapsané v dvojkové soustavé pozpdatku. JenzZe 2n je v dvojkovém zdpise Cislo n, na jehoz
konec je zapsand nula. NapiSeme-li 2n pozpatku, nula na zacatku nés nezajimé a dostaneme
&islo n pozpétku, tedy &islo f(n) = f(2n), coZ jsme chtéli dokdzat.

2. k je liché, k = 4n + 1. Potom f(k) = f(4n+1) = 2f(2n+ 1) — f(n). Zapi¥me n v dvojkovém
zépise jako:!

n=a1a2 -0z,

potom
k=4n+1=ajaz---a,01,

2n+1=aiaz2---az1.

Z indukéniho predpokladu:
f(n) =azaz—1---a,

f2n+1) =lagaz—1---a1,
2f(2n +1) =Tagag_1 - a10 = 2+ 4 2f(n),
fk) = fdn+1) =2f(2n + 1) — f(n) = 2°T! + f(n) = 10azaz_1 - - a1,

coz je to, co jsme chtéli dokéazat.
3. k jeliché, k = 4n+ 3. Potom f(k) = f(4n+3) = 3f(2n+ 1) —2f(n). ZapiSme n v dvojkovém
zéapise jako
n=a162 -Gz,

174pis T122--- T, znali, Ze cifry x1,x2,--- ,T) zapisujeme za sebe a tvoiime z nich &islo
v prislugné soustavé (v tomto pfipadé dvojkové). Tedy napf. pro a = b= 1,¢ = 0 je abc = 110.
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potom
k=4n+2 =aja2---az11,

2n+1 =ajas---azl.

7 indukéniho predpokladu:

f(n) =azaz—1---a1,
f@2n+1) =1lazag—1---a1,
2f(2n +1) =Tagag_1 - - a10 = 2+ 4 2f(n),

fk)=f(dn+3) =3f2n+1) —2f(n) =2+ + f(2n + 1) = Tlagaz—_1 - - a1,

coZ je to, co jsme chtéli dokézat.

Tedy ¢isla, pro kterd je f(n) = n, jsou palindromy ve dvojkové soustavé. Hledame jen ty, pro
které je n < 2002. Za timto ulelem si prevedme 2002 do dvojkové soustavy: 2002 = 1024+ 978 =
210 4 512 + 466 = 210 4 29 + 256 4 210 = 210 + 29 + 28 + 128 + 82 = 210 1 29 4 28 4+ 27
64+ 18 =210 429 1 98 1 97 1 96 1 1642 =210 1. 29 1 28 1 97 1 96 1 94 | 91 Tedy 2002 lze
v dvojkové soustavé napsat jako 11111010010. Palindromy délky mensi rovné deseti jsou vSechny
mensi nez 11111010010. Pfitom pro j € N je pofet palindromi (v dvojkové soustavé) délky
2j — 1 roven poétu palindromii délky 2j je 29 ~1. (Prvni cifra musi byt jednitka, pro nasledujicich
(j — 1) cifer madme pro kazdou dv& mozZnosti, jak ji zvolit. Zbyvajici cifry jsou jednozna¢né
uréeny z vlastnosti palindromu.) Tedy do délky 10 mame 20 4 20 + 21 4 21 4 22 1 22 4 23 |
23 4+ 24 4+ 24 = 62 monosti. Pro délku jedendct nemiZe byt prvnich p&t cifer jednicka (jinak
dostaneme ¢islo v&tsi rovné 11111011111 > 11111010010). Tim ndm vypadnou dva palindromy
11111011111 a 11111111111, Naopak, neni-li prvnich pét cifer jednicka, dostaneme ¢islo mensi
nez 11111000000 < 11111010010, tedy ostatni palindromy délky jedenact pozadovanou nerovnost
spliiuji, tedy pro délku jedenact vyhovuje 25 -2 = 30 palindromti. Pro délku vétsi rovnou dvanécti
jsou palindromy uz vétsi nez 11111010010. Tedy pocet hledanych hodnot je 92.

8. 1iloha
Nad stranami trojuihelniku ABC sestrojme obdélniky ABB; A1, BCC1 By a CAA3C>. DokaZte,
7e osy usefek Ay Az, B1Ba a C1C3 se protinaji v témze bodé.

Oznafme osy use¢ek BBa, AAs a AA; poFadé oa,0B,0c, jejich prisetiky Pa, Pg, P (Px ¢
ox). Tedy trojahelniky ABC a PjPpPc maji rovnob&Zné strany a ABC je uvniti Py PpPc.
Potom se APj4, m a m protinaji v témZe bodé S (uvniti¥ ABC) (kdyZ zvolime S jako
priise¢ik pfimek AP4, BPp, potom vyuZitim stejnolehlosti se stfedem v S lezi S i na CPg).
Ozna¢me déle S4, Sp, S po fadé obrazy bodu S v zrcadleni (osové soumérnosti) podél o4, op,
oc. Body Py, A», Sp leZi na téze primce, nebot jejich obrazy v zrcadleni podél op (totiZz body
Py, A, S) lezi na jedné pfimce. Podobné Py, A1, Sc lezi na téze pfimce. Vzhledem k tomu, Ze
|PaAs| = |PaA| = |PaAl|, |PaSe| = |PaS| = |PaSc|, jsou trojihelniky A1 A2Ps a ScSpPa
rovnoramenné, Cili A; AsSpSc je rovnoramenny lichobéZnik. TudiZ osy tsefek A;As a ScSp
splyvaji. Obdobné splyvajiiosy B1 B2 a ScSa ¢i C1C2 a SpSc. Tim jsou zkoumané osy shodné
s osami trojuhelniku S4.SpS¢, ¢ili se protinaji v jednom bodé.
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Pozndmky k doSlym reSenim: Zrcadlo v tloze nenasel bohuZel viibec nikdo. Z doslych reSeni se
mi nejvice libila myslenka posunout trojuhelniky AA1As, BB Ba, CC1Cy rovnobé&zné s osami
tak, aby splynuly posunuté body A, B, C. Potom priisetik os piesel v prisecik os stran troj-
Ghelniku, ktery vznikl ze zminovanych posunutych trojuhelnikd. Tady uZz si stacilo uvédomit,
7e body A, B, C lze posunout rovnobézné s osami do jednoho spole¢ného bodu, na coz stadila
sinovd véta. Za tuto mySlenku jsem udé€loval +i. Naopak za kartézsky systém soufadnic jsem

imaginarni bod(y) strhaval.
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