
A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A4. sérieTéma: Svìt za zr
adlemTermín odeslání: 6. ledna 20031. úloha (3 body)Palindromem rozumìjme takové pøirozené èíslo, které se ve svém desítkovém zápisu ète zepøedui zezadu stejnì (tedy napø. 1, 2002, 2002002). Zjistìte, pro která pøirozená m, n, m � n existujípalindromy délek m a n takové, ¾e palindrom délky n je dìlitelný palindromem délky m.2. úloha (3 body)Urèete, kolik rovin symetrie má kry
hle.3. úloha (3 body)Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC, oznaème S støed kru¾ni
e jemu opsané. Dále oznaème SA,SB , SC obrazy bodu S v zr
adlení (osové soumìrnosti) podle pøímek BC, CA, AB. Doka¾te, ¾etrojúhelník SASBSC je ostroúhlý.4. úloha (5 bodù)Alenka stojí na ¹a
hovni
i o rozmìre
h 2002 � 2002, její¾ políèka jsou nìjak obarvena èernoua bílou barvou. Ve støedu se na
hází bodové invertují
í zr
adlo, políèka soumìrná podle støedumají proto opaènou barvu. Naví
 si Alenka spoèítala, ¾e vezme-li libovolný øádek èi sloupe
,poèty èerný
h a bílý
h políèek se v¾dy rovnají. Je Alenka bystrá poètáøka, nebo se pøepoèítala?5. úloha (5 bodù)V rovinì je dán kartézský systém souøadni
 a podél pøímky x = 0 je umístìno invertují
í zr
adlo.Body roviny jsou obarveny èernì nebo bíle (a nijak jinak) tak, ¾e body [x; y℄ a [�x; y℄ majíopaènou barvu. Zjistìte, zda mù¾e existovat vektor rùznobì¾ný se zr
adlem takový, ¾e pokudposuneme libovolný bod A o tento vektor na bod B a pokud A ani B není bodem zr
adla, potomA i B mají stejnou barvu.6. úloha (5 bodù)Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC. Sestrojte trojúhelník KLM takový, ¾e K 2 BC, L 2 CA,M 2 AB a trojúhelník KLM má minimální obvod.7. úloha (5 bodù)Na mno¾inì pøirozený
h èísel je de�nována funk
e f následují
ím zpùsobem:f(1) = 1; f(3) = 3; f(2n) = f(n);f(4n + 1) = 2f(2n + 1)� f(n); f(4n+ 3) = 3f(2n + 1) � 2f(n)pro ka¾dé pøirozené n. Urèete poèet pøirozený
h èísel n nepøevy¹ují
í
h 2002, pro nì¾ f(n) = n.8. úloha (5 bodù)Nad stranami trojúhelníku ABC sestrojme obdélníky ABB1A1, BCC1B2 a CAA2C2. Doka¾te,¾e osy úseèek A1A2, B1B2 a C1C2 se protínají v tém¾e bodì.i



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AØe¹ení 4. série1. úlohaPalindromem rozumìjme takové pøirozené èíslo, které se ve svém desítkovém zápisu ète zepøedui zezadu stejnì (tedy napø. 1, 2002, 2002002). Zjistìte, pro která pøirozená m, n, m � n existujípalindromy délek m a n takové, ¾e palindrom délky n je dìlitelný palindromem délky m.Úloha je velmi jednodu
há, staèí pro libovolná m, n, m � n najít vhodné palindromy.Volme napøíklad palindrom délky m jako pm = 11 � � � 1| {z }m a palindrom délky n jako pn =(10n�m + 1) pm. Odtud je zøejmé, ¾e pm dìlí pn. Naví
 pm je palindrom délky m. Staèí tedyovìøit, ¾e pn je palindrom délky n. pn = (10n�m + 1) pm = 11 � � � 1| {z }m 00 � � � 0| {z }n�m +11 � � � 1| {z }m . Budeme-litato dvì èísla sèítat pod sebou, budeme sèítat pouze jednièky a nuly, tedy dostaneme nejvý¹dvojky, a tak nebudeme pøesahovat øády. Tedy pn má délku n. Nyní si u¾ staèí uvìdomit, ¾e jepalindrom, ov¹em èíslo 11 � � � 1| {z }m je pozpátku èíslo 11 � � � 1| {z }m 00 � � � 0| {z }n�m , tedy kdy¾ nebudeme pøi sèítánípøeskakovat øády, dostaneme stejný výsledek, a» tato èísla budeme sèítat odpøedu i odzadu, tedypalindrom.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Úloha byla velmi jednodu
há a naví
 jsem se ji rozhodl hodnotitmírnì, tedy témìø v¹i
hni dostali 3 body. V¹e
hna správná øe¹ení byla podobná autorskému,a tak jsem ¾ádné kladné imaginární body nerozdával.2. úlohaUrèete, kolik rovin symetrie má kry
hle.Nejprve roviny najdeme, pak uká¾eme, ¾e jsme na ¾ádnou nezapomnìli.První tøi roviny, které najdeme, budou roviny pro
házejí
í støedem kry
hle, které jsou rov-nobì¾né s nìkterou ze stìn kry
hle (tyto roviny jsou tøi, nebo» kry
hle obsahuje tøi dvoji
erovnovnobì¾ný
h stìn).Dal¹í
h ¹est rovin urèeme dvoji
emi protilehlý
h hran kry
hle (kry
hle má 6 dvoji
 protileh-lý
h hran).Je velmi snadné nahlédnout, ¾e v¹e
h tì
hto 9 (rùzný
h) rovin jsou rovinami symetrie kry
hle.Nyní zbývá dokázat, ¾e jsme na ¾ádnou rovinu nezapomnìli.Oznaème � nìjakou rovinu symetrie. Rozli¹me dva pøípady:(a) Existuje stìna � kry
hle, se kterou je � rovnobì¾ná. Proto¾e je stìna � rovnobì¾ná se sobìprotilehlou stìnou �0 a ¾ádnou jinou, musí rovina � zobrazovat stìnu � na �0 (stìna se musíopìt zobrazit na stìnu, proto¾e je � rovnobì¾ná s �, musí se zobrazit na stìnu rovnobì¾nou,ale nesmí se zobrazit na sebe sama, jinak by se �0 nemìla kam zobrazit), 
o¾ znamená, ¾e� pro
hází støedem kry
hle. Tedy � se na
hází mezi prvními tøemi rovinami, èím jsme na ninezapomnìli.(b) S ¾ádnou ze stìn kry
hle není � rovnobì¾ná. V kry
hli najdeme troji
i navzájem kolmý
hstìn, tedy alespoò na jednu z tì
hto stìn není � kolmá, oznaème takovou stìnu �. � a � jsourùznobì¾né, tedy se protínají v pøím
e p, naví
 nejsou ani kolmé, tedy � se v symetrii podle �ii
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 6= �, spe
iálnì p 2 �, tedy p se zobrazí na sebe, a tak p 2 
. To znamená,¾e roviny (urèené) � a 
 mají spoleènou pøímku p, která je nutnì hranou kry
hle (
 6= �). �je osa tì
hto stìn, 
o¾ je právì rovina urèená hranou le¾í
í na pøím
e p a hranou protilehlou.Tedy ani v tomto pøípadì jsme na � nezapomnìli.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Témìø ¾ádné z do¹lý
h øe¹ení nebylo úplnì správné. Jeji
h autoøise s oblibou dopou¹tìli malý
h podvodù, nekorektností a jiný
h o¹klivostí. My¹lenku z vzorovéhoøe¹ení nepou¾il nikdo, mnozí z vás pouze vyjmenovali nìkolik rovin symetrie, spoèítali je a pro-hlásili, ¾e ji
h je tolik a tolik. Tím ale po
hopitelnì nedokázali, ¾e ji
h nemù¾e být ví
! To, ¾e jsteji
h ví
 nena¹li, vùbe
 ni
 neznamená, bylo by to jako tvrdit: þNemù¾u najít svou penì¾enku,asi neexistuje.ÿPokusy o dùkaz se opíraly nejèastìji o poèet os symetrie ètver
e a souvislost s rovinamisymetrie kry
hle nebo o rozbor mo¾ností, kam se mohou zobrazit dva pevnì zvolené body.3. úlohaJe dán ostroúhlý trojúhelník ABC, oznaème S støed kru¾ni
e jemu opsané. Dále oznaème SA,SB , SC obrazy bodu S v zr
adlení (osové soumìrnosti) podle pøímek BC, CA, AB. Doka¾te, ¾etrojúhelník SASBSC je ostroúhlý.Oznaème SBC , SCA, SAB po øadì støedy stran BC, CA, AB. Støed kru¾ni
e opsané le¾ína ose úseèky BC (ta pro
hází bodem SBC), proto¾e je kolmá na stranu, le¾í na ní i bod SA.Vzhledem k tomu, ¾e SBC le¾í také na BC, ose soumìrnosti S a SA, je SBC støedem úseèkySSA. Obdobnì je SAC støedem SSB . Èili SBCSAC je støední pøíèka v trojúhelníku SSASB ,èím je jSASBj = 2jSBCSAC j. Ni
ménì SBCSAC je støední pøíèka i v trojúhelníku ABC, odkudjABj = 2jSBCSAC j = jSASB j. Obdobnì jBCj = jSBSC j, jACj = jSASC j, èím jsou trojúhelníkyABC a SASBSC shodné, a tak je trojúhelník SASBSC ostroúhlý.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Úloha patrila obtia¾nos»ou medzi tie µah¹ie. V�aè¹ina rie¹ení sapodobala vzorovému. U niektorý
h rie¹iteµov mi 
hýbal obrázok.4. úlohaAlenka stojí na ¹a
hovni
i o rozmìre
h 2002 � 2002, její¾ políèka jsou nìjak obarvena èernoua bílou barvou. Ve støedu se na
hází bodové invertují
í zr
adlo, políèka soumìrná podle støedumají proto opaènou barvu. Naví
 si Alenka spoèítala, ¾e vezme-li libovolný øádek èi sloupe
,poèty èerný
h a bílý
h políèek se v¾dy rovnají. Je Alenka bystrá poètáøka, nebo se pøepoèítala?V¹e
hny Alenèiny pøízniv
e musíme zklamat, Alenka se tentokráte pøepoèítala. Zaveïme sisouøadni
ový systém se støedem ve støedu ¹a
hovni
e, ta se nám tak rozpadne na ètyøi kvadrantyo rozmìre
h 1001 � 1001, kvadranty oznaème první a¾ ètvrtý, jak je bì¾né, poèet bílý
h políèekv i-tém kvadrantu oznaème bi, èerný
h 
i. Je b1 + 
1 = 10012, tedy b1 6= 
1, BÚNO 
1 > b1.Podle toho, 
o si Alenka spoèítala, musí platit 
1 + 
2 = b1 + b2 (seètení rovností pro jednotlivéøádky þnad osou xÿ), tedy dostáváme 
2 < b2. Dále ve støedu je invertují
í zr
adlo, proto 
3 = b1a b3 = 
1, tudí¾ 
3 < b3. Celkovì dostáváme, ¾e 
2 + 
3 < b2 + b3. Pokud by ale Alenka poèítalasprávnì, tyto výrazy by se musely rovnat. Vidíme, ¾e musela nìkde udìlat 
hybu.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Nejèastìj¹í 
hybou bylo, ¾e øe¹itelé zapomnìli na nìjakou pod-mínku, kterou Alenka vypozorovala, a na¹li tak obarvení, je¾ 
hybnì prohlásili za správné, obvykleto bylo opomenutí èi ¹patná interpreta
e invertují
ího zr
adla. Druhá skupina ¹patný
h øe¹eníiii
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h autor nedokázal, èasto ani neplatila. Správná øe¹enípak byla vìt¹inou podobná autorskému, originální postupy si vyslou¾ily imaginární body.5. úlohaV rovinì je dán kartézský systém souøadni
 a podél pøímky x = 0 je umístìno invertují
í zr
adlo.Body roviny jsou obarveny èernì nebo bíle (a nijak jinak) tak, ¾e body [x; y℄ a [�x; y℄ majíopaènou barvu. Zjistìte, zda mù¾e existovat vektor rùznobì¾ný se zr
adlem takový, ¾e pokudposuneme libovolný bod A o tento vektor na bod B a pokud A ani B není bodem zr
adla, potomA i B mají stejnou barvu.Zde je potøeba dodat, ¾e body zr
adla neobarvujeme - takové body by toti¾ musely mít obìbarvy - omlouváme se za jemnou nepøesnost v zadání. Takové obarvení lze nalézt. Napøíkladpokud èernì obarvíme body [x; y℄ takové, ¾e dxe + dye je sudé pro x kladné, bx
 + dye je li
hépro x záporné, ostatní body bíle a budeme uva¾ovat vektor (1; 1). Zde dze znaèí horní 
elou èástèísla z, tj. nejmen¹í 
elé èíslo, které je vìt¹í rovno z, bz
 znaèí dolní 
elou èást èísla z, tj. nejvìt¹í
elé èíslo, které je men¹í rovno z.Nejprve uká¾eme, ¾e body [x; y℄ a [�x; y℄ mají opaènou barvu. Mù¾eme pøedpoklát, ¾e x > 0(body s x = 0 neobarvujeme, pro body s x < 0, provedeme tentý¾ dùkaz s �x).Je-li [x; y℄ èerný, potom je dxe+dye sudé. Dále si uvìdomme, ¾e èísla dxe a b�x
 mají stejnouparitu (vlastnost býti sudý): je-li x 
elé, potom dxe = x, b�x
 = �x a x a �x mají stejnouparitu, je-li x = k + r (k 
elé, r 2 (0; 1)), potom dxe = k + 1, b�x
 = �k � 1 a èísla k + 1a �(k+1) mají stejnou paritu. Tím (dxe+ dye je sudé) je i b�x
+ dye sudé, �x < 0, èím je bod[�x; y℄ èerný.Je-li [x; y℄ bílý, provedeme tentý¾ dùkaz jako v pøed
hozím odstav
i, pouze zamìníme slùvkasudý, li
hý a bílý, èerný.Nyní uká¾eme, ¾e se posouváním o vektor (1; 1) barva nemìní (pokud vzor èi obraz není nazr
adle).Je-li [x; y℄, x < �1, potom pro [x + 1; y + 1℄ je (x + 1) < 0. Potom bx + 1
 + dy + 1e =bx
 + 1 + dye + 1 = bx
 + dye + 2 (první úpravu si rozmyslete z de�ni
e horní (resp. dolní) 
eléèásti). Tedy bx+ 1
+ dy + 1e i bx
+ dye mají tuté¾ paritu, tedy i barvu.Je-li [x; y℄, x = �1, potom je [x+ 1; y + 1℄ na zr
adle - tyto body nás tedy nezajímají.Je-li [x; y℄, x 2 (�1; 0), potom pro [x+ 1; y + 1℄ je (x+ 1) > 0, pøesnìji (x+ 1) 2 (0; 1). Tedyje potøeba dokázat, ¾e bx
 + dye a dx + 1e + dy + 1e mají opaènou paritu: dx + 1e + dy + 1e =1 + dye+ 1 = �1 + dye+ 3 = bx
+ dye + 3, tedy mají opaènou paritu.Je-li [x; y℄, x = 0, potom je [x; y℄ na zr
adle - tyto body nás tedy nezajímají.Je-li [x; y℄, x > 0, potom pro [x + 1; y + 1℄ je (x + 1) > 0. Potom dx + 1e + dy + 1e =dxe + 1 + dye + 1 = dxe + dye + 2 Tedy dx + 1e + dy + 1e i dxe + dye mají tuté¾ paritu, tedyi barvu.Tím je dokázáno v¹e, 
o bylo potøeba.6. úlohaJe dán ostroúhlý trojúhelník ABC. Sestrojte trojúhelník KLM takový, ¾e K 2 BC, L 2 CA,M 2 AB a trojúhelník KLM má minimální obvod.Pøedstavme si, ¾e máme nìjaký takový trojúhelník KLM narýsovaný. Zobrazme bod K v zr-
adlení (osové soumìrnosti) podle AB na bod K0. Tím, ¾e jsou úhly ABC i BAC ostré, protneiv
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h prùseèík. Je-li M 0 6= M , potom:jKM j+ jMLj = jK0M j+ jMLj > jK0M 0j+ jM 0Lj = jKM 0j+ jM 0Lj:Pøi první a tøetí úpravì jsme vyu¾ili zr
adlení podél AB, pøi druhé jsme vyu¾ili trojúhelníkovénerovnosti. Odtud plyne, ¾e trojúhelníkKLM 0 mámen¹í obvod ne¾ KLM , a tak aby mìl �KLMminimální obvod, musíM = M 0, neboli j^KMBj = j^LMAj. Z obdobný
h dùvodù: j^BKM j =j^CKLj, j^CLKj = j^ALM j.Oznaème: � = j^BACj, � = j^ABCj, 
 = j^BCAj, Æ = j^MKBj = j^LKCj, " =j^KLCj = j^ALM j, ' = j^AMLj = j^NMKj.Potom: (1)�ALM : �+ "+ ' = 180Æ;(2)�BKM : � + Æ + ' = 180Æ;(3)�CKL : 
 + Æ + " = 180Æ;(4)�ABC : �+ � + 
 = 180Æ;(1) + (2) � (3)� (4) : �2
 + 2' = 0Æ;' = 
;(1)� (2) + (3) � (4) : " = �;�(1) + (2) + (3) � (4) : Æ = �:Uvìdomme si, ¾e tuto rovnost mù¾e splòovat nejvý¹e jedna troji
e bodù KLM . Splòují-li tutorovnost dvì troji
e KLM a K0L0M 0 (X a X0 jsou na té¾e stranì �ABC), mù¾eme BÚNO (bezújmy na obe
nosti) pøedpokládat, ¾e K 6= K0 (
ykli
ká zamìnitelnost K, L, M , resp. K0, L0,M 0), dále mù¾eme BÚNO pøedpokládat, ¾e jBKj > jBK0j (symetrie K, K0). Potom (�BKMa �BK0M 0 jsou podobné, nebo» mají shodné úhly) jBM j > jBM 0j. Odtud jCKj < jCK0j,jAM j < jAM 0j. Potom jCLj < jCL0j, jALj < jAL0j (�AML a �AM 0L0 jsou podobné a �CKLa �CK0L0 jsou podobné). Tedy jACj = jALj+ jCLj < jAL0j+ jCL0j = jACj, spor.V závìru oznaème PA, PB , PC paty vý¹ek spu¹tìný
h z bodù A, B, C na protilehlé strany�ABC. j^CBPB j = 90Æ�
, dále body C, PB , PC a B le¾í (v tomto poøadí) na Thaletovì kru¾ni
inad prùmìrem BC. Odtud podle vìty o obvodovém úhlu j^CPCPB j = j^CBPB j = 90Æ � 
,a tak j^PBPCAj = 
. Obdobnì se spoèítají i ostatní úhly u PA, PB, PC , potom dostáváme, ¾eprávì body PA, PB , PC jsou hledanými body K, L,M . Paty vý¹ek je pak u¾ lehké zkonstruovat.To» v¹e.Pokud jste dávali pøi øe¹ení peèlivì pozor, zajisté jste zjistili, ¾e jsme se dopustili drobnéhopodvodu. Dokázali jsme, ¾e má-li KLM minimální obvod, potom se nutnì jedná o trojúhelníktvoøený patami vý¹ek. Ni
ménì jsme nedokázali, ¾e trojúhelník s minimálním obvodem existuje.Pro ty, 
o znají pojem spojité funk
e a kompaktní mno¾iny, to lze vyøe¹it napøíklad tak, ¾emno¾ina bodù K, L, M , K 2 BC, L 2 AC, M 2 AB (vèetnì krajù) je kompaktní, funk
epøiøazují
í tìmto bodùm obvod je spojitá a spojitá funk
e na kompaktu nabývá svého minima.Potom u¾ jen staèí ovìøit, ¾e toto minimum není na krají
h, tedy ¾e K, L, M 6= A, B, C.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Rozhodl jsem se úlohu hodnotit pøísnì. Strhával jsem 1 bod za
hybìjí
í konstruk
i a jeden bod za 
hybìjí
í dùkaz existen
e minima v pøípadì, ¾e øe¹itel uká-zal, ¾e ke ka¾dému trojúhelníku kromì trojúhelníka tvoøeného patami vý¹ek existuje trojúhelníkv



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 As men¹ím obvodem, a usoudil z toho, ¾e trojúhelník tvoøený patami vý¹ek má nejmen¹í obvod.Tomuto problému bylo mo¾né se vyhnout nalezením minima pro pevné K (zr
adlením K podleAB a AC zjistíme, ¾e minimálním obvodem je délka spojni
e obrazù K1, K2) a následné mini-malizování vzdálenosti pøes K probíhají
í úseèku BC (s vyu¾itím faktu, ¾e trojúhelníky K1AK2jsou si navzájem podobné pro v¹e
hna K).7. úlohaNa mno¾inì pøirozený
h èísel je de�nována funk
e f následují
ím zpùsobem:f(1) = 1; f(3) = 3; f(2n) = f(n);f(4n + 1) = 2f(2n + 1)� f(n); f(4n+ 3) = 3f(2n + 1) � 2f(n)pro ka¾dé pøirozené n. Urèete poèet pøirozený
h èísel n nepøevy¹ují
í
h 2002, pro nì¾ f(n) = n.Pokud si napí¹eme první
h pár èlenù funk
e, mù¾e nás napadnout my¹lenka, ¾e funk
e pøi-øazuje èíslu k èíslo l, kdy v dvojkovém zápise je èíslo l za zr
adlem (pozpátku) zapsané èíslok. Nyní tuto my¹lenku doká¾eme. Pro zaèátek f(2) = f(2 � 1) = f(1). Dále doká¾eme tvrzeníinduk
í podle k 2 N (v indukèním kroku pøedpokládáme, ¾e tvrzení platí pro v¹e
hna j 2 N; j <k). (I) Pro k = 1; 2; 3 tedy tvrzení platí.(II) Pro k � 4 platí jedna z následují
í
h mo¾ností:1. k je sudé, potom k = 2n a f(k) = f(2n) = f(n). Zde je z indukèního pøedpokladu f(n) èíslon zapsané v dvojkové soustavì pozpátku. Jen¾e 2n je v dvojkovém zápise èíslo n, na jeho¾kone
 je zapsaná nula. Napí¹eme-li 2n pozpátku, nula na zaèátku nás nezajímá a dostanemeèíslo n pozpátku, tedy èíslo f(n) = f(2n), 
o¾ jsme 
htìli dokázat.2. k je li
hé, k = 4n+ 1. Potom f(k) = f(4n+ 1) = 2f(2n+ 1)� f(n). Zapi¹me n v dvojkovémzápise jako:1 n = a1a2 � � � ax;potom k = 4n+ 1 = a1a2 � � �ax01;2n+ 1 = a1a2 � � �ax1:Z indukèního predpokladu: f(n) = axax�1 � � �a1;f(2n + 1) = 1axax�1 � � �a1;2f(2n + 1) = 1axax�1 � � � a10 = 2x+1 + 2f(n);f(k) = f(4n+ 1) = 2f(2n + 1)� f(n) = 2x+1 + f(n) = 10axax�1 � � � a1;
o¾ je to, 
o jsme 
htìli dokázat.3. k je li
hé, k = 4n+3. Potom f(k) = f(4n+3) = 3f(2n+1)� 2f(n). Zapi¹me n v dvojkovémzápise jako n = a1a2 � � � ax;1Zápis x1x2 � � �xk znaèí, ¾e 
ifry x1; x2; � � � ; xk zapisujeme za sebe a tvoøíme z ni
h èíslov pøíslu¹né soustavì (v tomto pøípadì dvojkové). Tedy napø. pro a = b = 1; 
 = 0 je ab
 = 110.vi



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Apotom k = 4n+ 2 = a1a2 � � �ax11;2n+ 1 = a1a2 � � �ax1:Z indukèního predpokladu: f(n) = axax�1 � � �a1;f(2n + 1) = 1axax�1 � � �a1;2f(2n + 1) = 1axax�1 � � � a10 = 2x+1 + 2f(n);f(k) = f(4n+ 3) = 3f(2n + 1)� 2f(n) = 2x+1 + f(2n + 1) = 11axax�1 � � �a1;
o¾ je to, 
o jsme 
htìli dokázat.Tedy èísla, pro která je f(n) = n, jsou palindromy ve dvojkové soustavì. Hledáme jen ty, prokteré je n � 2002. Za tímto úèelem si pøeveïme 2002 do dvojkové soustavy: 2002 = 1024+978 =210 + 512 + 466 = 210 + 29 + 256 + 210 = 210 + 29 + 28 + 128 + 82 = 210 + 29 + 28 + 27 +64 + 18 = 210 + 29 + 28 + 27 + 26 + 16 + 2 = 210 + 29 + 28 + 27 + 26 + 24 + 21: Tedy 2002 lzev dvojkové soustavì napsat jako 11111010010. Palindromy délky men¹í rovné deseti jsou v¹e
hnymen¹í ne¾ 11111010010. Pøitom pro j 2 N je poèet palindromù (v dvojkové soustavì) délky2j�1 roven poètu palindromù délky 2j je 2j�1. (První 
ifra musí být jednièka, pro následují
í
h(j � 1) 
ifer máme pro ka¾dou dvì mo¾nosti, jak ji zvolit. Zbývají
í 
ifry jsou jednoznaènìurèeny z vlastnosti palindromu.) Tedy do délky 10 máme 20 + 20 + 21 + 21 + 22 + 22 + 23 +23 + 24 + 24 = 62 mo¾ností. Pro délku jedená
t nemù¾e být první
h pìt 
ifer jednièka (jinakdostaneme èíslo vìt¹í rovné 11111011111 > 11111010010). Tím nám vypadnou dva palindromy11111011111 a 11111111111. Naopak, není-li první
h pìt 
ifer jednièka, dostaneme èíslo men¹íne¾ 11111000000 < 11111010010, tedy ostatní palindromy délky jedená
t po¾adovanou nerovnostsplòují, tedy pro délku jedená
t vyhovuje 25�2 = 30 palindromù. Pro délku vìt¹í rovnou dvaná
tijsou palindromy u¾ vìt¹i ne¾ 11111010010. Tedy poèet hledaný
h hodnot je 92.8. úlohaNad stranami trojúhelníku ABC sestrojme obdélníky ABB1A1, BCC1B2 a CAA2C2. Doka¾te,¾e osy úseèek A1A2, B1B2 a C1C2 se protínají v tém¾e bodì.Oznaème osy úseèek BB2, AA2 a AA1 po øadì oA; oB ; oC , jeji
h prùseèíky PA; PB ; PC (PX =2oX). Tedy trojúhelníky ABC a PAPBPC mají rovnobì¾né strany a ABC je uvnitø PAPBPC .Potom se  �!APA,  �!BPB a  �!CPC protínají v tém¾e bodì S (uvnitø ABC) (kdy¾ zvolíme S jakoprùseèík pøímek APA, BPB , potom vyu¾itím stejnolehlosti se støedem v S le¾í S i na CPC).Oznaème dále SA, SB , SC po øadì obrazy bodu S v zr
adlení (osové soumìrnosti) podél oA, oB ,oC . Body PA; A2; SB le¾í na té¾e pøím
e, nebo» jeji
h obrazy v zr
adlení podél oB (toti¾ bodyPA, A, S) le¾í na jedné pøím
e. Podobnì PA, A1, SC le¾í na té¾e pøím
e. Vzhledem k tomu, ¾ejPAA2j = jPAAj = jPAA1j, jPASB j = jPASj = jPASC j, jsou trojúhelníky A1A2PA a SCSBPArovnoramenné, èili A1A2SBSC je rovnoramenný li
hobì¾ník. Tudí¾ osy úseèek A1A2 a SCSBsplývají. Obdobnì splývají i osy B1B2 a SCSA èi C1C2 a SASC . Tím jsou zkoumané osy shodnés osami trojúhelníku SASBSC , èili se protínají v jednom bodì.vii
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Poznámky k do¹lým øe¹ením: Zr
adlo v úloze nena¹el bohu¾el vùbe
 nikdo. Z do¹lý
h øe¹ení semi nejví
e líbila my¹lenka posunout trojúhelníky AA1A2, BB1B2, CC1C2 rovnobì¾nì s osamitak, aby splynuly posunuté body A, B, C. Potom prùseèík os pøe¹el v prùseèík os stran troj-úhelníku, který vznikl ze zmiòovaný
h posunutý
h trojúhelníkù. Tady u¾ si staèilo uvìdomit,¾e body A, B, C lze posunout rovnobì¾nì s osami do jednoho spoleèného bodu, na 
o¾ staèilasinová vìta. Za tuto my¹lenku jsem udìloval +i. Naopak za kartézský systém souøadni
 jsemimaginární bod(y) strhával.
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