
A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ASeriál { Teorie grafùÚvod a základní de�ni
eV mnoha èasto velmi rozlièný
h pøíklade
h se lze setkat se situa
emi, které lze popsat pomo
í:� mno¾iny bodù,� spojni
 mezi nìkterými dvoji
emi bodù.Jmenujme namátkou napø. rùzná dopravní s
hémata (body mohou znaèit napø. rùzná mìstaa spojni
í mezi dvìma mìsty vyznaèíme pøímá dopravní spojení mezi nimi), elektri
ké obvody(body budou znaèit rùzné elektri
ké souèástky, spojni
e budou znaèit vodivé spoje mezi tìmitosouèástkami), rùzná spoleèenství lidí (body mohou znaèit napø. v¹e
hny studenty MFF UK,mezi dvìma body vyznaèíme spojni
i, pokud se odpovídají
í studenti navzájem znají) i naprostoabstraktní situa
e (body mohou reprezentovat v¹e
hna pøirozená èísla, spojni
i vyznaèíme mezika¾dými dvìma body a a b takovými, ¾e a je dìlitelem b). Ètenáø jistì vymyslí mnohem ví
epøíkladù, ne¾ jsme zde uvedli.Matemati
kou abstrak
í podobný
h s
hémat je pojem grafu. Musíme zde ètenáøe varovat.Obvykle je v matemati
e slovo þgrafÿ pou¾íváno ve smyslu þgraf funk
eÿ. V leto¹ním seriálubudeme toto slovo pou¾ívat v naprosto jiném významu. Proto zvlá¹tì ze zaèátku by ètenáø mìlbýt na pozoru, aby nedo¹lo k nedorozumìní.Ne¾ v¹ak pøikroèíme k dal¹ímu výkladu, musíme si pojem grafu pøesnì vymezit.Grafem G nazveme ka¾dou uspoøádanou dvoji
i (V;E), kde V je libovolná mno¾ina a E jemno¾ina (nìkolika) dvouprvkový
h podmno¾in1 mno¾iny V . Prvky mno¾iny V nazýváme vr
holygrafu G a prvky mno¾iny E nazýváme hrany2 grafu G.U¾iteèné bude následují
í oznaèení. Pro mno¾inu V budeme symbolem �V2 � znaèit mno¾inuv¹e
h dvouprvkový
h podmno¾in mno¾iny V . Je tedy vidìt, ¾e uspoøádaná dvoji
e (V;E) je grafprávì tehdy, kdy¾ E � �V2 �.Mno¾inu vr
holù nìjakého konkrétního grafu G budeme èasto znaèit V (G), podobnì mno¾inujeho hran E(G).V na¹em textu budeme uva¾ovat výluènì grafy s koneènou mno¾inou vr
holù.Reprezenta
e grafùGrafy lze reprezentovat mnoha zpùsoby. My budeme nejèastìji grafy znázoròovat obrázkemna papíøe. Vr
holy budeme zakreslovat jako body (vyznaèené puntíky) a ka¾dou hranu (je¾ jedvouprvková mno¾ina vr
holù) znázorníme spojením pøíslu¹ný
h dvou vr
holù (puntíkù) oblou-kem. Napøíklad na následují
ím obrázku vidíme znázornìné tøi rùzné grafy o ¹esti vr
hole
h.
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�� ��1Neboli neuspoøádaný
h dvoji
.2Písmena V a E po
házejí z angli
ký
h termínù pro vr
hol a hranu { vertex a edge.i



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ATato reprezenta
e samozøejmì není jednoznaèná. Tentý¾ graf lze znázornit nìkolika rùznýmiobrázky, napø. na následují
ím obrázku máme znázornìný graf o mno¾inì vr
holù f1; 2; 3; 4g amno¾inì hran ff1; 2g; f1; 3g; f1; 4g; f2; 3g; f2; 4g; f3; 4gg dvìma odli¹nými zpùsoby.
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�Kreslení obrázkù není jediný zpùsob reprezenta
e grafù. Ty lze reprezentovat napø. mnohazpùsoby v pamìti poèítaèe3. Pro nás je to v¹ak zpùsob velmi názorný, pøehledný, a proto takévhodný. Pøi následují
ím výkladu si proto kreslete obrázky, kdykoliv jen to bude mo¾né. Mnohopojmù nalézá motiva
i právì v obráz
í
h, a proto jeji
h kreslení napomù¾e k lep¹ímu po
hopení.Nejdùle¾itìj¹í grafyZavedeme si zde nìkolik nejdùle¾itìj¹í
h, v teorii grafù èasto pou¾ívaný
h grafù.Úplný graf na n vr
hole
h znaèíme Kn. Je V (Kn) = f1; 2; : : : ; ng a E(Kn) = �V (Kn)2 �.
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K6Kru¾ni
e na n (n � 3) vr
hole
h Cn. Je V (Cn) = f1; 2; : : : ; ng a E(Cn) = ff1; 2g; f2; 3g; : : : ,fn� 1; ng; fn; 1gg.
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�Cesta na n vr
hole
h Pn. Je V (Pn) = f1; 2; : : : ; ng a E(Pn) = ff1; 2g; f2; 3g; : : : ; fn� 1; ngg.
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P4Isomor�smus grafù3Nikdo asi nepodezírá dne¹ní pamìti poèítaèe, ¾e jsou zalo¾eny na prin
ipu kreslení obrázkuna papír. :-) ii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ADva grafy G a G0 jsou stejné, pokud mají stejné mno¾iny vr
holù a hran, tedy pokud V (G) =V (G0) a E(G) = E(G0). Mnoho dvoji
 grafù se v¹ak li¹í pouze þnázvyÿ vr
holù, lze pro nìale nakreslit obrázky, které vypadají stejnì (tedy mají rùzné mno¾iny vr
holù, ale þstrukturaÿmno¾iny hran na ni
h je stejná). Pokud by
hom vr
holy jednoho grafu þpøejmenovaliÿ, dostaliby
hom stejné grafy. Formálnì tedy de�nujeme isomor�smus dvou grafù takto:Grafy G = (V;E) a G0 = (V 0; E0) nazveme isomorfní, pokud existuje vzájemnì jednoznaènézobrazení f : V ! V 0 takové, ¾e pro ka¾dé x; y 2 V platí následují
í vlastnost:fx; yg 2 E právì tehdy, kdy¾ ff(x); f(y)g 2 E0:Zobrazení f nazýváme isomor�smus mezi grafy G a G0. Skuteènost, ¾e grafy G a G0 jsou iso-morfní, znaèíme G �= G0.Poznámka. Je hned vidìt, ¾e rela
e þbýti isomorfníÿ je ekvivalen
e na mno¾inì v¹e
h grafù.Cvièení 1. Uká¾eme si, ¾e grafy na následují
ím obrázku jsou isomorfní.
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6K tomu, aby
hom to ukázali, staèí najít pøíslu¹né isomor�smy { funk
e, které zobrazují vr
holyjednoho grafu na vr
holy druhého grafu. Snadno zjistíme, ¾e lze volit napø. následují
í pøiøazení(mo¾ností je v¹ak mnohem ví
e): 1 $ a $ �, 2 $ d $ �, 3 $ b $ 
, 4 $ e $ Æ, 5 $ 
 $ ",6$ f $  . Ètenáø ji¾ snadno ovìøí, ¾e právì popsané funk
e jsou isomor�smy.Cvièení 2. (Poèet neisomorfní
h grafù) Na dané n-prvkové mno¾inì V existuje právì 2�n2�rùzný
h grafù. Je toti¾ ���V2 ��� = �n2�, a tedy mno¾inu E � �V2 � lze volit právì 2j�V2�j = 2�n2�zpùsoby (ka¾dou poten
iální hranu e 2 �V2 � do mno¾iny E buï dáme, nebo nedáme). Najdemeale mezi nimi velké skupiny grafù, které jsou navzájem isomorfní. My by
hom v¹ak 
htìli najít
o nejví
e navzájem neisomorfní
h grafù. K tomu nám pomù¾e následují
í úvaha.Pro ka¾dý grafG s mno¾inou vr
holù V , jV j = n, existuje nejvý¹e n! rùzný
h s ním isomorfní
hgrafù se stejnou mno¾inou vr
holù. Ka¾dý isomor�smus f : V ! V je toti¾ permuta
e na mno¾inìV a v¹e
h permuta
í na mno¾inì V je n!. Odtud je ji¾ vidìt, ¾e mù¾eme najít alespoò 2(n2)n!navzájem neisomorfní
h grafù na n prvkové mno¾inì.PodgrafyØekneme, ¾e graf H je podgrafem grafu G, pokud V (H) � V (G) a E(H) � E(G). Øekneme,¾e graf H je indukovaným podgrafem grafu G, pokud V (H) � V (G) a E(H) = E(G) \ �V (H)2 �.
iii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ANyní si v¹e vysvìtlíme na následují
ím obrázku:
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��V levé èásti obrázku vidíme tuènì vyznaèený podgraf 
elého grafu G, v pravé èásti obrázkuvidíme tuènì vyznaèený indukovaný podgraf 
elého grafu G. Indukovaný podgraf grafu G vzniknenepøesnì øeèeno tak, ¾e z grafu G vyma¾eme nìkteré vr
holy a v¹e
hny hrany, které vymazanévr
holy obsahovaly. Pro podgraf mù¾eme naví
 vymazat i nìkteré dal¹í hrany, i kdy¾ nevyma¾eme¾ádný z jeji
h kon
ový
h vr
holù.Podgraf grafu G isomorfní nìjaké 
estì Pm se nazývá 
esta v grafu G. Cestu v grafu G lze
hápat také jako posloupnost (v1; e1; v2; : : : ; em�1; vm);kde v1; v2; : : : ; vm jsou navzájem rùzné vr
holy grafu G a pro ka¾dé i = 1; 2; : : : ;m � 1 jeei = fvi; vi+1g 2 E(G). Délkou 
esty rozumíme poèet její
h hran, tedy èíslo m � 1. Èíslo mznaèí poèet vr
holù 
esty.Podobnì podgraf grafu G isomorfní nìjaké kru¾ni
i Cm (m � 3) se nazývá kru¾ni
e v grafuG. Kru¾ni
i v grafu G lze 
hápat také jako posloupnost(v1; e1; v2; : : : ; vm; em; v1)(poèáteèní a kon
ový vr
hol jsou tedy shodné), kde v1; v2; : : : ; vm jsou navzájem rùzné vr
holygrafu G, pro ka¾dé i = 1; 2; : : : ;m � 1 je ei = fvi; vi+1g 2 E(G) a také em = fvm; v1g 2 E(G).Èíslo m je délka kru¾ni
e.Cesta v grafu G, která je zároveò indukovaným podgrafem grafu G, se obvykle nazývá indu-kovaná 
esta v grafu G. Podobnì de�nujeme indukovanou kru¾ni
i v grafu G.Cvièení 3. Jsou-li dva grafy G a H isomorfní, pak mají isomorfní také své podgrafy. Tedypøesnìji, ke ka¾dému podgrafu G0 grafu G existuje podgraf H0 grafu H, který je isomorfnípodgrafu G0 (a naopak). Podobné tvrzení platí pro indukované podgrafy.Souvislost a komponentyØekneme, ¾e vr
hol y je dosa¾itelný z vr
holu x v grafu G, pokud graf G obsahuje jako podgraf
estu zaèínají
í ve vr
holu x a konèí
í ve vr
holu y. Ne
h» je dán vr
hol x grafu G. Indukovanýpodgraf grafu G, jen¾ obsahuje právì ty vr
holy, které jsou dosa¾itelné z vr
holu x, nazvemekomponentou grafu G pøíslu¹nou vr
holu x a znaèíme K[x℄.Cvièení 4. Pro dané dva vr
holy x, y grafu G jsou pøíslu¹né komponenty K[x℄ a K[y℄ buïtoto¾né, nebo disjunktní (neobsahují ¾ádný spoleèný vr
hol). První pøípad nastává právì tehdy,kdy¾ vr
hol y je v grafu G dosa¾itelný z vr
holu x.Pøed
hozí 
vièení dává jasný smysl následují
ím úvahám. Komponenta pøíslu¹ná vr
holu xv grafu G je také komponentou pøíslu¹nou ka¾dému svému vr
holu. Proto ji lze nazvat prostìkomponentou grafu G.Graf G nazveme souvislý, pokud obsahuje jako podgraf jedinou komponentu. V opaènémpøípadì nazveme graf G nesouvislý . Snadno si rozmyslíme, ¾e graf G je souvislý právì tehdy,iv



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Akdy¾ ka¾dý vr
hol y 2 V (G) je dosa¾itelný z ka¾dého vr
holu x 2 V (G), jinak øeèeno právìtehdy, kdy¾ pro ka¾dé dva vr
holy x; y 2 V (G) v grafu G existuje 
esta zaèínají
í ve vr
holu xa konèí
í ve vr
holu y. Je zøejmé, ¾e pojem komponenty a pojem souvislosti se za
hovává pøiisomor�smu. Skóre grafuNe
h» G je graf a v jeho vr
hol. Symbolem degG(v) oznaèíme poèet hran grafu G obsahují
í
hvr
hol v. Èíslo degG(v) nazveme stupnìm vr
holu v v grafu G.Oznaème vr
holy grafu G jako v1; v2; : : : ; vn (v nìjakém libovolnì zvoleném poøadí). Posloup-nost (degG(v1); degG(v2); : : : ; degG(vn))nazveme skóre grafu G. Jeliko¾ jsme poøadí vr
holù grafu G volili libovolnì, budeme dvì skórepova¾ovat za stejná, li¹í-li se pouze poøadím èísel. V tomto smyslu je skóre grafu jednoznaènìde�nováno.Je snadno vidìt, ¾e dva isomorfní grafy mají stejné skóre (jeliko¾ vr
holy odpovídají
í si pøiisomor�smu mají stejný stupeò); tudí¾ dva grafy s rùzným skóre jsou nutnì neisomorfní. Opaènáimplika
e ale zdaleka neplatí, dva grafy se stejným skóre je¹tì isomorfní být nemusí. Viz napø.dva grafy na následují
ím obrázku:
��
��
��
��

�
�
�
�

��

������

����

�
�
�
�
��
��
��
��

����

������

��Snadno vidíme, ¾e oba grafy na obrázku mají skóre (2; 2; 2; 2; 2; 2). To, ¾e nejsou isomorfní,lze zdùvodnit nìkolika zpùsoby. Napø. graf v pravé èásti obrázku obsahuje indukovanou kru¾ni
idélky 3, graf v levé èásti nikoliv (vyu¾íváme 
vièení 3). Mù¾eme si také v¹imnout, ¾e graf v levéèásti obrázku je souvislý, graf v pravé èásti nikoliv.Spolu se zavedením pojmu skóre grafu vyvstává pøirozená otázka, které posloupnosti èíseljsou pøípustné jako skóre grafu (tedy pro které posloupnosti èísel existuje graf, jeho¾ skóre jestejné jako daná posloupnost). Snadno zjistíme, ¾e ne v¹e
hny posloupnosti jsou pøípustné. Èíslav posloupnosti zajisté musí být 
elá a nezáporná. Má-li graf G n vr
holù, pak ka¾dý vr
hol mástupeò nejvý¹e n�1. Mù¾e toti¾ být spojen hranou pouze s ostatními n�1 vr
holy. V pøípustnéposloupnosti tedy musí být ka¾dé èíslo men¹í ne¾ poèet její
h èlenù. Dal¹í jednodu
hé, ale velmidùle¾ité a v mnoha situa
í
h u¾ívané kritérium je obsa¾eno v následují
í vìtì.Vìta 1. (Prin
ip sudosti) Pro ka¾dý (koneèný) graf G = (V;E) platíXv2V degG(v) = 2jEj:Spe
iálnì je tedy souèet stupòù v¹e
h vr
holù sudé èíslo.Dùkaz. Stupeò vr
holu v udává poèet hran G, které obsahují vr
hol v. Pøitom ka¾dá hranaobsahuje právì dva vr
holy; seèteme-li tedy stupnì v¹e
h vr
holù, dostaneme dvojnásobek poètuv¹e
h hran.Jako dùsledek dostáváme pozorování, ¾e poèet vr
holù li
hého stupnì je v ka¾dém (koneèném)grafu G sudý. v



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AV¹e
hny vý¹e uvedené podmínky vèetnì prin
ipu sudosti stále nedávají 
harakteriza
i po-sloupností, které jsou skóre nìjakého grafu. (Snadno si rozmyslíme, ¾e napø. posloupnost (3; 3; 3; 1)není skóre ¾ádného grafu.) Jednodu
hý postup, jak o dané posloupnosti rozhodnout, zda je skó-rem nìjakého grafu, je obsa¾en v následují
í vìtì.Vìta 2. (Havlova) Ne
h» D = (d1; d2; : : : ; dn) je posloupnost pøirozený
h èísel. Pøedpokládejme,¾e d1 � d2 � � � � � dn � n� 1. Oznaème symbolem D0 posloupnost (d01; d02; : : : ; d0n�1), kded0i = � di pro i < n� dn;di � 1 pro i � n� dn:(Tedy posloupnost D0 z posloupnosti D vznikne tak, ¾e poslední èlen dn posloupnosti D vyne-
háme a zbylý
h nejvìt¹í
h dn èlenù posloupnosti D zmen¹íme o jednièku.) Potom posloupnostD je skóre grafu právì tehdy, kdy¾ posloupnost D0 je skóre grafu.Dùkaz. Jedním smìrem je tvrzení snadné dokázat. Pøedpokládejme, ¾e posloupnost D0 je skóregrafu G0 = (V 0; E0), kde V 0 = fv1; v2; : : : ; vn�1g a degG0 vi = d0i. Zvolme si nový vr
hol vn rùznýod vr
holù v1; v2; : : : ; vn�1 a de�nujme graf G = (V;E), kdeV = V 0 [ fvngE = E0 [ ffvi; vng; i = n� dn; n� dn + 1; : : : ; n� 1g(nepøesnì øeèeno, nový vr
hol spojíme s posledními dn vr
holy grafu G0). Je zøejmé, ¾e skóregrafu G je právì D.Zbývá dokázat druhou, tì¾¹í implika
i. Pøedpokládejme tedy, ¾e D je skóre nìjakého grafu.Uva¾me mno¾inu G v¹e
h grafù G na mno¾inì vr
holù fv1; v2; : : : ; vng takový
h, ¾e degG(vi) =di. Doká¾eme následují
í lemma:Lemma 1. V mno¾inì G existuje graf G0 takový, ¾e vr
hol vn je spojen právì s vr
holyvn�1; vn�2; : : : ; vn�dn .Ne¾ toto lemma doká¾eme, uvìdomme si, ¾e z nìho ji¾ na¹e tvrzení plyne. Uvá¾íme-li toti¾graf, který z grafu G0 z lemmatu vznikne odebráním vr
holu vn a v¹e
h hran vy
házejí
í
h z vn,dostaneme zøejmì graf, jeho¾ skóre je D0. Nyní pøedvedeme dùkaz lemmatu.Dùkaz. Pokud dn = n � 1, pak je vr
hol vn v ka¾dém grafu G 2 G spojen se v¹emi ostatnímivr
holy a jako G0 tedy mù¾eme vzít libovolný z grafù z mno¾iny G. V opaèném pøípadì pro ka¾dýgraf G 2 G de�nujeme èíslo j(G) následují
ím zpùsobem. Podíváme se, do který
h vr
holù vedouv G hrany z vr
holu vn, a zvolíme j(G) rovno nejvìt¹ímu pøirozenému èíslu k < n, pro které vgrafu G vr
hol vk není spojen hranou s vr
holem vn. V¾dy je zøejmì j(G) � n � dn � 1. BuïG0 2 G graf (resp. jeden z grafù, je-li ji
h ví
e), pro nìj¾ je j(G) nejmen¹í mo¾né. Doká¾eme, ¾ej(G0) = n� dn � 1, z èeho¾ ji¾ bude zøejmé, ¾e G0 je ná¹ hledaný graf.Pøedpokládejme tedy pro spor, ¾e j = j(G0) > n � dn � 1. Uká¾eme, ¾e pak existuje grafG 2 G, pro který j(G) < j(G0), 
o¾ bude spor s minimalitou j(G0). V grafu G0 tedy vr
holvn není spojen hranou s vr
holem vj . Jeliko¾ degG0 (vn) = dn, existuje i < j takové, ¾e vr
holvn je spojen hranou s vr
holem vi. Víme, ¾e degG0 (vj ) = dj � di = degG0 (vi). Vr
hol vj tedynemá men¹í stupeò ne¾ vr
hol vi; naví
 fvj ; vng není hrana grafu G0, zatím
o fvi; vng je. Jetedy zøejmé, ¾e existuje vr
hol vk takový, ¾e fvj ; vkg je hrana grafu G0, zatím
o fvi; vkg není.Nyní z grafu G0 vytvoøíme graf G0 následují
ím zpùsobem (nakreslete si obrázek). Z grafu G0odebereme hrany fvi; vng a fvj ; vkg a nahradíme je hranami fvi; vkg a fvj ; vng. Je zøejmé, ¾evi
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h vr
holù jsou v grafu G0 stejné jako v grafu G0, a tedy G0 2 G. Naví
 je hned vidìt,¾e j(G0) < j = j(G0). Dostali jsme spor s minimalitou j(G0). Tím je dùkaz lemmatu i 
elé vìtyhotov.Cvièení 5. Uká¾eme, ¾e posloupnost (1; 2; 4; 4; 4; 5) není skóre ¾ádného grafu, zatím
o posloup-nost (1; 1; 1; 2; 2; 3; 4; 5; 5) je skóre grafu. V obou pøípade
h postupujeme podle vìty 2.V prvním pøípadì je posloupnost (1; 2; 4; 4; 4; 5) podle vìty 2 skóre grafu právì tehdy, kdy¾je skóre grafu posloupnost (0; 1; 3; 3; 3). Opìtovným pou¾itím vìty 2 dostaneme posloupnost(0; 0; 2; 2). Ta zøejmì není skórem grafu, proto¾e z prvního vr
holu mù¾e vést hrana pouze dodruhého vr
holu (ostatní vr
holy mají skóre 0). První vr
hol tedy nemù¾e mít stupeò 2.Ve druhém pøípadì podobným zpùsobem dostaneme po øadì posloupnosti (1; 1; 1; 1; 1; 2; 3; 4),(1; 1; 1; 0; 0; 1; 2) (tu si mù¾eme pøerovnat podle velikosti na (0; 0; 1; 1; 1; 1; 2)), (0; 0; 1; 1; 0; 0) (popøerovnání podle velikosti (0; 0; 0; 0; 1; 1)) a (0; 0; 0; 0; 0). Poslední posloupnost je skóre grafu {grafu s pìti vr
holy a ¾ádnou hranou. Vìta 2 nám dává také návod, jak najít pøíklad grafu sdaným skóre. Seriál { Teorie grafùJednota¾ky { eulerovské grafyDne¹ní díl seriálu zaèneme øe¹ením jedné z nejstar¹í
h úloh týkají
í
h se teorie grafù. Úkolemje nakreslit daný graf G jedním uzavøeným tahem, tj. bez zvedání tu¾ky z papíru, pøièem¾ ka¾dáhrana je obtahována právì jednou. Tuto úlohu si nejdøíve matemati
ky formalizujeme.Posloupnost vr
holù a hran (v1; e1; v2; e2; : : : ; em�1; vm) v grafuG takovou, ¾e ei = fvi; vi+1gpro i = 1; 2; : : : ;m�1, nazýváme sledem v grafu G. V pøípadì, ¾e se v této posloupnosti neopakujíhrany, nazýváme ji tahem v grafu G. Sled (resp. tah) v grafu G, pro který v1 = vm, nazývámeuzavøeným sledem (resp. tahem) v grafu G. Uzavøený tah, který obsahuje v¹e
hny vr
holy a hranygrafuG, nazýváme uzavøeným eulerovským tahem v grafuG. Graf G nazýváme eulerovský, pokudv nìm existuje uzavøený eulerovský tah.Poznámka. V¹imnìme si, ¾e podle de�ni
e z minulého dílu seriálu je tah v grafu G, ve kterémse neopakují vr
holy, také 
estou v grafu G. Uzavøený tah v grafu G, ve kterém se neopakujívr
holy (s výjimkou prvního a posledního), je také kru¾ni
í v grafu G.Na následují
ím obrázku nalezneme vlevo pøíklad grafu, který není eulerovský, vpravo pøíkladgrafu, který eulerovský je. Ètenáø si tento fakt jistì snadno ovìøí a nalezne mnoho dal¹í
h pøíkladùeulerovský
h i neeulerovský
h grafù.
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��Základní otázka je, jak pro daný graf G urèit, zda je eulerovský (tedy, zda ho lze nakreslitjedním uzavøeným tahem). Ne¾ tuto otázku zodpovíme, doká¾eme si jedno pomo
né lemma.vii
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h» v grafu G existuje sled (resp. tah) zaèínají
í ve vr
holu x a konèí
í ve vr
holuy. Pak v grafu G existuje také 
esta zaèínají
í ve vr
holu x a konèí
í ve vr
holu y.Dùkaz. Ka¾dý tah je zároveò sled, ne
h» tedy v grafu G existuje nìjaký sled zaèínají
í ve vr
holux a konèí
í ve vr
holu y. V tomto sledu se mohou opakovat vr
holy i hrany. Uva¾ujme tedytakový sled S = (v1; e1; v2; e2 : : : ; em�1; vm) zaèínají
í ve vr
holu x a konèí
í ve vr
holu y,který obsahuje nejmen¹í mo¾ný poèet hran (pokud je takový
h sledù ví
e, uva¾ujeme libovolnýz ni
h). Uká¾eme, ¾e tento sled je ji¾ 
esta. Pøedpokládejme pro spor, ¾e ve sledu S se opakujenìjaký vr
hol, tedy ne
h» vk = vl pro nìjaké k < l. Pak ale sled S lze zkrátit na sled S0 =(v1; e1; : : : ; ek�1; vk = vl; el; : : : ; em�1; vm), 
o¾ je spor s volbou sledu S. Dokázali jsme tedy,¾e ve sledu S se nemohou opakovat vr
holy. Podobnì se ve sledu S nemohou opakovat hrany.Kdyby se ve sledu S opakovala nìjaká hrana, opakoval by se také alespoò jeden její kon
ovývr
hol. Dokázali jsme tedy, ¾e S je 
esta.Vìta 3. (Charakteriza
e eulerovský
h grafù) Graf G je eulerovský právì tehdy, kdy¾ je souvislýa ka¾dý jeho vr
hol má sudý stupeò.Dùkaz. Zaèneme dùkazem jednodu¹¹í implika
e. Pøedpokládejme tedy, ¾e graf G je eulerovský.Uká¾eme, ¾e je také souvislý. Mìjme nìjaké dva vr
holy x a y grafu G. Uká¾eme, ¾e mezi nimiexistuje 
esta. Eulerovský tah T v grafu G pro
hází v¹emi vr
holy, tedy i vr
holy x a y. Omezíme-li se na úsek T mezi vr
holy x a y, zji¹»ujeme, ¾e v grafu G existuje tah zaèínají
í ve vr
holux a konèí
í ve vr
holu y. Podle lemmatu 2 mezi tìmito vr
holy existuje také 
esta. Ka¾dé dvavr
holy grafu G jsou tedy v té¾e komponentì, a graf G je tedy souvislý. Musíme je¹tì ukázat,¾e v grafu G má ka¾dý vr
hol x sudý stupeò. To je také z obrázku jasné { kreslíme-li graf Gpodle uzavøeného eulerovského tahu T , tak v¾dy kdy¾ vstoupíme nìjakou hranou do vr
holu x,bezprostøednì poté ho jinou hranou opustíme. Jeliko¾ hrany se v eulerovském tahu neopakují,nakreslili jsme sudý poèet hran sousedí
í
h s vr
holem x. Ètenáøi vybavenému touto my¹lenkouji¾ zajisté neèiní vìt¹í potí¾e úvahu matemati
ky formalizovat.Nyní musíme dokázat obtí¾nìj¹í implika
i. Pøedpokládejme, ¾e máme souvislý graf G, kterýmá sudé stupnì v¹e
h svý
h vr
holù. Zvolme si libovolný vr
hol x grafu G. Uva¾ujme nejdel¹í tah(tedy tah obsahují
í nejvìt¹í poèet hran) T v grafu G, který zaèíná ve vr
holu x (takový urèitìexistuje alespoò jeden { hran v grafu G je koneèný poèet { pokud ji
h existuje ví
e, vybereme silibovolný z ni
h). Uká¾eme, ¾e tah T je ji¾ eulerovský. Nejdøíve uká¾eme, ¾e T je uzavøený tah.Pøedpokládejme, ¾e tah T konèí ve vr
holu y 6= x. Pak vr
hol y je tahem T nìkolikrát nav¹tíven(pøièem¾ tah T jednou hranou do vr
holu y vstoupí a jinou hranou ho opustí), a¾ v nìm tah Tnakone
 skonèí (jednou hranou do nìj vstoupí). Celkem tedy vidíme, ¾e tah T pou¾ívá li
hý poèethran sousedí
í
h s vr
holem y. Jeliko¾ v¹ak vr
hol y má v grafu G sudý stupeò, musí existovathrana e sousedí
í s vr
holem y, která se v tahu T nevyskytuje. Pak ale lze tah T o hranu eprodlou¾it. To je spor s maximalitou délky tahu T . Tah T je tedy uzavøený. Uká¾eme, ¾e tah Tpou¾ívá v¹e
hny hrany grafu G a je tedy eulerovský (díky souvislosti grafu G musí pak nav¹tíviti v¹e
hny vr
holy grafu G). Pro spor pøedpokládejme, ¾e existuje hrana grafu G, která neníobsa¾ena v tahu T . Uva¾ujme graf G0, který vznikne z grafu G vymazáním v¹e
h hran tahu T(vr
holy pone
háme v¹e
hny). V¹imnìme si, ¾e v grafu G0 jsou také stupnì v¹e
h vr
holù sudé(u ka¾dého vr
holu jsme toti¾ smazali sudý poèet hran). Urèitì existuje komponenta K grafuG0, která obsahuje alespoò jednu hranu. Uká¾eme, ¾e komponenta K obsahuje vr
hol z, kterýje obsa¾en v tahu T . Kdyby tomu tak nebylo, pak by v grafu G neexistovala hrana spojují
ívr
hol nav¹tíveny tahem T s vr
holem komponenty K. Nemohla by tedy ani existovat 
estaz ¾ádného vr
holu komponenty K do (napø.) vr
holu x. Dostali by
hom spor se souvislostí grafuG. Uva¾ujme tedy takový vr
hol z a uva¾ujme nìjaký tah T 0 maximální délky, který zaèíná veviii
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holu z a pou¾ívá pouze hran komponenty K grafu G0. Jeliko¾ komponenta K obsahuje alespoòjednu hranu, obsahuje tah T 0 také alespoò jednu hranu. Jeliko¾ v¹e
hny stupnì vr
holù v grafuG0 jsou sudé, doká¾eme snadno, ¾e tah T 0 je uzavøený (podobnì jako v pøípadì tahu T ). Tah Talespoò jednou nav¹tíví vr
hol z. Modi�kujme tedy tah T následovnì. Zaèneme ve vr
holu x a ve
hvíli, kdy poprvé nav¹tívíme vr
hol z, zaèneme pokraèovat podle tahu T 0 v komponentì K. A¾obejdeme 
elý tah T 0 a vrátíme se do vr
holu z, budeme pokraèovat podle tahu T a vrátíme sedo vr
holu x. Tím jsme tah T prodlou¾ili o tah T 0, který obsahuje alespoò jednu hranu. Dostalijsme spor s maximalitou délky tahu T . Dokázali jsme tedy, ¾e tah T je eulerovský.Eulerovské orientované grafyV¹e
hny pojmy, které jsme doposud zkoumali, se týkaly neorientovaný
h grafù { hrany tako-vý
h grafù nemají zaèátek a kone
. Pouze spojují pøíslu¹nou dvoji
i vr
holù. V mnoha situa
í
hje vhodné de�novat pojem orientovaného grafu. Neformálnì øeèeno, ka¾dé hranì je pøiøazenanìjaká orienta
e { tedy je urèeno, který ze spojený
h vr
holù je poèáteèní a který kon
ový. Naobrázku tuto skuteènost obvykle znázoròujeme ¹ipkou. Formálnì lze orientovaný graf de�novatnapø. takto:Orientovaným grafem nazveme ka¾dou uspoøádanou dvoji
i (V;E), kde V je libovolná mno-¾ina a E je mno¾ina (nìkolika) uspoøádaný
h dvoji
 prvkù mno¾iny V (tedy E � V �V ). Prvkymno¾iny V nazýváme vr
holy grafu G a prvky mno¾iny E nazýváme (orientované) hrany grafuG. Pro hranu e = (x; y) 2 E grafu G nazýváme vr
hol x poèáteèním vr
holem hrany e a vr
holy kon
ovým vr
holem hrany e.Pøíklad orientovaného grafu vidíme na následují
ím obrázku. V¹imnìme si, ¾e v na¹í de�ni
ipøipou¹tíme, aby mezi dvìma vr
holy orientovaného grafu vedly hrany obìma smìry a dokon
eaby orientovaný graf obsahoval orientovanou hranu, její¾ poèáteèní a kon
ový vr
hol se shodují4.
�
�
�
�

��
��
��
��

����

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

Mnoho pojmù de�novaný
h pro neorientované grafy lze pøirozeným zpùsobem roz¹íøit prografy orientované. My si to zde uká¾eme na pojmu eulerovského grafu. Nejdøíve v¹ak musímezobe
nit nìkolik základnìj¹í
h pojmù.Je 
elkem pøirozené de�novat orientovaný sled v grafu G jako posloupnost(v0; e1; v1; e2; : : : ; em; vm);pøièem¾ vi jsou vr
holy grafu G a ei = (vi�1; vi) jsou hrany grafu G. Podobným zpùsobemde�nujeme pojem orientovaného tahu (pøidáme naví
 podmínku ei 6= ej pro i 6= j), orientované
esty (vi 6= vj pro i 6= j) a orientované kru¾ni
e. V¹imnìme si tedy, ¾e v orientovaném sledu(resp. tahu, 
estì, kru¾ni
i) jsou v¹e
hny hrany orientovány þve stejném smìruÿ { tedy þpo smìrukresleníÿ.Øekneme, ¾e orientovaný graf G je eulerovský, pokud v nìm existuje uzavøený orientovanýtah, který obsahuje ka¾dou hranu grafu G právì jednou a ka¾dý vr
hol grafu G alespoò jednou.4Taková hrana se obvýkle nazývá smyèka. ix



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ATedy neformálnì, eulerovský graf lze nakreslit na papíøe jedním tahem tak, ¾e ka¾dou hranukreslíme ve smìru její orienta
e (a právì jednou).Nyní budeme smìøovat k 
harakteriza
i orientovaný
h eulerovský
h grafù (velmi podobnéneorientovanému pøípadu). Nejdøíve si musíme zavést je¹tì nìkolik pojmù.Pro daný vr
hol v orientovaného grafu G oznaèíme deg+G(v) poèet orientovaný
h hran v grafuG, jeji
h¾ kon
ový vr
hol je právì vr
hol v. Podobnì oznaèíme deg�G(v) poèet orientovaný
h hranv grafu G, jeji
h¾ poèáteèní vr
hol je právì vr
hol v. Èíslo deg+G(v) nazýváme vstupní stupeòvr
holu v v grafu G, èíslo deg�G(v) nazýváme výstupní stupeò vr
holu v v grafu G. Pokud proka¾dý vr
hol v grafu G platí deg+G(v) = deg�G(v), nazýváme orientovaný graf G vyvá¾ený.Ka¾dému orientovanému grafu G = (V;E) lze pøiøadit neorientovaný graf (nazývaný symet-riza
e grafu G) sym(G) = (V;E), kdeE = ffx; yg; x 6= y a (x; y) 2 E nebo (y; x) 2 Eg(Symetriza
e grafu G tedy vznikne tak, ¾e v orientovaném grafu G vyne
háme v¹e
hny smyèkya ze v¹e
h hran uma¾eme ¹ipky { pokud mezi dvìma vr
holy vedou hrany obìma smìry, pakpone
háme jen jednu).Nyní ji¾ mù¾eme zformulovat vìtu 
harakterizují
í orientované eulerovské grafy.Vìta 4. (Charakteriza
e orientovaný
h eulerovský
h grafù) Orientovaný graf G je eulerovskýprávì tehdy, kdy¾ je vyvá¾ený a jeho symetriza
e sym(G) je souvislý graf.Dùkaz tohoto tvrzení je analogi
ký dùkazu vìty 3 a je proto pøene
hán ètenáøi (jako souèást5. úlohy seriálu). StromyNyní se ji¾ vrátíme k neorientovaným grafùm. Budeme se zabývat problematikou stromù.Ka¾dý ètenáø se jistì setkal s nìjakým stromem v pøírodì. V teorii grafù se stromem rozumí graf,který vypadá podobnì jako na následují
í
h obráz
í
h:
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Jsou to (nepøesnì vyjádøeno) grafy, které za
hy
ují þpro
es vìtvení bez následného spojováníÿ.Ètenáø si jistì dovede pøedstavit motiva
i, která dala vzniknout názvu pro tyto grafy. Pøesnì lzepojem stromu de�novat mnoha rozdílnými zpùsoby. My si nakone
 doká¾eme pìt rozdílný
h
harakteristik tohoto pojmu. Nejdøíve si ale uvedeme následují
í de�ni
i.Koneèný graf T nazveme strom5, pokud je souvislý a neobsahuje kru¾ni
i jako svùj podgraf.Poznámka. V¹imnìme si, ¾e ka¾dá 
esta je strom.5V teorii grafù je obvyklé znaèit stromy písmenem T (z angli
kého výrazu þtreeÿ).x
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hol v stromu T nazveme list , pokud degG(v) = 1. Nyní mù¾eme zformulovat jednodu
hépozorování:Lemma 3. Ka¾dý strom T s alespoò dvìma vr
holy obsahuje alespoò dva listy.Dùkaz. Uva¾me v¹e
hny 
esty v grafu T a vyberme z ni
h tu 
estu P = (v0; e1; v1; e2; : : : ; em; vm),která má nejvìt¹í mo¾nou délku (pokud existuje takový
h 
est ví
e, vybereme si libovolnouz ni
h). Jeliko¾ strom T má alespoò dva vr
holy, má také alespoò jednu hranu (jinak by nebylsouvislý) , a tudí¾ i 
esta P má délku alespoò 1 a obsahuje alespoò dva vr
holy. Tedy m > 0a vm 6= v0. Tvrdíme, ¾e vr
holy v0 a vm jsou listy stromu T . To lze nahlédnout napø. sporem.Pokud napø. vr
hol vm není list, pak degG(vm) � 2, a tedy existuje je¹tì vr
hol vm+1 6= vm�1takový, ¾e em+1 = fvm; vm+1g je hrana stromu T . Nyní staèí nahlédnout, ¾e vr
hol vm+1 nenívr
hol 
esty P . Kdyby pro nìjaké i < m� 1 bylo vi = vm+1, pak by strom T obsahoval kru¾ni
i(vi; ei+1; : : : ; em; vm; em+1; vm+1). To v¹ak podle de�ni
e stromu není mo¾né. Je tedy vidìt, ¾e(v0; e1; v1; e2; : : : ; em; vm; em+1; vm+1) je 
esta v grafu T , která je del¹í ne¾ 
esta P . To je spors de�ni
í 
esty P . Ukázali jsme tedy, ¾e vr
hol vm je nutnì list stromu T . Analogi
ky uká¾eme,¾e i vr
hol v0 je list stromu T .Je-li G graf a v jeho vr
hol, budeme symbolem G � v znaèit graf, který vznikne z grafu Gvyne
háním vr
holu v a v¹e
h hran, které vr
hol v obsahují. Podobnì je-li G graf a e jeho hrana,budeme symbolem G� e znaèit graf, který vznikne z grafu G vyne
háním hrany e.Lemma 4. (Postupná výstavba stromù) Buï G graf a v vr
hol grafu G stupnì 1. Pak následují
ítvrzení jsou ekvivalentní:(i) G je strom.(ii) G� v je strom.Dùkaz není tì¾ký a pøene
háváme jej ètenáøi (jako souèást 4. úlohy seriálu).Dùsledkem tohoto lemmatu (spolu s lemmatem 3) je, ¾e ka¾dý strom lze postupným odebí-ráním listù zredukovat a¾ na graf obsahují
í jediný vr
hol. Naopak také vidíme, ¾e ka¾dý stromlze získat postupným pøipojováním listù ke grafu obsahují
ímu jediný vr
hol.Vìta 5. (Charakteriza
e stromù) Buï G = (V;E) koneèný graf. Pak následují
í tvrzení jsouekvivalentní:(i) G je strom.(ii) Pro ka¾dé dva vr
holy x; y 2 V existuje právì jedna 
esta v grafu G zaèínají
í ve vr
holu xa konèí
í ve vr
holu y.(iii) Graf G je souvislý a vyne
háním libovolné hrany vznikne nesouvislý graf.(iv) Graf G neobsahuje kru¾ni
i a pøidáním libovolné hrany vznikne graf kru¾ni
i obsahují
í.(v) Graf G je souvislý a platí jV j = jEj+ 1.Dùkaz. Doká¾eme postupnì nìkolik implika
í, ze který
h ji¾ bude plynout 
elková ekvivalen
ev¹e
h podmínek.(i)) (ii). Ne
h» G je strom. Pak graf G je souvislý a pro ka¾dé dva jeho vr
holy x a y existujealespoò jedna 
esta zaèínají
í v x a konèí
í v y. Pøedpokládejme pro spor, ¾e v grafu G existujídva vr
holy x a y, pro které existují dvì rùzné 
esty P1 a P2 zaèínají
í ve vr
holu x a konèí
í vevr
holu y. Kdyby 
esty P1 a P2 neobsahovaly ¾ádné spoleèné vr
holy kromì vr
holù x a y, pakby dohromady tvoøily kru¾ni
i v grafu G. Mù¾e se nám ale stát, ¾e 
esty P1 a P2 obsahují nìjakéspoleèné vr
holy. Kru¾ni
i v grafu G tedy musíme najít ¹ikovnìji. Jeliko¾ 
esty P1 a P2 jsouxi



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Arùzné, existuje vr
hol z 
esty P1, který není obsa¾en v 
estì P2. Na úseku 
esty P1 mezi vr
holyx a z existuje poslední vr
hol (tedy vr
hol nejblí¾e vr
holu z, který je spoleèným vr
holem 
estP1 a P2 { oznaème ho u. Analogi
ky na úseku 
esty P1 mezi vr
holy z a y oznaème v prvnívr
hol (tedy vr
hol nejblí¾e vr
holu z), který je spoleèným vr
holem 
est P1 a P2. Nyní je ji¾zøejmé, ¾e úseky 
est P1 a P2 mezi vr
holy u a v neobsahují kromì krajní
h vr
holù ¾ádné dal¹íspoleèné vr
holy a tvoøí dohromady kru¾ni
i v grafu G. To je spor s pøedpokladem, ¾e graf G jestrom.(ii) ) (iii). Ne
h» v grafu G existuje mezi ka¾dými dvìma vr
holy právì jedna 
esta. Pak grafG je zøejmì souvislý. Odebereme-li z grafu G hranu e = fx; yg, pak zøejmì vr
holy x a y bylyv grafu G spojeny jedinou 
estou (x; e; y), a tedy v grafu G� e ji¾ ¾ádnou 
estou spojeny nejsou.Graf G� e je tedy nesouvislý.(iii) ) (iv). Ne
h» graf G je souvislý a vyne
háním libovolné hrany vznikne nesouvislý graf.Uká¾eme, ¾e v grafu G neexistuje kru¾ni
e. Pro spor pøedpokládejme, ¾e graf G obsahuje kru¾ni
iC. Ne
h» e = fx; yg je libovolná hrana této kru¾ni
e. Uká¾eme, ¾e graf G � e je souvislý, tedy¾e ka¾dé dva vr
holy u; v grafu G jsou spojeny 
estou v grafu G � e. Jeliko¾ graf G je souvislý,jsou v nìm vr
holy u a v spojeny nìjakou 
estou P . Pokud 
esta P neobsahuje hranu e, pakspojuje vr
holy u a v i v grafu G�e. Pokud P obsahuje hranu e, tak lze hranu e nahradit 
estou,která vznikne z kru¾ni
e C vypu¹tìním hrany e. Tím dostaneme sled P 0 zaèínají
í ve vr
holuu a konèí
í ve vr
holu v v grafu G � e. Podle Lemmatu 2 jsou vr
holy u a v v grafu G � espojeny také 
estou. Dokázali jsme tedy, ¾e graf G neobsahuje kru¾ni
i. Musíme je¹tì dokázat,¾e pøidáním libovolné hrany ke grafu G vznikne graf, který kru¾ni
i obsahuje. Pøidejme tedy kegrafu G hranu fx; yg, která v grafu G nebyla obsa¾ena. Víme, ¾e vr
holy x a y jsou v grafu Gspojeny 
estou P . Cesta P spolu s hranou fx; yg tvoøí kru¾ni
i ve vzniklém grafu.(iv) ) (i). Ne
h» graf G neobsahuje kru¾ni
i a pøidáním libovolné hrany vznikne graf kru¾ni
iobsahují
í. Zøejmì staèí ukázat, ¾e graf G je souvislý. Pro spor pøedpokládejme, ¾e graf G jenesouvislý. Pak tedy existují dva vr
holy u a v grafu G, které nejsou v grafu G spojené 
estou.Spe
iálnì tedy e = fu; vg není hrana grafu G. Graf G + e vzniklý pøidáním hrany e ke grafuG podle pøedpokladù obsahuje kru¾ni
i C. Jeliko¾ graf G neobsahuje kru¾ni
i, musí kru¾ni
eC obsahovat hranu e, kterou jsme pøidali. Kru¾ni
e C tedy pro
hází vr
holy u a v, které naní sousedí. Vidíme, ¾e odstranìním hrany e z této kru¾ni
e dostáváme 
estu, která v grafu Gspojuje vr
holy u a v. Tím dostáváme ký¾ený spor.(i) , (v). Toto tvrzení doká¾eme matemati
kou induk
í podle poètu vr
holù grafu G. Ne
h»nejdøíve graf G obsahuje jediný vr
hol v. Pak zøejmì graf G je strom a tvrzení (i) platí. Stejnìtak jV j = 1, jEj = 0 a tvrzení (v) také platí. Nyní tedy pøedpokládejme, ¾e n � 2 a ¾e dokazovanáekvivalen
e platí pro v¹e
hny grafy s ménì ne¾ n vr
holy. Doká¾eme ji pro grafy mají
í právì nvr
holù.Doká¾eme nejdøíve implika
i zleva doprava. Pøedpokládejme tedy, ¾e graf G je strom. Podlelemmatu 3 existuje vr
hol v grafu G, jeho¾ stupeò je 1. Podle lemmatu 4 je také graf G � vstrom. V¹imnìme si, ¾e graf G� v má o jeden vr
hol a o jednu hranu ménì ne¾ graf G. Pro grafG�v z indukèního pøedpokladu víme, ¾e platí ekvivalen
e (i), (v). Jeliko¾ graf G�v je strom,dostáváme podle (v) jV (G � v)j = jE(G � v)j + 1. Jeliko¾ graf G má o jeden vr
hol a o jednuhranu ví
e ne¾ graf G�v, snadno vidíme, ¾e jsme dokázali i jV (G)j = jE(G)j+1, 
o¾ jsme 
htìli.Nyní doká¾eme implika
i zprava doleva. Pøedpokládejme tedy, ¾e graf G je souvislý a platíjV (G)j = jE(G)j + 1. Jeliko¾ G má alespoò dva vr
holy a je souvislý, neexistuje v nìm vr
holstupnì 0. Pøedpokládejme, ¾e by v¹e
hny vr
holy grafu Gmìly stupeò alespoò dva. Víme, ¾e platíjE(G)j = 12 Pv2V (G) degG(v) � 12 Pv2V (G) 2 = jV (G)j. To je spor s rovností jV (G)j = jE(G)j + 1.xii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ADokázali jsme tedy, ¾e v grafu G musí existovat vr
hol v stupnì 1. Graf G� v má o jeden vr
hola o jednu hranu ménì ne¾ graf G, a splòuje tedy jV (G� v)j = jE(G� v)j+ 1. Podle indukèníhopøedpokladu dostáváme, ¾e graf G� v je strom, a podle lemmatu 4, ¾e i graf G je strom. Tím jedùkaz hotov. Seriál { Teorie grafùBarevnost grafuDne¹ní díl seriálu zaèneme zkoumáním jisté vlastnosti grafù { barevnosti. Mìjme (neoriento-vaný) graf G. Jde o problém obarvit vr
holy grafu G nìkolika barvami tak, aby vr
holy spojenéhranou mìly rùznou barvu. Øe¹ení tohoto problému je jednodu
hé { staèí obarvit ka¾dý vr
holjinou barvou. Vìt¹inou je v¹ak 
ílem pou¾ít 
o nejmen¹í poèet barev. Barvy budeme vìt¹inouoznaèovat pøirozenými èísly. Uvedeme si nyní formální de�ni
i.Ne
h» G je graf. Obarvením grafu G pomo
í k barev rozumíme ka¾dou funk
i u : V !f1; 2; : : : ; kg takovou, ¾e jsou-li x a y vr
holy grafuG spojené hranou, pak u(x) 6= u(y). Barevnostígrafu G rozumíme nejmen¹í pøirozené èíslo k, pro které existuje obarvení grafu G pomo
í k barev.Znaèíme6 ji �(G).Na následují
ím obrázku vidíme obarvení grafu pomo
í pìti barev.
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Jak jsme si ji¾ uvìdomili, graf G lze obarvit pomo
í jV (G)j barev, de�ni
e barevnosti je tedykorektní. Zároveò vidíme snadnou nerovnost �(G) � jV (G)j.Urèit barevnost obe
ného grafu je algoritmi
ky tì¾ká otázka. Není znám ¾ádný efektivní (tj.polynomiálnì ry
hlý v závislosti na velikosti vstupu) algoritmus7, který by pro zadaný graf urèiljeho barevnost. Ni
ménì pro nìkteré spe
iální tøídy grafù lze urèit barevnost snadno. Zaènemenásledují
ím velmi jednodu
hým 
vièením.Cvièení 6. Pro úplný graf Kn platí �(Kn) = jV (Kn)j = n. Naopak, platí-li pro nìjaký graf Grovnost �(G) = jV (G)j, pak G je isomorfní grafu Kn pro n = jV (G)j.Obì tvrzení jsou jednodu
há. Je-li f obarvení grafu Kn pomo
í k barev, pak jeliko¾ ka¾dédva vr
holy grafu Kn jsou spojeny hranou, musí být podle de�ni
e obarvení funk
e f prostá6V angliètinì se pro barevnost grafu pou¾ívá termín þ
hromati
 numberÿ { odtud i znaèeníøe
kým písmenem þ
híÿ.7Pro znal
e problematiky výpoèetní slo¾itosti poznamenejme, ¾e se jedná o tzv. NP -úplnouúlohu. xiii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A(neexistují dva vr
holy, které by mohly být obarveny stejnou barvou), a tedy zøejmì k � n.Dostáváme tedy �(Kn) = n. Naopak pøedpokládejme, ¾e pro nìjaký graf G platí �(G) = jV (G)j.Pøedpokládejme pro spor, ¾e v grafu G existují dva vr
holy x a y, které nejsou spojené hranou.Pak zkonstruujeme funk
i f , která vr
holùm x a y pøiøadí èíslo 1 a zbylým vr
holùm pøiøadínavzájem rùzná pøirozená èísla 2; 3; : : : ; jV (G)j�1. Zøejmì f je obarvení grafu G, a tedy �(G) �jV (G)j � 1, 
o¾ je spor. V grafu G tedy musí být ka¾dé dva vr
holy spojené hranou a graf G jetedy isomorfní grafu Kn pro n = jV (G)j.Vidíme tedy, ¾e úplné grafy jsou grafy s þnejvìt¹í mo¾nouÿ barevností (pro pevný poèetvr
holù). Následují
í vìta èásteènì vystihuje opaèný extrém.Vìta 6. (Barevnost stromù) Buï T strom s alespoò dvìma vr
holy. Pak �(T ) = 2.
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Dùkaz. Ka¾dý strom s alespoò dvìma vr
holy obsahuje alespoò jednu hranu (viz napø. vìta 5 (v)).Vr
holy spojené touto hranou nemohou mít stejnou barvu, a tedy zøejmì �(T ) � 2. Opaènounerovnost doká¾eme matemati
kou induk
í podle poètu vr
holù stromu T . Pokud má stromT dva vr
holy, pak máme �(T ) � jV (T )j = 2. Pøedpokládejme, ¾e jsme nerovnost �(T ) � 2dokázali pro v¹e
hny stromy o k � 1 vr
hole
h, a mìjme strom T s k vr
holy (k � 3). Podlelemmatu 3 obsahuje strom T list v, ten je spojen s právì jedním dal¹ím vr
holem w stromu T .Podle lemmatu 4 je graf T �v také strom. Podle indukèního pøedpokladu lze strom T �v obarvitdvìma barvami. Jeliko¾ vr
hol v sousedí v grafu T pouze s vr
holem w, lze ho obarvit opaènoubarvou, ne¾ jakou barvou jsme obarvili vr
hol w v grafu T � v a dostaneme obarvení grafu Tdvìma barvami. Je tedy �(T ) � 2 a dùkaz je hotov.De�nujme nyní ¹ir¹í tøídu grafù, pro které doká¾eme, ¾e mají barevnost nejvý¹e dva.Graf G = (V;E) nazveme bipartitní, pokud existují dvì disjunktní mno¾iny V1 a V2, V1[V2 =V takové, ¾e ka¾dá hrana e 2 E splòuje je\V1j = je\V2j = 1. Tedy ka¾dá hrana grafu G spojujenìjaký vr
hol mno¾iny V1 s vr
holem mno¾iny V2 a neexistují hrany spojují
í vr
holy ze stejnémno¾iny.Vìta 7. (Charakteriza
e bipartitní
h grafù) Ne
h» G je graf. Pak následují
í tvrzení jsou ekvi-valentní:(i) Graf G je bipartitní.(ii) �(G) � 2.(iii) Graf G neobsahuje jako svùj podgraf kru¾ni
i li
hé délky.Dùkaz této vìty pøene
háváme ètenáøi (jako souèást 7. úlohy seriálu).Chromati
ký polynomDostáváme se k zajímavé grafové 
harakteristi
e. Mìjme dán pevný graf G, pøirozené èíslox bude promìnná. Èíslem fG(x) oznaème poèet obarvení grafu G pomo
í x barev. Zøejmì proxiv



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Ax < �(G) je fG(x) = 0 a pro x � �(G) je fG(x) > 0. V následují
í vìtì uvidíme, ¾e o funk
ifG(x) lze dokázat ví
e.Vìta 8. (O 
hromati
kém polynomu) Ne
h» G je graf o n vr
hole
h. Potom funk
e fG(x) jenormovaný 8 polynom stupnì n s 
eloèíselnými koe�
ienty. Ka¾dé 
elé nezáporné èíslo k < �(G)je jeho koøenem.Dùkaz této vìty pøene
háváme ètenáøi (jako souèást 8. úlohy seriálu).Cvièení 7. Urèíme 
hromati
ký polynom úplného grafu Kn. Oznaème si vr
holy grafu Knv libovolném poøadí jako v1; v2; : : : ; vn. Pøedstavme si, ¾e obarvujeme graf Kn pomo
í x � nbarev. Na zaèátku mìjme graf neobarvený. Zaèneme obarvením vr
holu v1. Zøejmì máme xmo¾ností, kterou barvu si pro nìj zvolíme. Poté obarvíme vr
hol v2. Jeliko¾ vr
hol v2 je spojenhranou s vr
holem v1, nesmíme pou¾ít barvu, kterou jsme obarvili vr
hol v1, máme tedy x � 1mo¾ností, jak ho obarvit. Dále obarvíme vr
hol v3, zøejmì pro nìj máme x � 2 mo¾ností volbyjeho barvy, atd. Pro vr
hol vk máme x� k + 1 mo¾ností obarvení, proto¾e se musíme vyhnoutprávì k� 1 ji¾ pou¾itým barvám. Celkem tedy dostáváme, ¾e poèet obarvení grafu Kn pomo
í xbarev je x(x� 1) � � � (x� n+ 1). Je vidìt, ¾e tento výsledek je v platnosti i pro x < n = �(Kn),jeliko¾ nìkterá ze závorek je nulová.Poznámka. Tvar 
hromati
kého polynomu lze odvodit také z vìty 7. Je zøejmì fKn normovanýpolynom stupnì n, který má koøeny x = 0; 1; 2; : : : ; n� 1.Vìta 9. (Chromati
ký polynom stromu) Ne
h» T je strom o n vr
hole
h. Pak 
hromati
kýpolynom grafu T je tvaru fT (x) = x(x� 1)n�1.Dùkaz. Dùkaz povedeme matemati
kou induk
í podle poètu vr
holù stromu T . Mìjme pevnýpoèet x barev. Nejprve pøedpokládejme, ¾e strom T má jediný vr
hol. Ten lze obarvit x barvami,a tedy fT (x) = x a tvrzení platí. Nyní pøedpokládejme, ¾e jsme tvrzení dokázali pro v¹e
hnystromy o n = k vr
hole
h a mìjme strom T o k + 1 vr
hole
h. Podle lemmatu 3 existuje liststromu T (oznaème ho v). Podle lemmatu 4 je graf T � v strom o k vr
hole
h. Platí tedyfT�v(x) = x(x� 1)k�1. Ka¾dé obarvení stromu T � v lze roz¹íøit na obarvení stromu T tak, ¾evr
hol v obarvíme nìkterou z barev rùznou od barvy souseda vr
holu v. Pro obarvení vr
holu vtedy máme x� 1 mo¾ností a platí fT (x) = (x� 1)fT�v(x) = x(x� 1)k . Tvrzení tedy platí i prostromy o n = k + 1 vr
hole
h. Rovinné grafyJak jsme se ji¾ v pøed
hozí
h díle
h pøesvìdèili, reprezenta
e grafù obrázky je èasto velmivýhodný zpùsob, jak si graf pøedstavit. Nyní se budeme zabývat jistou tøídou grafù, její¾ de�ni
eúz
e souvisí právì s touto reprezenta
í. Pùjde o tzv. rovinné grafy , tj. grafy, které lze nakreslitdo roviny bez køí¾ení hran. K tomu, aby
hom si je mohli formálnì zavést, bude potøeba nìkolikpomo
ný
h pojmù.Rovinnou køivkou rozumíme ka¾dé spojité zobrazení 
 : [0; 1℄ ! R2. Body 
(0) a 
(1) na-zýváme kon
ové body køivky 
. Rovinnou køivku 
 nazýváme jednodu
hou, pokud zobrazení 
je prosté. Rovinnou køivku 
 nazýváme jednodu
hou uzavøenou, pokud 
(0) = 
(1) a pokudzobrazení 
 zú¾ené na interval [0; 1) je prosté.K tìmto de�ni
ím je potøeba tro
ha komentáøe. Mo¾ná vás napadlo, jak souvisí pojem køivkase zobrazením z intervalu [0; 1℄ do roviny. Motiva
e je jednodu
há. Pøedstavme si, ¾e kreslíme8Normovaný polynom je polynom, jeho¾ koe�
ient u nejvy¹¹í mo
niny je roven jedné.xv



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Atu¾kou na papíøe køivku. Zobrazení 
 : [0; 1℄ ! R2 nám bude vyjadøovat polohu tu¾ky v èaset. V èase t = 0 zaèneme v nìjakém bodì kreslit, v èase t = 1 skonèíme. Spojitost zobrazení 
odpovídá spojitému pohybu tu¾ky po papíøe { tu¾ku nezvedáme a kreslenou køivku tak nikdenepøeru¹ujeme.Poznámka. Je¹tì si také mù¾eme pov¹imnout, ¾e køivkou vìt¹inou rozumíme geometri
ký ob-jekt v rovinì (napø. úseèku, oblouk kru¾ni
e, apod.), zde jsme v¹ak køivku de�novali jako jistézobrazení 
, jeho¾ obor hodnot (tj. mno¾ina 
([0; 1℄)) je daný geometri
ký objekt. Èasto budemetyto dva pojmy ztoto¾òovat; z kontextu v¾dy bude jasné, který z ni
h máme na mysli.Ne
h» G = (V;E) je graf. Nakreslením grafu G rozumíme pøiøazení, které ka¾dému vr
holu vgrafu G pøiøadí bod b(v) roviny a ka¾dé hranì e = fv; wg grafu G pøiøadí jednodu
hou køivku 
e skon
ovými body b(v) a b(w). Pøitom pøedpokládáme, ¾e zobrazení b je prosté (rùzným vr
holùmjsou pøiøazené rùzné body roviny) a ¾e bod b(v) není nekon
ovým bodem ¾ádné køivky 
e (tedy¾ádná køivka nepro
hází jinými vr
holy ne¾ svými kon
ovými).Nakreslení grafuG nazveme rovinné , pokud ka¾dá dvoji
e køivek odpovídají
í rùzným hranámgrafu G má spoleèný nanejvý¹ kon
ový bod (to nastane v pøípadì, ¾e pøíslu¹né hrany majíspoleèný kon
ový vr
hol).Graf G nazveme rovinný, pokud existuje alespoò jedno jeho rovinné nakreslení.Poznámka. Na následují
ím obrázku vidíme vlevo pøíklad rovinného nakreslení grafu K4. Vi-díme tedy, ¾e graf K4 je rovinný. Vpravo vidíme pøíklad nakreslení grafu K5, které není rovinné.To v¹ak je¹tì neznamená, ¾e neexistuje jiné nakreslení grafu K5, které rovinné je9.
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Poznámka.Místo kreslení grafu bez køí¾ení hran do roviny by nás mohlo napadnout kreslit grafydo jiný
h plo
h. Napø. na sféru (povr
h koule), vále
 (nekoneènì vysoký)10 , anuloid, ale napø.i na Kleinovu láhev, projektivní rovinu apod. Vznikají tak jiné zajímavé tøídy grafù. V na¹emseriálu se jimi ale zabývat nebudeme.Je 
elkem jasné, jak o nìjakém grafu dokázat, ¾e je rovinný { staèí najít nìjaké jeho rovinnénakreslení. Jak ale dokazovat, ¾e daný graf rovinný není? Musíme ukázat, ¾e ¾ádné jeho nakreslenínení rovinné. Pro ilustra
i doká¾eme následují
í tvrzení.Vìta 10. Graf K5 není rovinný.Dùkaz. Postupujeme sporem. Pøedpokládejme, ¾e graf K5 je rovinný, a mìjme nìjaké jeho ro-vinné nakreslení. Body v rovinì odpovídají
í jeho vr
holùm oznaème b1; b2; b3; b4; b5. Køivkuodpovídají
í hranì spojují
í i-tý vr
hol a j-tý vr
hol oznaème 
i;j . Uva¾ujme body b1, b2 a b3a køivky 
1;2, 
2;3 a 
1;3. Ty dohromady tvoøí jednodu
hou uzavøenou køivku. Zøejmì body b49Pozdìji doká¾eme, ¾e graf K5 skuteènì není rovinný.10Ve skuteènosti kreslením grafù bez køí¾ení na sféru èi vále
 vznikají tyté¾ grafy jako pøikreslení do roviny. xvi



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Aa b5 le¾í buï oba uvnitø této uzavøené køivky, nebo le¾í oba vnì (jinak by nebylo mo¾né je spojitbez køí¾ení dvou hran). Pøedpokládejme nejdøíve, ¾e bod b4 le¾í uvnitø. Pak vnitøek uva¾ovanékøivky je rozdìlen køivkami 
1;4, 
2;4 a 
3;4 na tøi oblasti a bod b5 le¾í v jedné z ni
h. Bezújmy na obe
nosti lze pøedpokládat, ¾e bod b5 le¾í uvnitø oblasti ohranièené køivkami 
1;2, 
2;4a 
1;4. Je vidìt, ¾e bod b3 le¾í vnì té¾e oblasti, a tedy body b3 a b5 nelze spojit bez køí¾ení hran.Pøípad, kdy body b4 a b5 le¾í vnì uzavøené køivky tvoøené køivkami 
1;2, 
2;3 a 
1;3, lze vyøe¹itanalogi
kým postupem, nebo pøevést na pøed
hozí pøípad zámìnou rolí vhodné dvoji
e bodù.V¹imnìme si, ¾e jsme v dùkazu vyu¾ívali následují
ího intuitivnì zøejmého tvrzení, které v¹akformálnì dokázat není vùbe
 jednodu
hé (my to zde dìlat nebudeme).Vìta 11. (Jordanova) Ne
h» 
 je jednodu
há uzavøená køivka v rovinì. Pak rovina je toutokøivkou rozdìlena na dvì oblasti { þvnitøníÿ a þvnìj¹íÿ takové, ¾e máme-li dvoji
i bodù A a Bnele¾í
í na køiv
e 
, pak je lze spojit køivkou neprotínají
í køivku 
 právì tehdy, kdy¾ le¾í v té¾eoblasti.Poznámka. Jak vidíme, i takové vì
i jako nakreslení grafu lze budovat èistì formálnì. Je to v¹akpomìrnì te
hni
ky nároèné a my ani nemáme potøebný aparát. Vìt¹inou se v tì
hto pøípade
hbudeme odvolávat na náhled.Obtí¾e pøi dùkazu Jordanovy vìty vznikají zejména díky velké obe
nosti de�ni
e jednodu-
hé uzavøené køivky. Pokud by
hom namísto jednodu
hý
h uzavøený
h køivek pøipou¹tìli pouzeuzavøené lomené èáry, dùkaz by se stal mnohem jednodu¹¹ím. Bylo by mo¾né de�novat þlomeni-
ovì rovinnéÿ grafy { v jeji
h nakreslení reprezentovat hrany pomo
í lomený
h èar. Dokon
e bypostaèilo de�novat þúseèkovì rovinnéÿ grafy. Podle následují
í vìty jsou toti¾ v¹e
hny tyto tøipojmy toto¾né. Dùkaz je opìt pomìrnì tì¾ký a uvádìt ho tedy nebudeme.Vìta 12. Ne
h» G je rovinný graf. Pak existuje rovinné nakreslení grafu G, ve kterém jsouv¹e
hny hrany grafu G reprezentovány úseèkami.Mìjme rovinný graf. Ten mù¾e mít mnoho rùzný
h nakreslení, která se mohou velmi li¹it.Rovinný graf spolu s jeho nakreslením tedy nazýváme topologi
ký rovinný graf . Mìjme nìjakýtopologi
ký rovinný graf G. Køivky odpovídají
í jednotlivým hranám nám rovinu rozdìlí nanìkolik souvislý
h oblastí (pøedstavme si, ¾e podél hran rovinu þrozstøíhámeÿ). Tyto souvisléoblasti budeme nazývat stìny topologi
kého rovinného grafu G. Neomezenou stìnu grafu Gbudeme nazývat vnìj¹í, ostatní stìny budeme nazývat vnitøní. Mno¾inu v¹e
h stìn topologi
kéhorovinného grafu G budeme obvykle znaèit11 F (G).V¹imnìme si, ¾e pro de�ni
i pojmu stìny grafu G je dùle¾ité, ¾e spolu s grafem G je dánoi jeho pevné nakreslení. Na následují
ím obrázku vidíme rùzná nakreslení tého¾ rovinného grafu.Vidíme, ¾e stìny v obou pøípade
h vypadají rùznì. Nakreslení vlevo má dvì stìny omezenékru¾ni
emi délky 3, jednu stìnu omezenou kru¾ni
í délky 4 a jednu stìnu omezenou kru¾ni
ídélky 6. Nakreslení vpravo má dvì stìny omezené kru¾ni
emi délky 3 a dvì stìny omezenékru¾ni
emi délky 5.
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11Písmeno F je opìt motivováno angli
kým výrazem þfa
eÿ pro stìnu grafu.xvii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AEulerùv vztahVztah, který nyní doká¾eme, je asi nejdùle¾itìj¹í kvantitativní výsledek pro rovinné grafy. Aèje teorie grafù pomìrnì mladá dis
iplína, koøeny tohoto vztahu sahají a¾ do 17. století.Vìta 13. (Eulerùv vztah) Ne
h» G = (V;E) je souvislý rovinný graf a ne
h» F je mno¾ina stìnv nìjakém jeho rovinném nakreslení. Potom platíjV j � jEj+ jF j = 2:Spe
iálnì poèet stìn grafu G nezávisí na zpùsobu rovinného nakreslení.Dùkaz. Dùkaz tohoto tvrzení povedeme matemati
kou induk
í podle poètu hran grafu G. Jestli¾egraf G neobsahuje ¾ádnou hranu, pak díky souvislosti obsahuje právì jeden vr
hol, tedy jV j = 1a zøejmì také právì jednu stìnu (v libovolném nakreslení), tedy i jF j = 1 a Eulerùv vztahv tomto pøípadì platí. Nyní pøedpokládejme, ¾e jEj � 1 a pro souvislé rovinné grafy s ménì ne¾jEj hranami Eulerùv vztah platí. Rozli¹íme dvì mo¾nosti:(i) Graf G neobsahuje kru¾ni
i. Pak zøejmì graf G je strom. Z názoru je zøejmé, ¾e ka¾dé na-kreslení stromu do roviny má jednu stìnu (formální dùkaz dìlat nebudeme), tedy jF j = 1. Podlevìty 5 (v) platí jV j = jEj+ 1. Vidíme tedy, ¾e Eulerùv vztah platí.(ii) Graf G obsahuje kru¾ni
i. Buï e libovolná hrana grafu G, která je obsa¾ena v nìjaké kru¾ni
i.Pak graf G� e je souvislý rovinný graf, který má o jednu hranu ménì ne¾ graf G. Uva¾ujeme-lirovinné nakreslení grafu G � e, které vznikne z rovinného nakreslení grafu G smazáním køivkyodpovídají
í hranì e, je vidìt, ¾e v tomto nakreslení má graf G�e o jednu stìnu ménì ne¾ graf G(køivka odpovídají
í hranì e v rovinném nakreslení grafuG zøejmì sousedí se dvìma stìnami grafuG, které se v popsaném nakreslení grafu G� e spojí v jednu; ostatní stìny zùstanou nezmìnìné).Pro graf G � e podle indukèního pøedpokladu Eulerùv vztah platí. Graf G má o jednu hranua o jednu stìnu ví
e ne¾ graf G � e. Poèet vr
holù mají oba grafy stejný a je tedy zøejmé, ¾eEulerùv vztah platí i pro graf G. Tím je dùkaz hotov.Nyní si uká¾eme nìkteré dùle¾ité aplika
e Eulerova vztahu.Vìta 14. (Maximální poèet hran rovinného grafu)(i) Ne
h» G = (V;E) je rovinný graf s alespoò tøemi vr
holy. Pak jEj � 3jV j�6. Pokud v pøed
hozínerovnosti nastává rovnost, pak graf G je þmaximální rovinnýÿ, tj. pøidáním libovolné hrany kegrafu G dostaneme graf, který u¾ není rovinný.(ii) Ne
h» G = (V;E) je rovinný graf s alespoò tøemi vr
holy, který naví
 neobsahuje jako podgrafkru¾ni
i délky 3. Pak jEj � 2jV j � 4.Dùkaz. (i) Pokud ke grafu G lze (pøi za
hování mno¾iny vr
holù) pøidat nìjakou hranu tak,aby zùstal rovinným, pøidáme ji. Opakováním tohoto postupu dostaneme nakone
 graf G0, kekterému ji¾ ¾ádná hrana nelze pøidat tak, aby zùstal rovinný. Pokud pro graf G0 doká¾eme rovnostjE0j = 3jV 0j�6, bude pro graf G platit neostrá nerovnost jEj � 3jV j�6, proto¾e graf G má stejnìvr
holù jako graf G0 a nemá ví
e hran. Pøedpokládejme tedy ¾e ke grafu G0 ji¾ nelze pøidat hranatak, aby zùstal rovinný, tedy, ¾e graf G0 je maximální rovinný. Kdyby graf G0 nebyl souvislý, byloby mo¾né spojit hranou nìkterou dvoji
i vr
holù z rùzný
h komponent tak, aby výsledný graf bylstále rovinný. Graf G0 je tedy souvislý. Nyní uká¾eme, ¾e ka¾dá stìna grafu G0 je trojúhelníková(tj. omezená tøemi hranami tvoøí
ími kru¾ni
i délky 3 v grafu G0. Pøedpokládejme, ¾e nìkterástìna obsahuje na své hrani
i alespoò ètyøi vr
holy. Nyní si staèí uvìdomit, ¾e nìkterá dvoji
evr
holù na hrani
i uva¾ované stìny díky rovinnosti nakreslení grafu G0 není spojena hranou vxviii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Agrafu G0 a lze tedy tuto hranu pøikreslit dovnitø uva¾ované stìny bez køí¾ení s ostatními hranami.To by byl spor s maximalitou rovinného grafu G0. Ka¾dá stìna grafu G0 obsahuje na své hrani
itøi vr
holy, a tedy i tøi hrany a je trojúhelníková.Ka¾dá stìna sousedí se tøemi hranami, ka¾dá hrana sousedí se dvìma stìnami. Poèítáme-lihrany tak, ¾e postupnì probíráme v¹e
hny stìny grafu G0 a za ka¾dou stìnu zapoèítáme v¹e
hnyhrany, se kterými sousedí, dostaneme ve výsledku ka¾dou hranu dvakrát. Je tedy zøejmé, ¾e3jF 0j = 2jE0j. Dosadíme do Eulerova vztahu za jF 0j a dostávámejE0j = 3jV 0j � 6:Tím je dùkaz hotov.(ii) My¹lenka dùkazu této èásti je stejná jako my¹lenka u¾itá v dùkazu èásti (i). Pøene
hávámeho tedy ètenáøi (jako souèást 9. úlohy seriálu).Cvièení 8. Uvìdomíme si, ¾e vìta 10 je snadným dùsledkem právì dokázané vìty 14. Pøedpo-kládejme pro spor, ¾e graf K5 je rovinný. Zøejmì jV (K5)j = 5 a jE(K5)j = 10. Snadno vidíme,¾e pro graf K5 nerovnost jEj � 3jV j � 6 není splnìna.Barevnost rovinný
h grafùDostáváme se k jedné z nejslavnìj¹í
h otázek teorie grafù. Jde o to urèit maximální barevnostrovinný
h grafù (pokud vùbe
 existuje). Tento problém je motivovaný prakti
kou otázkou, kolikbarev je potøeba na to, aby
hom mohli vybarvit obe
nou politi
kou mapu nìkolika státù tak,aby státy sousedí
í úsekem hrani
e mìly rùznou barvu. Uva¾ujeme jen ty mapy, ve který
h jsoustáty tvoøeny souvislou plo
hou12. Problém lze formulovat v øeèi barevnosti rovinný
h grafù.Zjednodu¹enì øeèeno { dovnitø ka¾dého státu lze umístit vr
hol a státy sousedí
í úsekem hrani
elze pøes tento úsek spojit hranou tak, aby se hrany navzájem neprotínaly. Problém obarvenípoliti
ké mapy se tímto zpùsobem pøevede na problém obarvení vzniklého rovinného grafu.Øe¹ením tohoto problému je následují
í vìta s pohnutou historií.Vìta 15. (O ètyøe
h barvá
h) Ne
h» G je rovinný graf. Pak �(G) � 4.Ji¾ v 19. století se objevila hypotéza, ¾e ètyøi barvy staèí v ka¾dém pøípadì. Úplný dùkaztéto hypotézy byl podán a¾ v ro
e 1976. Tento dùkaz ale stál na provìøení 

a 2000 rùzný
hþredu
ibilní
h kon�gura
íÿ, na které se podaøilo ka¾dý graf pøevést. Byl to první dùkaz matema-ti
ké vìty, který podstatným zpùsobem závisel na strojovém výpoètu, a jako takový nebyl mnohamatematiky doposud uznán jako þskuteènýÿ dùkaz matemati
ké vìty. I kdy¾ se dodnes podaøilonajít nìkolik významný
h zjednodu¹ení, úplnì odstranit pomo
 poèítaèe se zatím nepodaøilo.V na¹em seriálu doká¾eme pouze o nì
o slab¹í výsledek { vìtu o pìti barvá
h. Nejdøíve v¹akjedno pomo
né lemma.Lemma 5. Ne
h» G = (V;E) je rovinný graf. Pak v grafu G existuje vr
hol v takový, ¾edegG(v) � 5:Dùkaz. Pøedpokládejme pro spor, ¾e v grafu G má ka¾dý vr
hol stupeò alespoò 6. Podle vìty 1platí 2jEj = Xv2V degG(v) � Xv2V 6 = 6jV j:12To v¹ak není pravidlem ani v souèasný
h politi
ký
h mapá
h { viz napø. Rusko.xix



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 APlatí tedy jEj � 3jV j. Podle vìty 14 je ale jEj � 3jV j � 6. Dostali jsme tedy ký¾ený spor.Vìta 16. (O pìti barvá
h) Ne
h» G je rovinný graf. Pak �(G) � 5.Dùkaz. Postupujeme matemati
kou induk
í podle poètu vr
holù grafu G = (V;E). Pro jV j � 5je tvrzení triviální. Pøedpokládejme tedy, ¾e máme rovinný graf G = (V;E) o jV j > 5 vr
hole
ha ¾e barevnost ka¾dého rovinného grafu o ménì ne¾ jV j vr
hole
h je nejvý¹e 5. Podle lemmatu 5v grafu G existuje vr
hol v stupnì nejvý¹e pìt. Rozli¹íme dva pøípady:(i) degG(v) � 4. Vr
hol v má v grafu G nejvý¹e ètyøi sousedy. Graf G � v je zøejmì rovinnýa podle indukèního pøedpokladu ho lze obarvit pìti barvami. Podle Diri
hletova prin
ipu mezitìmito pìti barvami existuje barva, kterou není obarven ¾ádný soused vr
holu v. Vr
hol v tedylze obarvit touto barvou a dostáváme obarvení grafu G pìti barvami.(ii) degG(v) = 5. Oznaème si p; q; r; s; t vr
holy sousedí
í v grafu G s vr
holem v. Jeliko¾ podlevìty 10 graf K5 není rovinný, je zøejmé, ¾e alespoò jedna dvoji
e tì
hto vr
holù není spojenahranou. Bez újmy na obe
nosti pøedpokládejme, ¾e napø. vr
holy p a q spolu nejsou spojenyhranou. Uva¾ujme nyní graf G � v a nahraïme v nìm vr
holy p a q jedním vr
holem u, kterýspojíme s ka¾dým vr
holem, který sousedí v grafu G � v s vr
holem p nebo s vr
holem q (vizobrázek).
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G−vDostaneme graf G0, který je zøejmì rovinný a má ménì vr
holù ne¾ graf G. Podle indukèníhopøedpokladu lze graf G0 obarvit pìti barvami. V grafu G lze zøejmì obarvit v¹e
hny vr
holykromì vr
holù p, q a v stejnì, jako v grafu G0. Vr
holy p a q lze obarvit barvou vr
holu u v grafuG0. Jeliko¾ mají vr
holy p a q stejnou barvu, existuje barva, která je mezi sousedy vr
holu vnepou¾itá, a tou mù¾eme obarvit vr
hol v. Dostáváme obarvení grafu G pìti barvami. Tím jedùkaz hotov. Seriál { Teorie grafùV závìreèném dílu seriálu si uká¾eme nìkolik aplika
í teorie grafù, které se do pøede¹lý
h dílùneve¹ly. Prin
ip sudostiNejdøíve zaèneme dvìma aplika
emi prin
ipu sudosti. Pro první z ni
h uva¾ujme následují
íhru pro dva hráèe. Hra
í plán bude sestávat z hra
í
h políèek, která budou mezi sebou propojenahranami. Formálnì si ho budeme de�novat jako nakreslení rovinného grafu. Budeme je¹tì po¾a-dovat, aby tento rovinný graf byl souvislý, aby ka¾dá vnitøní stìna byla ohranièena kru¾ni
í délky3 a aby vnìj¹í stìna byla ohranièena kru¾ni
í délky 4 (napø. tak jako na následují
ím obrázku).xx



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A

d

b

a

c

Vr
holy kru¾ni
e ohranièují
í vnìj¹í stìnu oznaèíme po øadì a, b, 
 a d. První hráè hrajeèervenou pastelkou, druhý modrou. Na zaèátku jsou vr
holy a a 
 obarveny èervenì a vr
holyb a d modøe. Hráèi se pravidelnì støídají v tazí
h, v ka¾dém tahu hráè obarví nìjaký dosudneobarvený vr
hol svojí pastelkou. První hráè vyhrává, pokud se mu podaøí spojit vr
holy a a
 
estou, její¾ v¹e
hny vr
holy jsou obarveny èervenì, druhý hráè vyhrává, pokud se mu podaøíspojit vr
holy b a d 
estou, její¾ v¹e
hny vr
holy jsou obarveny modøe. Hra konèí remízou, pokudjsou ji¾ obarveny v¹e
hny vr
holy a ¾ádný z hráèù dosud nevyhrál. Zajímavá vlastnost této hryje obsa¾ena v následují
í vìtì.Vìta 17. Vý¹e uvedená hra nemù¾e skonèit remízou. Spe
iálnì, pro ka¾dý hra
í plán má jedenz hráèù vyhrávají
í strategii.Dùkaz. Pøedpokládejme pro spor, ¾e existuje hra
í plán, na kterém mù¾e dojít k remíze. Existujetedy obarvení vr
holù hra
ího plánu èervenou a modrou barvou tak, ¾e vr
holy a a 
mají èervenoubarvu, vr
holy b a d mají modrou barvu a neexistuje èervená 
esta z vr
holu a do vr
holu 
 animodrá 
esta z vr
holu b do vr
holu d. Oèíslujme si v¹e
hny vr
holy hra
ího plánu následují
ímzpùsobem. Pokud má vr
hol v èervenou barvu a existuje èervená 
esta z vr
holu a do vr
holu v,pøiøadíme vr
holu v barvu 1. Pokud má vr
hol v modrou barvu a existuje modrá 
esta z vr
holu bdo vr
holu v, pøiøadíme vr
holu v èíslo 2. Ve v¹e
h ostatní
h pøípade
h pøiøadíme vr
holu v èíslo3. Zøejmì vr
hol a má èíslo 1, vr
hol b má èíslo 2 a vr
holy 
 a d mají èíslo 3 (jinak by existovalaèervená 
esta z a do 
 nebo modrá 
esta z b do d). De�nujme si následují
í graf G. Vr
holygrafu G budou stìny hra
ího plánu a dva vr
holy grafu G spojíme hranou, pokud odpovídají
ístìny hra
ího plánu sousedí nìjakou hranou s kon
ovými vr
holy, z ni
h¾ jeden má èíslo 1 ajeden má èíslo 2. Mù¾eme si to pøedstavit tak, ¾e dovnitø ka¾dé stìny (vèetnì vnìj¹í) nakreslímepuntík a dva puntíky v sousední
h stìná
h spojíme hranou, pokud tato spojni
e køi¾uje hranus kon
ovými vr
holy oèíslovanými èísly 1 a 2. V¹imnìme si, ¾e vr
hol grafu G odpovídají
í vnìj¹ístìnì (oznaème ho v) má stupeò 1, proto¾e jedinì hrana fa; bg s ním sousedí
í má kon
ovévr
holy oèíslované èíslem 1 a 2. Vr
hol v má tedy li
hý stupeò. Podle prin
ipu sudosti v grafu Gexistuje je¹tì alespoò jeden vr
hol w 6= v li
hého stupnì (
elkovì ji
h toti¾ musí být sudý poèet).Vr
hol w odpovídá vnitøní stìnì, která je ohranièena kru¾ni
í délky 3 tvoøenou vr
holy k, l a m.Zøejmì vr
hol w má stupeò 1 nebo 3 (ví
e jak tøi hrany z vr
holu w vést nemohou, proto¾e ka¾dávnitøní stìna sousedí jen se tøemi ostatními). Stupeò 3 vr
hol w mít nemù¾e, to by ka¾dá hranaxxi
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hol s èíslem 1 s vr
holem s èíslem 2. Vr
holy s èíslem 1 a 2 by setedy pravidelnì støídaly, 
o¾ není mo¾né (máme li
hý poèet vr
holù). Vr
hol w má tedy stupeò1 a bez újmy na obe
nosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e vr
hol k má èíslo 1 a vr
hol l má èíslo 2.Zøejmì vr
hol m má èíslo 3 (jinak by z vr
holu w vedla je¹tì jedna dal¹í hrana). Taková situa
eale není mo¾ná. Pokud má vr
hol m èervenou barvu, pak lze èervenou 
estu spojují
í vr
hol aa vr
hol k prodlou¾it o hranu fk;mg a zøejmì vr
hol m musí mít èíslo 1. Pokud má vr
hol mmodrou barvu, pak lze modrou 
estu spojují
í vr
holy b a l prodlou¾it o hranu fl;mg a zøejmìvr
hol m musí mít èíslo 2. Dostali jsme ký¾ený spor, vidíme tedy, ¾e pro ¾ádný hra
í plán nemù¾enastat remíza.Poznámka. Zkuste si rozmyslet, jak z pøed
hozí vìty plyne následují
í tvrzení. Pokud hra
í plánþvypadá stejnìÿ po otoèení o 90 stupòù (tj. pokud existuje isomor�smus grafu G reprezentují
íhohra
í plán na sebe takový, ¾e pøevádí vr
hol a na vr
hol b, b na 
, 
 na d a d na a), pak mávyhrávají
í strategii první hráè.Nyní se budeme zabývat odli¹ným problémem.Ne
h» G je graf. Hamiltonovskou kru¾ni
í v grafu G budeme rozumìt kru¾ni
i na n = jV (G)jvr
hole
h, která je podgrafem G. (Je to tedy kru¾ni
e, která pro
hází ka¾dým vr
holem grafuG právì jednou.) øekneme, ¾e graf G je hamiltonovský, pokud v nìm existuje hamiltonovskákru¾ni
e.Hamiltonovskou 
estou v grafu G budeme rozumìt 
estu na n = jV (G)j vr
hole
h, která jepodgrafem G.Hamiltonovská kru¾ni
e v grafu G je tedy jistá analogie k Eulerovskému tahu (ten pro
házíka¾dou hranu právì jednou). Je zde ale mnoho rozdílù. Zatím
o pro existen
i Eulerovského tahuv grafu G máme velmi jednodu¹e testovatelnou podmínku danou vìtou 3, úloha rozhodnout, zdaje daný graf hamiltonovský je v obe
nosti algoritmi
ky velmi tì¾ká13. Existuje nìkolik základ-ní
h podmínek postaèují
í
h pro existen
i hamiltonovské kru¾ni
e, my se v¹ak tímto zabývatnebudeme. Uká¾eme si pouze jednu vìtu v jejím¾ dùkazu hraje podstatnou roli prin
ip sudosti.

13Podobnì jako v pøípadì urèení barevnosti grafu jde o NP -úplný problém.xxii
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h» G je graf, jeho¾ ka¾dý vr
hol má li
hý stupeò. Pak ka¾dou hranou grafu Gpro
hází sudý poèet hamiltonovský
h kru¾ni
.Poznámka. Tato vìta ni
 neøíká o tom, zda je graf G hamiltonovský (ostatnì graf s li
hýmistupni mù¾e být nesouvislý : : : ), sudý poèet mù¾e být i nula.Dùkaz. Ne
h» je n poèet vr
holù grafu G. Zvolme pevnì libovolnou hranu e = fv1; v2g grafu G.De�nujme lízátkový graf L = L(G; v1; v2) následují
ím zpùsobem. Vr
holy grafu L budou hamil-tonovské 
esty v grafu G, jeji
h¾ první dva vr
holy jsou v1 a v2. Dvì hamiltonovské 
esty spojímev grafu L hranou právì tehdy, kdy¾ dohromady tvoøí þlízátkoÿ, tj. Pokud první hamiltonovská
esta je tvaru P1 = (v1; v2; v3; : : : ; vn), pak druhá je tvaru P2 = (v1; v2; : : : ; vk�1; vk; vn; vn�1;: : : ; vk+1), kde k � 2 a k � n�2. Nyní zvolme pevnì hamiltonovskou 
estu P1 = (v1; v2; : : : ; vn).Zkusíme urèit, jaký má v grafu L stupeò. Zøejmì posloupnost vr
holù P2 = (v1; v2; : : : ; vk�1; vk;vn; vn�1; : : : ; vk+1), kde 2 � k � n � 2 je (hamiltonovská) 
esta právì tehdy, kdy¾ vr
holy vka vn jsou spojeny hranou. To nastane pro degG vn� 1 nebo degG vn� 2 rùzný
h k. První pøípadnastane, pokud vr
holy vn a v1 nejsou spojeny hranou (pak musíme odeèíst pouze jednièku zahranu vedou
í z vr
holu vn do vr
holu vn�1), druhý pøípad nastane, pokud vr
holy vn a v1jsou spojeny hranou. Jeliko¾ stupnì v¹e
h vr
holù v grafu G jsou li
hé, vidíme, ¾e hamiltonovská
esta P1 má v grafu L li
hý stupeò právì tehdy, kdy¾ v1 a vn (její první a poslední vr
hol)jsou v grafu G spojeny hranou { tedy právì tehdy, kdy¾ lze P1 prodlou¾it na hamiltonovskoukru¾ni
i pøidáním hrany mezi první a poslední vr
hol. Je tedy vidìt, ¾e hamiltonovské kru¾ni
epro
házejí
í hranou e = fv1; v2g v grafu G vzájemnì jednoznaènì odpovídají vr
holùm li
héhostupnì v grafu L. Je ji
h tedy sudý poèet.Rovinné grafy { Eulerùv vztahNyní si uká¾eme aplika
i Eulerova vztahu na øe¹ení jednoho velmi starého geometri
kéhoproblému. Jedná se o problém tzv. Platónský
h tìles. Platónským tìlesem rozumíme konvexní14tìleso, jeho¾ v¹e
hny stìny jsou shodné pravidelné k-úhelníky (pro nemìnné k), naví
 takové, ¾ev ka¾dém vr
holu se stýká stejný poèet hran. Platónská tìlesa mají spoustu zajímavý
h vlastností{ napø. jim lze vepsat i opsat sféra. Ji¾ ve starovìku bylo známo, ¾e ji
h existuje jen pìt (a¾ napodobnost) { pravidelný ètyøstìn, ¹estistìn (kry
hle), osmistìn, dvaná
tistìn a dva
etistìn (vizobrázek na dal¹í stranì).Uvedenou skuteènost lze 
elkem snadno dokázat elementárními geometri
kými úvahami. Staèísi rozmyslet následují
í: V ka¾dém vr
holu Platónského tìlesa se stýká stejný poèet (oznaèmeho d) stìn (resp. hran). Zøejmì d � 3. Ka¾dá stìna je pravidelný k-úhelník (kde k � 3 jepevné èíslo). Pro dané Platónské tìleso nazvìme dvoji
i (d; k) typem daného Platónského tìlesa.Souèet vnitøní
h úhlù jednotlivý
h stìn u daného vr
holu musí být ménì ne¾ 2� (plný úhel) { tosi lze nejsnadnìji uvìdomit napø. tak, ¾e daným vr
holem vedeme rovinu kolmou na osu danéhoPlatónského tìlesa. Jednotlivé vnitøní úhly u daného vr
holu se pøi kolmém prùmìtu do danéroviny zvìt¹í. Je tedy vidìt, ¾e je-li k = 3, mohou se u jednoho vr
holu stýkat 3, 4 nebo 5 stìn.Pro k = 4 nebo k = 5 se mohou u jednoho vr
holu stýkat u¾ jen 3 stìny a pøípad k � 6 ji¾ nenímo¾ný. Pøípustné typy Platónský
h tìles jsou tedy jen (3; 3), (3; 4), (3; 5), (4; 3) a (5; 3). Nynísi uvìdomíme, ¾e Platónské tìleso daného typu (d; k) je jednoznaènì urèeno (a¾ na podobnost).Staèí zaèít v jednom vr
holu. Snadno zkonstruujeme d pravidelný
h k-úhelníkù, které mají spo-14Konvexita tìlesa znamená, ¾e jsou-li x a y dva body tìlesa, le¾í i 
elá úseèka xy v na¹emtìlese, tedy ¾e þpovr
h tìlesa není nikde prohnutý dovnitø, tìleso nikde nemá díry atd.ÿxxiii
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leèný vr
hol. Nyní staèí pokraèovat v konstruk
i u þsousední
hÿ vr
holù, kde je¹tì nìjaké k-úhelníky þ
hybìjíÿ a takto nakone
 þobejít dokolaÿ 
elé tìleso. Pøi tro¹e geometri
ké pøedsta-vivosti e vidìt, ¾e takto zkonstruujeme 
elé Platónské tìleso daného typu. Zároveò je vidìt, ¾ekonstruk
e je a¾ na podobnost jednoznaèná. Detaily pøene
háváme na ètenáøi.Pokud si ètenáø provede jednotlivé geometri
ké konstruk
e, snadno zjistí, ¾e Platónské tì-leso typu (3; 3) je pravidelný ètyøstìn, typu (3; 4) odpovídá kry
hle (pravidelný ¹estistìn), typu(3; 5) odpovídá pravidelný dvaná
tistìn, typu (4; 3) odpovídá pravidelný osmistìn a typu (5; 3)pravidelný dva
etistìn.My si zde uká¾eme, jak parametry (poèet vr
holù, hran a stìn) Platónského tìlesa danéhotypu zjistit bez jeji
h geometri
ké konstruk
e (staèí nám informa
e, ¾e existuje). Uvidíme, ¾etyto vlastnosti Platónský
h tìles nejsou dány jeji
h geometrií (znaènou pravidelností atd.), ale¾e jsou hlub¹í povahy a vyplývají ji¾ ze struktury in
iden
e vr
holù, hran a stìn. (Uvidíme tedy,¾e ka¾dé konvexní tìleso, v jeho¾ ka¾dém vr
holu se stýká d hran a jeho¾ ka¾dá stìna je k-úhelník,má stejné parametry jako Platónské tìleso typu (d; k).) Nejprve v¹ak budeme potøebovat zavéstnìkolik pojmù.Ne
h» M je tìleso. Grafem tìlesa M budeme rozumìt graf GM , který vznikne následují
ímzpùsobem: Mno¾ina vr
holù grafu GM bude toto¾ná s mno¾inou vr
holù tìlesa M . Dva vr
holygrafu GM spojíme hranou právì tehdy, kdy¾ odpovídají
í vr
holy tìlesa M tvoøí kon
ové bodyspoleèné hrany tìlesaM . (Na následují
ím obrázku vidíme grafy jednotlivý
h Platónský
h tìles.)xxiv
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����Vìta 19. Ne
h» M je konvexní tìleso. Pak graf GM je rovinný. Naví
 existuje nakreslení grafuGM , v nìm¾ stìny tìlesa M þodpovídajíÿ15 stìnám grafu GM .Dùkaz. Sestrojíme po¾adované nakreslení grafu GM do roviny. Nejdøíve v¹ak sestrojíme pomo
nénakreslení na sféru (povr
h koule). Zvolme si libovolný bod S uvnitø tìlesa M a uva¾ujme sféru� se støedem S a dostateènì velkým polomìrem tak, aby 
elé tìleso M le¾elo uvnitø sféry M .Zøejmì ka¾dá polopøímka zaèínají
í v bodì S protíná sféru � v právì jednom bodì. Stejnì takka¾dá polopøímka zaèínají
í v bodì S protíná povr
h tìlesa M v právì jednom bodì (to plynez konvexity tìlesa M). Lze tedy de�novat vzájemnì jednoznaèné spojité zobrazení f mezi po-vr
hem tìlesa M a sférou � (máme-li bod X na povr
hu M , uva¾ujeme polopøímku zaèínají
ív bodì S a pro
házejí
í bodem X, ta nám protne sféru � v bodì f(X)). Zobrazíme-li vr
holytìlesa M a jednotlivé body hran tìlesa M pomo
í zobrazení f na sféru � , dostaneme zøejmìvhodné nakreslení grafu GM na sféru.16Nyní nám ji¾ zbývá pouze þpøenéstÿ nakreslení ze sféry � do roviny. To provedeme podobnýmzpùsobem. Zvolme si na sféøe � nìjaký bod T , kterým nepro
hází ¾ádná hrana nakreslení GMa který je rùzný od v¹e
h vr
holù nakreslení grafu GM (takový zøejmì existuje). Pøedstavme si, ¾esféry � se v bodì T 0, který le¾í naproti bodu T , dotýká rovina %. Zøejmì máme-li nyní bod X 6= Tsféry � , polopøímka zaèínají
í v bodì T a pro
házejí
í bodem X protíná � i % v právì jednombodì. Lze tedy de�novat vzájemnì jednoznaèné spojité zobrazení mezi � n fTg a % podobnì jakový¹e. Dostali jsme rovinné nakreslení grafu GM po¾adovaný
h vlastností.Nyní jsme ji¾ pøipraveni pomo
í Eulerova vztahu zjistit vlastnosti Platónský
h tìles jednot-livý
h typù.15Odpovídají ve smyslu in
iden
e { stìna tìlesa M sousedí s nìjakou hranou (nebo vr
holem)M právì tehdy, kdy¾ odpovídají
í stìna grafu GM sousedí s odpovídají
í hranou (vr
holem)grafu GM .16Mù¾eme si pøedstavit, ¾e v bodì S je umístìn zdroj svìtla a ¾e vr
holy a hrany tìlesa Mjsou tvoøeny dráty. Výsledné nakreslení dostaneme jako stín vr¾ený dráty na sféru � .xxv
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h» M je Platónské tìleso typu (d; k). Pak poèet stìn, vr
holù a hran tìlesa M jedán následují
í tabulkou:typ poèet stìn poèet vr
holù poèet hran(3; 3) 4 4 6(3; 4) 6 8 12(3; 5) 12 20 30(4; 3) 8 6 12(5; 3) 20 12 30Dùkaz. Pro dané Platónské tìleso M typu (d; k) uva¾ujme nakreslení grafu GM zkonstruovanépodle vìty 19. Graf GM má zøejmì stejný poèet vr
holù, hran a stìn jako tìleso M . Oznaème f ,v a e po øadì poèet stìn, vr
holù a hran grafu GM . Podle Eulerova vztahu platí v + f � e = 2.Naví
 v ka¾dém vr
holu grafu GM se stýká d hran. Poèítejme tedy dvoji
e (u; h) takový
h, ¾eu je kon
ový vr
hol hrany h. Zøejmì pro ka¾dý vr
hol máme d odpovídají
í
h hran, pro ka¾douhranu máme 2 odpovídají
í vr
holy a tedy d � v = 2e. Podobným zpùsobem (kdy¾ si uvìdomíme,¾e ka¾dá stìna sousedí s k hranami) dostáváme k � f = 2e. Ch
eme-li nyní spoèítat poèet vr
holùgrafu GM , staèí si èísla f a e vyjádøit pomo
í v (je zøejmì e = d2 v a f = 2k e = dk v) a dosadit doEulerova vztahu. Dostáváme v + dk v � d2v = 2;v = 21 + dk � d2 = 4k2k + 2d � kd :Analogi
kým zpùsobem odvodíme vzor
ef = 4d2k + 2d� kd ; e = 2kd2k + 2d� kd :Nyní ji¾ snadno ovìøíme, ¾e jednotlivým typùm (d; k) odpovídají hodnoty v, f a e uvedenév tabul
e vý¹e. ZávìrCo øí
i závìrem? Velmi omezený rozsah seriálu nedovolil probrat v¹e ani ze základní
h oblastíteorie grafù { pøi výbìru, které oblasti a problémy zaøadit, jsem se øídil subjektivním dojmem,
o jsem pova¾oval za nejzajímavìj¹í, neju¾iteènìj¹í apod. Mnoho zajímavý
h vì
í zùstalo z
elanepov¹imnuto. Ètenáøi, kterého problematika zaujala, tedy nelze ne¾ popøát hodnì zdaru pøidal¹ím samostudiu.Pøi psaní seriálu jsem èerpal zejména z následují
í
h knih:| Jiøí Matou¹ek, Jaroslav Ne¹etøil, Kapitoly z diskrétní matematiky, Karolinum, Praha 2000 (2.vydání).| Jiøí Sedláèek, Úvod do teorie grafù, ÈSAV, Praha 1981 (3. vydání).První z ni
h je velmi pìkná kniha, která obsahuje mnoho zajímavý
h partií nejen z teoriegrafù. Druhá kniha je ji¾ ponìkud star¹ího data, a tak si ètenáø musí dát pozor na místy ji¾ponìkud zastaralou terminologii. xxvi


