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Serial — Teorie grafi

Uvod a zikladni definice

V mnoha ¢asto velmi rozli¢nych piikladech se lze setkat se situacemi, které 1ze popsat pomoci:
e mnoziny bodi,

e spojnic mezi nékterymi dvojicemi bodi.

Jmenujme namétkou nap¥. riznd dopravni schémata (body mohou znacit napf. riiznd mésta
a spojnici mezi dvéma mésty vyznadime p¥imé dopravni spojeni mezi nimi), elektrické obvody
(body budou znatit riizné elektrické soucastky, spojnice budou znacit vodivé spoje mezi t8mito
sou¢éstkami), riznd spolecenstvi lidi (body mohou znacit nap¥. v8echny studenty MFF UK,
mezi dvéma body vyznadime spojnici, pokud se odpovidajici studenti navzdjem znaji) i naprosto
abstraktni situace (body mohou reprezentovat vSechna prirozend &isla, spojnici vyznacime mezi
kazdymi dvéma body a a b takovymi, Ze a je délitelem b). Ctené¥ jist8 vymysli mnohem vice
piikladi, nez jsme zde uvedli.

Matematickou abstrakci podobnych schémat je pojem grafu. Musime zde Ctenafe varovat.
Obvykle je v matematice slovo ,graf“ pouZzivino ve smyslu ,graf funkce“. V letoSnim seridlu
budeme toto slovo pouZivat v naprosto jiném vyznamu. Proto zvlisté ze zacatku by ¢tendr mél
byt na pozoru, aby nedo$lo k nedorozuméni.

Nez v8ak pfikro¢ime k dalsimu vykladu, musime si pojem grafu pfesné vymezit.

Grafem G nazveme kaZdou uspotddanou dvojici (V, E), kde V je libovolnd mnoZina a E je
mnoZina (n&kolika) dvouprvkovych podmnoZin! mnoZiny V. Prvky mnoZiny V nazyvame vrcholy
grafu G' a prvky mnoziny E nazyvame hrany? grafu G.

UZzite¢né bude nésledujici oznaceni. Pro mnoZinu V' budeme symbolem (‘2/) znaCit mnoZinu
v8ech dvouprvkovych podmnoZin mnoziny V. Je tedy vidét, Ze usporddand dvojice (V, E) je graf
pravé tehdy, kdyz E C (‘2/)

Mnozinu vrcholti n&jakého konkrétniho grafu G budeme &asto zna&it V(G), podobné mnoZinu
jeho hran E(G).

V nasem textu budeme uvazovat vyluéné grafy s kone¢nou mnozinou vrchold.

Reprezentace grafa

Grafy lze reprezentovat mnoha zptisoby. My budeme nejcastéji grafy znazorhiovat obrazkem
na papife. Vrcholy budeme zakreslovat jako body (vyznacené puntiky) a kaZzdou hranu (jez je
dvouprvkovd mnoZina vrcholti) zndzornime spojenim p¥islugnych dvou vrchold (puntiki) oblou-
kem. Napriiklad na nésledujicim obrizku vidime zndzornéné tfi rtizné grafy o Sesti vrcholech.

INeboli neuspotadanych dvojic.
2Pismena V a E pochdzeji z anglickych terminii pro vrchol a hranu — vertez a edge.
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Tato reprezentace samoziejmé neni jednoznalna. TentyZ graf lze zndzornit nékolika rtznymi
obrazky, napf. na néasledujicim obrdzku mame zndzornény graf o mnoziné vrcholt {1,2,3,4} a
mnoziné hran {{1,2}, {1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}} dvéma odlisnymi zpisoby.

Kresleni obrazkl neni jediny zptlisob reprezentace grafi. Ty lze reprezentovat napf. mnoha
zpiisoby v paméti poditate®. Pro nés je to vSak zpiisob velmi nazorny, prehledny, a proto také
vhodny. Pfi nésledujicim vykladu si proto kreslete obrizky, kdykoliv jen to bude mozné. Mnoho
pojmi naléza motivaci praveé v obrazcich, a proto jejich kresleni napomiize k lepSimu pochopeni.

Nejdﬁleiitéjéi grafy

Uplng graf na n vrcholech znaime Kp. Je V(Kyp) ={1,2,...,n} a B(Ky) = (V(.I;")).

Ky Ks Ky Ks Ke

Kruznice na n (n > 3) vrcholech Cy,. Je V(Cyr) ={1,2,...,n} a E(Cyn) = {{1,2},{2,3},...,

{n - 17”}3 {n7 1}}
Qi C4 C5 Cﬁ

Cesta na n vrcholech Py. Je V(Pp) ={1,2,...,n} a E(Pp) = {{1,2},{2,3},...,{n —1,n}}.

AT

Py

Isomorfismus grafi

3Nikdo asi nepodezira dne¥ni paméti pocitace, Ze jsou zaloZeny na principu kresleni obréazku
na papir. :-)



DX}l Korespondenc¢ni seminar, KAM MFF UK, Malostranské ndmésti 25, 11800 Praha 1 X

Dva grafy G a G’ jsou stejné, pokud maji stejné mnoZiny vrcholt a hran, tedy pokud V(G) =
V(@) a E(G) = E(G'). Mnoho dvojic graft se vSak li§i pouze ,ndzvy“ vrchold, lze pro né
ale nakreslit obrizky, které vypadaji stejné (tedy maji riizné mnoZiny vrcholt, ale ,struktura®
mnoZiny hran na nich je stejnd). Pokud bychom vrcholy jednoho grafu ,p¥ejmenovali“, dostali
bychom stejné grafy. Formalné tedy definujeme isomorfismus dvou grafi takto:

Grafy G = (V,E) a G’ = (V', E’) nazveme isomorfni, pokud existuje vzdjemné& jednozna¢né
zobrazeni f : V — V' takové, 7e pro kazdé x,y € V plati nasledujici vlastnost:

{z,y} € E prévé tehdy, kdyz {f(z), f(y)} € E'.

Zobrazeni f nazyvadme isomorfismus mezi grafy G a G’. Skute¢nost, %e grafy G a G’ jsou iso-
morfni, zna¢ime G =2 G'.

Poznamka. Je hned vidét, ze relace ,byti isomorfni“ je ekvivalence na mnoziné v8ech grafi.

Cviceni 1. UkaZeme si, Ze grafy na nésledujicim obrézku jsou isomorfni.

f
5 4 d e o) € Y

1 2 a b c a B y

K tomu, abychom to ukézali, sta¢i najit prislu§né isomorfismy — funkce, které zobrazuji vrcholy
jednoho grafu na vrcholy druhého grafu. Snadno zjistime, Ze lze volit napt. nasledujici pfitazeni
(moZnosti je vSak mnohem vice): 1 © a ¢ o, 2+ d+< 3,3 b 1,4 e+ 0,5 ¢+ e,

Cviceni 2. (Polet neisomorfnich grafii) Na dané n-prvkové mnozZiné V existuje pravé 2(3)

riiznych graft. Je totiz ‘(‘2/)‘ = (3), a tedy mnozinu E C (‘2/) lze volit pravé 2l ()1 = 2(3)
zptsoby (kazdou potencidlni hranu e € (‘2/) do mnozZiny E bud déme, nebo neddme). Najdeme
ale mezi nimi velké skupiny graf, které jsou navzajem isomorfni. My bychom v8ak chtéli najit
co nejvice navzdjem neisomorfnich grafi. K tomu ndm pomtizZe nésledujici avaha.

Pro kazdy graf G s mnoZzinou vrcholt V, |V| = n, existuje nejvyse n! rliznych s nim isomorfnich
grafi se stejnou mnozinou vrchold. Kazdy isomorfismus f : V' — V je totiZ permutace na mnoZziné

2(3)

V' a viech permutaci na mnoZiné V je n!. Odtud je jiz vidét, Ze mtZeme najit alespoii =3
navzdjem neisomorfnich grafi na n prvkové mnozing.

Podgrafy
Rekneme, 7e graf H je podgrafem grafu G, pokud V(H) C V(G) a E(H) C E(G). Rekneme,
ze graf H je indukovanym podgrafem grafu G, pokud V(H) C V(G) a E(H) = E(G)N (V(2H)).

iii



DX}l Korespondenc¢ni seminar, KAM MFF UK, Malostranské ndmésti 25, 11800 Praha 1 X

Nyni si v8e vysvétlime na néasledujicim obrazku:

)2

V levé &asti obrazku vidime tuéné vyznaceny podgraf celého grafu G, v pravé ¢asti obrazku
vidime tu¢né vyznaceny indukovany podgraf celého grafu G. Indukovany podgraf grafu G vznikne
nepresné feceno tak, Ze z grafu G vymazeme nékteré vrcholy a v8echny hrany, které vymazané
vrcholy obsahovaly. Pro podgraf mizeme navic vymazat i nékteré dalsi hrany, i kdyZ nevymazeme
7adny z jejich koncovych vrchold.

Podgraf grafu G isomorfni néjaké cesté P, se nazyva cesta v grafu G. Cestu v grafu G lze
chépat také jako posloupnost

(v1,€1,v2,. .. em—1,Um),

kde vi,v2,...,vm jsou navzdjem razné vrcholy grafu G a pro kazdé i = 1,2,...,m — 1 je
e; = {vi,vi41} € E(G). Délkou cesty rozumime pocet jejich hran, tedy ¢&islo m — 1. Cislo m
znaci poclet vrchold cesty.

Podobné podgraf grafu G isomorfni n&jaké kruznici Cr, (m > 3) se nazyva krunice v grafu
G. Kruznici v grafu G lze chapat také jako posloupnost

(vi,€1,v2, ..., Um,€m, V1)

(polatetni a koncovy vrchol jsou tedy shodné), kde v1,vs,...,vm jsou navzijem rtzné vrcholy
grafu G, pro kazdé i = 1,2,...,m — 1 je ¢; = {v;,v;+1} € E(G) a také em = {vm,v1} € E(G).
Cislo m je délka kruZnice.

Cesta v grafu G, kterd je zaroven indukovanym podgrafem grafu G, se obvykle nazyva indu-
kovand cesta v grafu G. Podobné definujeme indukovanou kruznici v grafu G.

Cviceni 3. Jsou-li dva grafy G a H isomorfni, pak maji isomorfni také své podgrafy. Tedy
presndji, ke kazdému podgrafu G’ grafu G existuje podgraf H' grafu H, ktery je isomorfni
podgrafu G’ (a naopak). Podobné tvrzeni plati pro indukované podgrafy.

Souvislost a komponenty

Rekneme, Ze vrchol y je dosaZitelny z vrcholu z v grafu G, pokud graf G obsahuje jako podgraf
cestu zadinajici ve vrcholu x a konéici ve vrcholu y. Necht je dan vrchol z grafu G. Indukovany
podgraf grafu G, jenZ obsahuje pravé ty vrcholy, které jsou dosazitelné z vrcholu z, nazveme
komponentou grafu G pfislusnou vrcholu z a znacime K|[z].

Cviceni 4. Pro dané dva vrcholy z, y grafu G jsou piislusné komponenty K|[z] a K[y] bud
totozné, nebo disjunktni (neobsahuji zadny spoleény vrchol). Prvni pfipad nastavd pravé tehdy,
kdyz vrchol y je v grafu G dosazitelny z vrcholu z.

Predchozi cvi¢eni davd jasny smysl nasledujicim tvaham. Komponenta piislusnd vrcholu x
v grafu G je také komponentou piisluSnou kazdému svému vrcholu. Proto ji lze nazvat prosté
komponentou grafu G.

Graf G nazveme souwisly, pokud obsahuje jako podgraf jedinou komponentu. V opaéném
prfipadé nazveme graf G nesouvisly. Snadno si rozmyslime, ze graf G je souvisly pravé tehdy,

iv
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kdyz kazdy vrchol y € V(G) je dosazitelny z kazdého vrcholu z € V(G), jinak fefeno pravé
tehdy, kdyZ pro kazdé dva vrcholy z,y € V(G) v grafu G existuje cesta zafinajici ve vrcholu z
a kondici ve vrcholu y. Je zifejmé, Ze pojem komponenty a pojem souvislosti se zachovava pri
isomorfismu.

Skére grafu

Necht G je graf a v jeho vrchol. Symbolem deg (v) oznaéime pocet hran grafu G obsahujicich
vrchol v. Cislo degg;(v) nazveme stupném vrcholu v v grafu G.

Ozna¢me vrcholy grafu G jako v1,v2,...,v, (v n&jakém libovoln& zvoleném potadi). Posloup-
nost

(deg(v1),degg (v2), ... degg(vn))

nazveme skdre grafu G. JelikoZ jsme poradi vrchola grafu G volili libovolné, budeme dvé skére
povazovat za stejnd, li§i-li se pouze poradim ¢isel. V tomto smyslu je skdre grafu jednoznaéné
definovano.

Je snadno vidét, Ze dva isomorfni grafy maji stejné skdre (jelikoz vrcholy odpovidajici si pfi
isomorfismu maji stejny stupeh); tudiz dva grafy s riiznym skdre jsou nutné neisomorfni. Opa¢na
implikace ale zdaleka neplati, dva grafy se stejnym skore jesté isomorfni byt nemusi. Viz napft.
dva grafy na nasledujicim obrazku:

Snadno vidime, Ze oba grafy na obrazku maji skére (2,2,2,2,2,2). To, Ze nejsou isomorfni,
I1ze zdivodnit nékolika zplsoby. Napr. graf v pravé ¢asti obrazku obsahuje indukovanou kruznici
délky 3, graf v levé &asti nikoliv (vyuZivame cviceni 3). MiiZzeme si také v8imnout, Ze graf v levé
Césti obrazku je souvisly, graf v pravé ¢asti nikoliv.

Spolu se zavedenim pojmu skére grafu vyvstiva prirozena otézka, které posloupnosti Cisel
jsou piipustné jako skére grafu (tedy pro které posloupnosti Cisel existuje graf, jehoz skdre je
stejné jako dana posloupnost). Snadno zjistime, e ne vSechny posloupnosti jsou piipustné. Cisla
v posloupnosti zajisté musi byt celd a nezdporna. Ma-li graf G n vrchold, pak kazdy vrchol ma
stupei nejvysSe n — 1. MiZe totiz byt spojen hranou pouze s ostatnimi n — 1 vrcholy. V pripustné
posloupnosti tedy musi byt kazdé ¢islo mensi nez pocet jejich ¢lent. Dalsi jednoduché, ale velmi
dtlezité a v mnoha situacich uzivané kritérium je obsazeno v néasledujici vété.

Vé&ta 1. (Princip sudosti) Pro kazdy (konec¢ny) graf G = (V, E) plati

Z degq (v) = 2|E|.

veV

Specidlné je tedy soucet stupni vSech vrcholii sudé ¢&islo.

Diikaz. Stupei vrcholu v udavd pocet hran G, které obsahuji vrchol v. Pritom kazd4a hrana
obsahuje pravé dva vrcholy; se¢teme-li tedy stupné vSech vrcholl, dostaneme dvojnasobek poctu
v8ech hran.

Jako diisledek dostavame pozorovani, Ze pocet vrcholti lichého stupné je v kazdém (koneiném)
grafu G sudy.
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VS8echny vySe uvedené podminky vcetné principu sudosti stdle nedavaji charakterizaci po-
sloupnosti, které jsou skére n&jakého grafu. (Snadno si rozmyslime, Ze nap¥. posloupnost (3,3, 3,1)
neni skére zadného grafu.) Jednoduchy postup, jak o dané posloupnosti rozhodnout, zda je ské-
rem néjakého grafu, je obsaZzen v nasledujici vété.

Vé&ta 2. (Havlova) Necht D = (di,d2,...,dn) je posloupnost prirozenych ¢isel. Predpoklddejme,
Zed; <ds <--- <dp <n—1. Ozna¢me symbolem D’ posloupnost (d,d},...,d!,_,), kde

d = d; proi <n —dpy,

g di—1 proi>n—dy.

(Tedy posloupnost D' z posloupnosti D vznikne tak, Ze posledni ¢len dy, posloupnosti D vyne-
chdme a zbylych nejvétsich d, ¢lend posloupnosti D zmensime o jedni¢ku.) Potom posloupnost
D je skdre grafu pravé tehdy, kdy# posloupnost D' je skdre grafu.

Diikaz. Jednim smérem je tvrzeni snadné dokazat. P¥edpokladejme, Ze posloupnost D’ je skére
grafu G’ = (V',E’), kde V' = {v1,v2,...,vn—1} a degq v; = d}. Zvolme si novy vrchol vy, rizny
od vrcholdl v1,v2,...,v,—1 a definujme graf G = (V, E), kde

V=V'U{v,}
E=EU{{vi,vn}si=n—dn,n—dn+1,...,n—1}

(nepFesné feceno, novy vrchol spojime s poslednimi d,, vrcholy grafu G’). Je ziejmé, Ze skére
grafu G je pravé D.

Uvazme mnozinu G v8ech grafii G na mnoziné vrchold {v1,v2,...,v,} takovych, Ze degqn(vi) =
d;. Dokdzeme nésledujici lemma:

Lemma 1. V mnoziné G existuje graf Go takovy, ze vrchol v, je spojen pravé s vrcholy
Un—1sUn—2,-++yUn—d, -

Nez toto lemma dokdzeme, uvédomme si, Zze z ného jiz nase tvrzeni plyne. Uvazime-li totiz
graf, ktery z grafu Go z lemmatu vznikne odebranim vrcholu v, a v8ech hran vychézejicich z vy,
dostaneme z¥ejmé graf, jehoZ skére je D’. Nyni predvedeme dtlikaz lemmatu.

Diikaz. Pokud d, = n — 1, pak je vrchol v, v kazdém grafu G € G spojen se v8emi ostatnimi
vrcholy a jako G tedy mizeme vzit libovolny z grafii z mnoziny G. V opa¢ném piipadé pro kazdy
graf G € G definujeme &islo j(G) nésledujicim zpisobem. Podivime se, do kterych vrcholt vedou
v G hrany z vrcholu vy, a zvolime j(G) rovno nejvét§imu p¥irozenému &islu k < n, pro které v
grafu G vrchol v, neni spojen hranou s vrcholem vy,. Vzdy je zfejmé j(G) > n — dn — 1. Bud
Go € G graf (resp. jeden z grafi, je-li jich vice), pro né&jz je j(G) nejmensi mozné. DokdZeme, Ze
j(Go) = n —dn — 1, z ehoz jiz bude zfejmé, Ze Go je nés hledany graf.

Predpoklddejme tedy pro spor, ze j = j(Go) > n — dn — 1. UkdZeme, Ze pak existuje graf
G € G, pro ktery j(G) < j(Go), coz bude spor s minimalitou j(Go). V grafu Go tedy vrchol
vn neni spojen hranou s vrcholem v;. JelikoZ degg, (vn) = dn, existuje ¢ < j takové, Ze vrchol
vn je spojen hranou s vrcholem v;. Vime, 7e degq, (v;) = d;j > d; = degg, (v;). Vrchol v; tedy
nemd mensi stupeil nez vrchol v;; navic {vj,v,} neni hrana grafu Go, zatimco {v;,v,} je. Je
tedy zfejmé, Ze existuje vrchol vy takovy, Ze {v;,v}} je hrana grafu Go, zatimco {v;,v;} neni.
Nyni z grafu Go vytvofime graf G’ néasledujicim zptisobem (nakreslete si obrazek). Z grafu Gg
odebereme hrany {v;,vn} a {vj,v;} a nahradime je hranami {v;,vy} a {v;,vn}. Je ziejmé, Ze

vi
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stupn& vSech vrcholi jsou v grafu G’ stejné jako v grafu Gg, a tedy G’ € G. Navic je hned vidét,
ze j(G') < j = j(Go). Dostali jsme spor s minimalitou j(Gp). Tim je diikaz lemmatu i celé véty
hotov.

Cvigeni 5. UkdZeme, Ze posloupnost (1,2,4,4,4,5) neni skére zddného grafu, zatimco posloup-
nost (1,1,1,2,2,3,4,5,5) je skére grafu. V obou pfipadech postupujeme podle véty 2.

V prvnim p¥ipadé je posloupnost (1,2,4,4,4,5) podle véty 2 skére grafu pravé tehdy, kdyz
je skdre grafu posloupnost (0,1,3,3,3). Opétovnym pouzitim v&ty 2 dostaneme posloupnost
(0,0,2,2). Ta zifejmé neni skérem grafu, protoZe z prvniho vrcholu miZe vést hrana pouze do
druhého vrcholu (ostatni vrcholy maji skére 0). Prvni vrchol tedy nemiZe mit stupen 2.

Ve druhém p¥ipadé podobnym zpisobem dostaneme po fadé posloupnosti (1,1,1,1,1,2,3,4),
(1,1,1,0,0,1,2) (tu si miZzeme prerovnat podle velikosti na (0,0,1,1,1,1,2)), (0,0,1,1,0,0) (po
pferovnani podle velikosti (0,0,0,0,1,1)) a (0,0,0,0,0). Posledni posloupnost je skére grafu —
grafu s péti vrcholy a Zddnou hranou. Véta 2 nam dava také navod, jak najit priklad grafu s
danym skdre.

Serial — Teorie grafa

Jednotazky — eulerovské grafy

Dnesni dil seridlu za¢neme feSenim jedné z nejstargich tloh tykajicich se teorie grafii. Ukolem
je nakreslit dany graf G jednim uzavienym tahem, tj. bez zvedani tuzky z papiru, pfi¢emz kazda
hrana je obtahovdna pravé jednou. Tuto Glohu si nejdfive matematicky formalizujeme.

Posloupnost vrchold a hran (vi, e1,v2,€2, ..., em—1,vm) v grafu G takovou, ze ¢; = {v;, vi41}
proi = 1,2,...,m—1, nazyvime sledem v grafu G. V pfipadé, Ze se v této posloupnosti neopakuji
hrany, nazyvéme ji tahem v grafu G. Sled (resp. tah) v grafu G, pro ktery vi = v, nazyvame
uzavfenym sledem (resp. tahem) v grafu G. Uzavieny tah, ktery obsahuje v8echny vrcholy a hrany
grafu G, nazyvame uzavienym eulerovskym tahem v grafu G. Graf G nazyvame eulerovsky, pokud
v ném existuje uzavieny eulerovsky tah.

Poznamka. V§imnéme si, ze podle definice z minulého dilu seridlu je tah v grafu G, ve kterém
se neopakuji vrcholy, také cestou v grafu G. Uzavieny tah v grafu G, ve kterém se neopakuji
vrcholy (s vyjimkou prvniho a posledniho), je také kruZnici v grafu G.

Na nésledujicim obrazku nalezneme vlevo pfiklad grafu, ktery neni eulerovsky, vpravo priklad
grafu, ktery eulerovsky je. Ctendr si tento fakt jist& snadno ové&ii a nalezne mnoho dalich prikladt
eulerovskych i neeulerovskych graft.

Zékladni otdzka je, jak pro dany graf G uréit, zda je eulerovsky (tedy, zda ho lze nakreslit
jednim uzav¥enym tahem). NeZ tuto otdzku zodpovime, dokdZeme si jedno pomocné lemma.
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Lemma 2. Necht v grafu G existuje sled (resp. tah) za¢inajici ve vrcholu x a kon&ici ve vrcholu
y. Pak v grafu G existuje také cesta zacinajici ve vrcholu x a konéici ve vrcholu y.

Diikaz. Kazdy tah je zaroven sled, necht tedy v grafu G existuje n&jaky sled zaéinajici ve vrcholu
z a koncici ve vrcholu y. V tomto sledu se mohou opakovat vrcholy i hrany. Uvazujme tedy
takovy sled S = (vi,e1,v2,€2...,em—1,vm) zatinajici ve vrcholu z a koné&ici ve vrcholu y,
ktery obsahuje nejmensi moZny pocet hran (pokud je takovych sledd vice, uvazujeme libovolny
z nich). UkdZeme, Ze tento sled je jiZ cesta. Predpoklddejme pro spor, Ze ve sledu S se opakuje
n&jaky vrchol, tedy necht v, = v; pro n&jaké k < I. Pak ale sled S lze zkritit na sled S’ =
(vi,€1,. .. €K_1,V = V[,€1,...,€m—_1,Um), COZ je spor s volbou sledu S. Dokézali jsme tedy,
ze ve sledu S se nemohou opakovat vrcholy. Podobné se ve sledu S nemohou opakovat hrany.
Kdyby se ve sledu S opakovala néjakd hrana, opakoval by se také alesponn jeden jeji koncovy
vrchol. Dokazali jsme tedy, Ze S je cesta.

Vé&ta 3. (Charakterizace eulerovskych grafi) Graf G je eulerovsky pravé tehdy, kdyz je souvisly
a kazdy jeho vrchol ma sudy stupen.

Diikaz. Zatneme diikazem jednodussi implikace. Pfedpokladejme tedy, Ze graf G je eulerovsky.
Ukazeme, Ze je také souvisly. Mé&jme né&jaké dva vrcholy x a y grafu G. UkdZeme, Ze mezi nimi
existuje cesta. Eulerovsky tah T' v grafu G prochdzi vSemi vrcholy, tedy i vrcholy z a y. Omezime-
li se na tsek T mezi vrcholy = a y, zjiStujeme, Ze v grafu G existuje tah zacinajici ve vrcholu
z a koncici ve vrcholu y. Podle lemmatu 2 mezi t€mito vrcholy existuje také cesta. Kazdé dva
vrcholy grafu G jsou tedy v téze komponenté, a graf G je tedy souvisly. Musime jesté ukazat,
7e v grafu G ma kazdy vrchol z sudy stupei. To je také z obrazku jasné — kreslime-li graf G
podle uzavieného eulerovského tahu 7', tak vZdy kdyZ vstoupime néjakou hranou do vrcholu z,
bezprostifedné poté ho jinou hranou opustime. Jelikoz hrany se v eulerovském tahu neopakuji,
nakreslili jsme sudy poéet hran sousedicich s vrcholem z. Ctenafi vybavenému touto myslenkou
jiz zajisté nelini vétsi potize tvahu matematicky formalizovat.

Nyni musime dokdzat obtizné&jsi implikaci. Pfedpoklddejme, Ze mame souvisly graf G, ktery
ma sudé stupné vSech svych vrchola. Zvolme si libovolny vrchol x grafu G. Uvazujme nejdelsi tah
(tedy tah obsahujici nejvétsi pocet hran) T v grafu G, ktery za¢ind ve vrcholu z (takovy urcité
existuje alespon jeden — hran v grafu G je konecny pocet — pokud jich existuje vice, vybereme si
libovolny z nich). UkdZeme, Ze tah T je jiz eulerovsky. Nejdfive ukdZeme, Zze T je uzavieny tah.
Predpokladejme, Ze tah T' konéi ve vrcholu y # z. Pak vrchol y je tahem T nékolikrat navstiven
(pficem? tah T jednou hranou do vrcholu y vstoupi a jinou hranou ho opusti), az v ném tah T'
nakonec skoné&i (jednou hranou do né&j vstoupi). Celkem tedy vidime, Ze tah T pouZivé lichy po&et
hran sousedicich s vrcholem y. Jelikoz v8ak vrchol y mé v grafu G sudy stupei, musi existovat
hrana e sousedici s vrcholem y, kterd se v tahu 7' nevyskytuje. Pak ale lze tah 7" o hranu e
prodlouzit. To je spor s maximalitou délky tahu 7'. Tah T' je tedy uzavieny. UkdZzeme, Ze tah T
pouZiva v8echny hrany grafu G a je tedy eulerovsky (diky souvislosti grafu G musi pak navstivit
i vSechny vrcholy grafu G). Pro spor pfedpoklddejme, Ze existuje hrana grafu G, kterd neni
obsaZena v tahu T. Uvazujme graf G’, ktery vznikne z grafu G vymazanim vSech hran tahu T
(vrcholy ponechdme v8echny). V&imnéme si, Ze v grafu G’ jsou také stupné vSech vrcholt sudé
(u kazdého vrcholu jsme totiZ smazali sudy pocet hran). Urcité existuje komponenta K grafu
G', ktera obsahuje alespofi jednu hranu. UkéZeme, Ze komponenta K obsahuje vrchol z, ktery
je obsazen v tahu T'. Kdyby tomu tak nebylo, pak by v grafu G neexistovala hrana spojujici
vrchol navstiveny tahem 7' s vrcholem komponenty K. Nemohla by tedy ani existovat cesta
z Zadného vrcholu komponenty K do (napf.) vrcholu z. Dostali bychom spor se souvislosti grafu
G. Uvazujme tedy takovy vrchol z a uvaZujme n&jaky tah T’ maximélni délky, ktery za&ind ve
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vrcholu z a pouZiva pouze hran komponenty K grafu G’. JelikoZ komponenta K obsahuje alespon
jednu hranu, obsahuje tah T’ také alespon jednu hranu. JelikoZ vechny stupné vrcholii v grafu
G’ jsou sudé, dokazeme snadno, %e tah T’ je uzavieny (podobné& jako v p¥ipad& tahu T'). Tah T'
alespofi jednou nav$tivi vrchol z. Modifikujme tedy tah 7" nisledovné. Za¢neme ve vrcholu z a ve
chvili, kdy poprvé navstivime vrchol z, za¢neme pokracovat podle tahu T” v komponentd K. A%
obejdeme cely tah T’ a vratime se do vrcholu z, budeme pokradovat podle tahu T a vratime se
do vrcholu z. Tim jsme tah T prodlouZili o tah T”, ktery obsahuje alespoti jednu hranu. Dostali
jsme spor s maximalitou délky tahu 7'. Dokdzali jsme tedy, Ze tah T je eulerovsky.

Eulerovské orientované grafy

Vsechny pojmy, které jsme doposud zkoumali, se tykaly neorientovanych grafi — hrany tako-
vych graft nemaji zacatek a konec. Pouze spojuji pfislusnou dvojici vrcholi. V mnoha situacich
je vhodné definovat pojem orientovaného grafu. Neformdalné feeno, kazdé hrané je prifazena
néjaka orientace — tedy je urceno, ktery ze spojenych vrcholi je pocatecni a ktery koncovy. Na
obrazku tuto skutenost obvykle znazoriiujeme Sipkou. Formalné lze orientovany graf definovat
napft. takto:

Orientovanym grafem nazveme kaZdou uspofddanou dvojici (V, E), kde V je libovolnd mno-
Zina a E je mnoZina (n&kolika) usporddanych dvojic prvké mnoziny V (tedy E C V x V). Prvky
mnoziny V nazyvame wrcholy grafu G a prvky mnoZiny E nazyvame (orientované) hrany grafu
G. Pro hranu e = (z,y) € E grafu G nazyvame vrchol x poddtecnim vrcholem hrany e a vrchol
y koncovym vrcholem hrany e.

Priklad orientovaného grafu vidime na nésledujicim obrizku. VS§imnéme si, Ze v nasi definici
pripoustime, aby mezi dvéma vrcholy orientovaného grafu vedly hrany obéma sméry a dokonce
aby orientovany graf obsahoval orientovanou hranu, jeji# po¢ateéni a koncovy vrchol se shoduji.

Mnoho pojmi definovanych pro neorientované grafy lze pfirozenym zptisobem rozsitit pro
grafy orientované. My si to zde ukdZeme na pojmu eulerovského grafu. Nejdfive vSak musime
zobecnit nékolik zakladnéjsich pojmi.

Je celkem prirozené definovat orientovany sled v grafu G jako posloupnost

(vo,e1,v1,€2,...,€m,Um),

pfi¢emZz v; jsou vrcholy grafu G a e; = (vj—1,v;) jsou hrany grafu G. Podobnym zptsobem
definujeme pojem orientovaného tahu (pfiddme navic podminku e; # e; pro i # j), orientované
cesty (v; # vj pro i # j) a orientované kruznice. Viimnéme si tedy, Ze v orientovaném sledu
(resp. tahu, cest&, kruZznici) jsou viechny hrany orientovany ,ve stejném sméru“ — tedy ,,po sméru
kresleni“.

Rekneme, 7e orientovany graf G je eulerovsky, pokud v ném existuje uzavieny orientovany
tah, ktery obsahuje kazdou hranu grafu G préavé jednou a kazdy vrchol grafu G alespoii jednou.

4Takové4 hrana se obvykle nazyvd smycka.
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Tedy neformadlné, eulerovsky graf lze nakreslit na papife jednim tahem tak, Ze kazdou hranu
kreslime ve sméru jeji orientace (a pravé jednou).

Nyni budeme sméfovat k charakterizaci orientovanych eulerovskych grafii (velmi podobné
neorientovanému piipadu). Nejd¥ive si musime zavést jesté nékolik pojmii.

Pro dany vrchol v orientovaného grafu G oznacime degzg(v) pocet orientovanych hran v grafu
G, jejichz koncovy vrchol je prévé vrchol v. Podobné oznalime deg,(v) pocet orientovanych hran
v grafu G, jejich? po¢atedni vrchol je pravé vrchol v. Cislo degg(v) nazyvame vstupni stupen
vrcholu v v grafu G, &islo deg&(v) nazyvame vystupni stupern vrcholu v v grafu G. Pokud pro
kazdy vrchol v grafu G plati degg(v) = degg, (v), nazyvdme orientovany graf G vyvdZeny.

Kazdému orientovanému grafu G = (V, E) lze pfifadit neorientovany graf (nazyvany symet-
rizace grafu G) sym(G) = (V, E), kde

E={{z,y},z #vy a (z,y) € E nebo (y,z) € E}

(Symetrizace grafu G tedy vznikne tak, Ze v orientovaném grafu G vynechdme vSechny smycky
a ze vSech hran umaZeme Sipky — pokud mezi dvéma vrcholy vedou hrany ob&ma sméry, pak
ponechdme jen jednu).

Nyni jiz mGzeme zformulovat vétu charakterizujici orientované eulerovské grafy.
Véta 4. (Charakterizace orientovanych eulerovskych grafii) Orientovany graf G je eulerovsky
pravé tehdy, kdyZ je vyvédzeny a jeho symetrizace sym(G) je souvisly graf.

Diikaz tohoto tvrzeni je analogicky dilkazu vty 3 a je proto prenechdn ¢tenéfi (jako souldst
5. tlohy serialu).

Stromy

Nyni se jiz vratime k neorientovanym grafim. Budeme se zabyvat problematikou stromi.
Kazdy Ctenar se jisté setkal s néjakym stromem v prirodé. V teorii grafi se stromem rozumi graf,
ktery vypadd podobné jako na nésledujicich obrazcich:

Jsou to (nepfesné vyjadreno) grafy, které zachycuji ,,proces vétveni bez nésledného spojovani“.
Ctendr si jisté dovede predstavit motivaci, ktera dala vzniknout ndzvu pro tyto grafy. Presné& lze
pojem stromu definovat mnoha rozdilnymi zpisoby. My si nakonec dokdzeme pé&t rozdilnych
charakteristik tohoto pojmu. Nejdfive si ale uvedeme nasledujici definici.

Konetny graf T nazveme strom®, pokud je souvisly a neobsahuje kruZnici jako sviij podgraf.

Poznamka. Viimnéme si, Ze kazdé cesta je strom.

5V teorii grafii je obvyklé znagit stromy pismenem T (z anglického vyrazu ,tree“).
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Vrchol v stromu T nazveme list, pokud degg(v) = 1. Nyni miZeme zformulovat jednoduché
pozorovani:

Lemma 3. Kazdy strom T s alespoii dvéma vrcholy obsahuje alespon dva listy.

Diikaz. Uvazme v8echny cesty v grafu T' a vyberme z nich tu cestu P = (vg, €1, v1,€2,...,€m,Vm),
kterd mé nejvétsi moZnou délku (pokud existuje takovych cest vice, vybereme si libovolnou
z nich). JelikoZ strom T mé alespoii dva vrcholy, ma také alespoii jednu hranu (jinak by nebyl
souvisly) , a tudiZ i cesta P mé délku alespoii 1 a obsahuje alespoii dva vrcholy. Tedy m > 0
a vy # vo. Tvrdime, Ze vrcholy vg a vy, jsou listy stromu 7'. To lze nahlédnout napf. sporem.
Pokud napf. vrchol vy, neni list, pak dega(vm) > 2, a tedy existuje je§té vrchol vpm41 # Vm—1
takovy, Ze em+1 = {Um,VUm+1} je hrana stromu 7. Nyni stali nahlédnout, %e vrchol vy, 41 neni
vrchol cesty P. Kdyby pro néjaké ¢ < m — 1 bylo v; = vy,+1, pak by strom 7' obsahoval kruznici
(Viy€ig1s--y€msVm,€m+1,Um+1). To v8ak podle definice stromu neni mozné. Je tedy vidét, ze
(vo,€1,V1,€2,...,€m, Um,€m+1,Um+1) je cesta v grafu T, kterd je deldi neZ cesta P. To je spor
s definici cesty P. Ukazali jsme tedy, Ze vrchol vy, je nutné list stromu T'. Analogicky ukdZeme,
7e i vrchol vg je list stromu 7.

Je-li G graf a v jeho vrchol, budeme symbolem G — v znacit graf, ktery vznikne z grafu G
vynechdnim vrcholu v a v8ech hran, které vrchol v obsahuji. Podobné je-li G graf a e jeho hrana,
budeme symbolem G — e znadit graf, ktery vznikne z grafu G vynechdanim hrany e.

Lemma 4. (Postupnd vystavba stromt) Bud G graf a v vrchol grafu G stupné& 1. Pak nésledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(7) G je strom.
(i1) G — v je strom.

Dtikaz neni t&%ky a prenechdvdme jej ¢tendri (jako souddst 4. alohy seridlu).

Diisledkem tohoto lemmatu (spolu s lemmatem 3) je, Ze kazdy strom lze postupnym odebi-
ranim listd zredukovat az na graf obsahujici jediny vrchol. Naopak také vidime, Ze kazdy strom
I1ze ziskat postupnym pfipojovanim listd ke grafu obsahujicimu jediny vrchol.

Véta 5. (Charakterizace stromii) Bud' G = (V, E) kone¢ny graf. Pak nésledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(1) G je strom.

(i) Pro kazdé dva vrcholy x,y € V existuje prdvé jedna cesta v grafu G zacinajici ve vrcholu x
a koncici ve vrcholu y.

(#i1) Graf G je souvisly a vynechdnim libovolné hrany vznikne nesouvisly graf.
(iv) Graf G neobsahuje kruznici a priddnim libovolné hrany vznikne graf kruznici obsahujici.

(v) Graf G je souvisly a plati |V| = |E| + 1.

Diikaz. Dokdzeme postupné nékolik implikaci, ze kterych jiz bude plynout celkova ekvivalence
vSech podminek.

(i) = (4i). Necht G je strom. Pak graf G je souvisly a pro kazdé dva jeho vrcholy = a y existuje
alespofi jedna cesta zacinajici v x a koncici v y. Predpoklddejme pro spor, Ze v grafu G existuji
dva vrcholy = a y, pro které existuji dvé rizné cesty P; a P> zacinajici ve vrcholu x a konéici ve
vrcholu y. Kdyby cesty P; a P2 neobsahovaly Zadné spole¢né vrcholy kromé& vrcholi x a y, pak
by dohromady tvorily kruznici v grafu G. MiiZe se ndm ale stét, Ze cesty P; a P> obsahuji néjaké
spole¢né vrcholy. Kruznici v grafu G tedy musime najit Sikovnéji. Jelikoz cesty P1 a P jsou
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rizné, existuje vrchol z cesty Pi, ktery neni obsazen v cesté P>. Na tseku cesty P mezi vrcholy
x a z existuje posledni vrchol (tedy vrchol nejbliZe vrcholu z, ktery je spolenym vrcholem cest
P1 a P> — oznatme ho w. Analogicky na tiseku cesty P; mezi vrcholy z a y ozname v prvni
vrchol (tedy vrchol nejbliZe vrcholu z), ktery je spolenym vrcholem cest P; a P». Nyni je jiz
zfejmé, Ze tseky cest P; a P> mezi vrcholy u a v neobsahuji kromé krajnich vrcholi zadné dalsi
spole¢né vrcholy a tvofi dohromady kruznici v grafu G. To je spor s predpokladem, ze graf G je
strom.

(i) = (4i1). Necht v grafu G existuje mezi kazdymi dvéma vrcholy prévé jedna cesta. Pak graf
G je ziejmé& souvisly. Odebereme-li z grafu G hranu e = {z,y}, pak zfejmé& vrcholy = a y byly
v grafu @ spojeny jedinou cestou (z,e,y), a tedy v grafu G — e jiz zddnou cestou spojeny nejsou.
Graf G — e je tedy nesouvisly.

(#i1) = (iv). Necht graf G je souvisly a vynechdnim libovolné hrany vznikne nesouvisly graf.
Ukéazeme, Ze v grafu G neexistuje kruznice. Pro spor predpoklddejme, Ze graf G obsahuje kruznici
C. Necht e = {z,y} je libovolnd hrana této kruznice. UkdZeme, Ze graf G — e je souvisly, tedy
ze kazdé dva vrcholy u,v grafu G jsou spojeny cestou v grafu G — e. Jelikoz graf G je souvisly,
jsou v ném vrcholy u a v spojeny néjakou cestou P. Pokud cesta P neobsahuje hranu e, pak
spojuje vrcholy u a v i v grafu G —e. Pokud P obsahuje hranu e, tak lze hranu e nahradit cestou,
ktera vznikne z kruZnice C' vypusténim hrany e. Tim dostaneme sled P’ za&inajici ve vrcholu
u a koncici ve vrcholu v v grafu G — e. Podle Lemmatu 2 jsou vrcholy v a v v grafu G — e
spojeny také cestou. Dokézali jsme tedy, Ze graf G neobsahuje kruZnici. Musime je$té dokazat,
ze priddnim libovolné hrany ke grafu G vznikne graf, ktery kruznici obsahuje. Pfidejme tedy ke
grafu G hranu {z,y}, kterd v grafu G nebyla obsaZena. Vime, Ze vrcholy z a y jsou v grafu G
spojeny cestou P. Cesta P spolu s hranou {z,y} tvo¥i kruZnici ve vzniklém grafu.

(iv) = (7). Necht graf G neobsahuje kruZznici a p¥idanim libovolné hrany vznikne graf kruZnici
obsahujici. Zfejmé staci ukdzat, ze graf G je souvisly. Pro spor pfedpoklddejme, ze graf G je
nesouvisly. Pak tedy existuji dva vrcholy u a v grafu G, které nejsou v grafu G spojené cestou.
Specidlné tedy e = {u,v} neni hrana grafu G. Graf G + e vznikly pfiddnim hrany e ke grafu
G podle predpokladii obsahuje kruznici C. JelikoZz graf G neobsahuje kruZnici, musi kruZznice
C obsahovat hranu e, kterou jsme pfidali. Kruznice C tedy prochédzi vrcholy u a v, které na
ni sousedi. Vidime, Ze odstranénim hrany e z této kruZnice dostaviame cestu, kterd v grafu G
spojuje vrcholy u a v. Tim dostdvame kyZeny spor.

(i) < (v). Toto tvrzeni dokdZeme matematickou indukci podle poltu vrcholi grafu G. Necht
nejdiive graf G obsahuje jediny vrchol v. Pak ziejmé& graf G je strom a tvrzeni (i) plati. Stejné
tak |V| =1, |[E| = 0 a tvrzeni (v) také plati. Nyni tedy pfedpokladejme, Ze n > 2 a Ze dokazovana
ekvivalence plati pro vSechny grafy s méné nez n vrcholy. Dokdzeme ji pro grafy majici pravé n
vrchold.

Dokézeme nejdrive implikaci zleva doprava. Predpoklddejme tedy, Ze graf G je strom. Podle
lemmatu 3 existuje vrchol v grafu G, jehoZ stupen je 1. Podle lemmatu 4 je také graf G — v
strom. V§imnéme si, Ze graf G — v mé o jeden vrchol a o jednu hranu méné nez graf G. Pro graf
G — v z indukéniho predpokladu vime, Ze plati ekvivalence (i) < (v). Jelikoz graf G — v je strom,
dostavame podle (v) |V(G — v)| = |E(G — v)| + 1. JelikoZ graf G ma o jeden vrchol a o jednu
hranu vice ne7 graf G — v, snadno vidime, Ze jsme dokézali i |V(G)| = |E(G)|+ 1, coz jsme chté&li.

Nyni dokdZeme implikaci zprava doleva. Predpoklidejme tedy, Ze graf G je souvisly a plati
[V(G)| = |E(G)] + 1. Jelikoz G m4& alesponi dva vrcholy a je souvisly, neexistuje v ném vrchol
stupné 0. Predpokladejme, Ze by vSechny vrcholy grafu G mély stupeni alesponi dva. Vime, Ze plati
|E(G)| = % > dega(v) > % > 2 =|V(G)|. To je spor s rovnosti |V(G)| = |E(G)| + 1.

veV(Q)

veV(Q)
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Dokézali jsme tedy, Ze v grafu G musi existovat vrchol v stupné 1. Graf G — v ma o jeden vrchol
a 0 jednu hranu méné& nez graf G, a spliiuje tedy |V (G —v)| = |E(G — v)| + 1. Podle induk&niho
predpokladu dostavame, Ze graf G — v je strom, a podle lemmatu 4, Ze i graf G je strom. Tim je
dikaz hotov.

Serial — Teorie grafi

Barevnost grafu

Dnesni dil seridlu zatneme zkoumdnim jisté vlastnosti grafii — barevnosti. M&jme (neoriento-
vany) graf G. Jde o problém obarvit vrcholy grafu G nékolika barvami tak, aby vrcholy spojené
hranou mély riznou barvu. Regeni tohoto problému je jednoduché — sta&i obarvit kazdy vrchol
jinou barvou. VétSinou je v8ak cilem pouzit co nejmensi pocet barev. Barvy budeme vétSinou
oznafovat prirozenymi Cisly. Uvedeme si nyni formalni definici.

Necht G je graf. Obarvenim grafu G pomoci k barev rozumime kazdou funkci v : V —
{1,2,...,k} takovou, Ze jsou-li z a y vrcholy grafu G spojené hranou, pak u(z) # u(y). Barevnosti
grafu G rozumime nejmensi prirozené ¢islo k, pro které existuje obarveni grafu G pomoci k barev.
Znatime® ji x(G).

Na nésledujicim obrazku vidime obarveni grafu pomoci péti barev.

Jak jsme si jiz uvédomili, graf G lze obarvit pomoci |V (G)| barev, definice barevnosti je tedy
korektni. Zaroveni vidime snadnou nerovnost x(G) < |[V(G)].

Urdit barevnost obecného grafu je algoritmicky t&7ka otdzka. Neni zndm Zadny efektivni (tj.
polynomiélng rychly v zavislosti na velikosti vstupu) algoritmus?, ktery by pro zadany graf ur&il
jeho barevnost. Nicméné pro nékteré specidlni t¥idy grafi lze urcit barevnost snadno. Zatneme
nasledujicim velmi jednoduchym cvi¢enim.

Cvigeni 6. Pro tUplny graf K, plati x(Kn) = |V(Ky)| = n. Naopak, plati-li pro n&jaky graf G
rovnost x(G) = |V(G)|, pak G je isomorfni grafu K, pro n = |V(G)|.

Obg tvrzeni jsou jednoduchd. Je-li f obarveni grafu K, pomoci k barev, pak jelikoz kazdé
dva vrcholy grafu K, jsou spojeny hranou, musi byt podle definice obarveni funkce f prostd

6V angli¢ting se pro barevnost grafu pouZiva termin ,chromatic number“ — odtud i zna&eni
feckym pismenem ,chi“.

"Pro znalce problematiky vypodetni slozitosti poznamenejme, Ze se jedna o tzv. N P-tiplnou
alohu.

xiii



DX}l Korespondenc¢ni seminar, KAM MFF UK, Malostranské ndmésti 25, 11800 Praha 1 X

(neexistuji dva vrcholy, které by mohly byt obarveny stejnou barvou), a tedy ziejmé k > n.
Dostavame tedy x(Krn) = n. Naopak pfedpoklddejme, Ze pro néjaky graf G plati x(G) = |V(G)|.
Predpokladejme pro spor, Ze v grafu G existuji dva vrcholy = a y, které nejsou spojené hranou.
Pak zkonstruujeme funkci f, kterd vrcholim z a y pfifadi ¢islo 1 a zbylym vrcholim pfiradi
navzajem riiznd ptirozend &isla 2,3, ..., |V(G)| — 1. Zfejmé& f je obarveni grafu G, a tedy x(G) <
|[V(G)| — 1, coz je spor. V grafu G tedy musi byt kazdé dva vrcholy spojené hranou a graf G je
tedy isomorfni grafu K, pro n = |V(G)|.

Vidime tedy, Ze uplné grafy jsou grafy s ,nejvét§i moZnou® barevnosti (pro pevny polet
vrcholil). Nésledujici véta ¢astetnd vystihuje opalny extrém.

Véta 6. (Barevnost stromii) Bud T strom s alespori dvéma vrcholy. Pak x(T') = 2.

Diikaz. Kazdy strom s alespoii dvéma vrcholy obsahuje alespoii jednu hranu (viz nap¥. véta 5 (v)).
Vrcholy spojené touto hranou nemohou mit stejnou barvu, a tedy zfejmé x(T') > 2. Opaénou
nerovnost dokdZzeme matematickou indukci podle poétu vrcholi stromu 7. Pokud ma strom
T dva vrcholy, pak méme x(T') < |[V(T)| = 2. Pfedpoklddejme, Ze jsme nerovnost x(T') < 2
dokdzali pro v8echny stromy o k — 1 vrcholech, a mé&jme strom T s k vrcholy (k > 3). Podle
lemmatu 3 obsahuje strom 7T list v, ten je spojen s pravé jednim dalSim vrcholem w stromu 7'
Podle lemmatu 4 je graf T'— v také strom. Podle indukéniho pfedpokladu lze strom 1" — v obarvit
dvéma barvami. JelikoZ vrchol v sousedi v grafu T pouze s vrcholem w, 1ze ho obarvit opa¢nou
barvou, nez jakou barvou jsme obarvili vrchol w v grafu 7' — v a dostaneme obarveni grafu 7'
dvéma barvami. Je tedy x(7') < 2 a diikaz je hotov.

Definujme nyni §irsi t¥idu grafid, pro které dokdZeme, Ze maji barevnost nejvyse dva.

Graf G = (V, E) nazveme bipartitni, pokud existuji dvé disjunktni mnoZiny Vi a Vo, ViUVs =
V takové, Ze kazda hrana e € E spliiuje [eNVi| = |eNnVa| = 1. Tedy kazdé hrana grafu G spojuje
néjaky vrchol mnozZiny Vi s vrcholem mnoZiny V5 a neexistuji hrany spojujici vrcholy ze stejné
mnoziny.

Véta 7. (Charakterizace bipartitnich grafi) Necht G je graf. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvi-
valentni:
(7) Graf G je bipartitni.
(i1) x(G) < 2.
(i13) Graf G neobsahuje jako sviij podgraf kruZnici liché délky.
Dtikaz této véty prenechdviame Ctenédfi (jako soucdst 7. Glohy seridlu).
Chromaticky polynom

Dostavame se k zajimavé grafové charakteristice. Mé&jme dan pevny graf G, prirozené Cislo
x bude prom&nné. Cislem fg () oznaéme polet obarveni grafu G pomoci z barev. Ziejmé pro
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z < x(G) je fa(z) = 0 a pro z > x(G) je fa(x) > 0. V nasledujici vét& uvidime, Ze o funkci
fa(z) 1ze dokdzat vice.

Vé&ta 8. (O chromatickém polynomu) Necht G je graf o n vrcholech. Potom funkce fa(z) je

normovany?® polynom stupné n s celo&iselnymi koeficienty. Kazdé celé nezdporné &islo k < x(G)
je jeho korenem.
Dtikaz této véty prenechdviame Ctendfi (jako soucdst 8. tlohy seridlu).

Cviceni 7. Uréime chromaticky polynom tuplného grafu K,. Oznaéme si vrcholy grafu K,
v libovolném poradi jako vi,wv2,...,v,. Pfedstavme si, Ze obarvujeme graf K, pomoci x > n
barev. Na zadtku méjme graf neobarveny. Za¢neme obarvenim vrcholu vi. Zfejmé mame z
moznosti, kterou barvu si pro néj zvolime. Poté obarvime vrchol va. JelikoZ vrchol v2 je spojen
hranou s vrcholem v1, nesmime pouZit barvu, kterou jsme obarvili vrchol v;, mame tedy = — 1
moznosti, jak ho obarvit. Dale obarvime vrchol vz, zfejmé pro néj mame x — 2 moznosti volby
jeho barvy, atd. Pro vrchol v médme & — k 4+ 1 moZnosti obarveni, protoZe se musime vyhnout
pravé k — 1 jiz pouzitym barvim. Celkem tedy dostdvame, Ze pocet obarveni grafu K, pomoci
barev je z(x — 1) --- (x — n+ 1). Je vidét, Ze tento vysledek je v platnosti i pro z < n = x(Kn),
jelikoZz né€kterd ze zavorek je nulova.

Poznamka. Tvar chromatického polynomu lze odvodit také z véty 7. Je zfejmé fx, normovany
polynom stupné n, ktery mé koteny z = 0,1,2,...,n — 1.

Véta 9. (Chromaticky polynom stromu) Necht T je strom o n vrcholech. Pak chromaticky
polynom grafu T je tvaru fr(xz) = x(z — 1)"~ 1.

Diikaz. Dikaz povedeme matematickou indukci podle poétu vrchold stromu 7'. Méjme pevny
pocet x barev. Nejprve predpoklddejme, Ze strom 7" ma jediny vrchol. Ten lze obarvit z barvami,
a tedy fr(z) = x a tvrzeni plati. Nyni pfedpoklddejme, Ze jsme tvrzeni dokdzali pro vSechny
stromy o n = k vrcholech a mé&jme strom 7" o k + 1 vrcholech. Podle lemmatu 3 existuje list
stromu T (oznalme ho v). Podle lemmatu 4 je graf T — v strom o k vrcholech. Plati tedy
fr—o(x) = z(z — 1)k¥~1. Kazdé obarveni stromu 7' — v lze rozi¥it na obarveni stromu 7' tak, 7e
vrchol v obarvime nékterou z barev rtiznou od barvy souseda vrcholu v. Pro obarveni vrcholu v
tedy méme & — 1 moznosti a plati f7(x) = (£ — 1) fr_,(z) = x(z — 1)*. Tvrzeni tedy plati i pro
stromy o n = k + 1 vrcholech.

Rovinné grafy

Jak jsme se jiz v predchozich dilech presvédc(ili, reprezentace grafi obrazky je Casto velmi
vyhodny zptsob, jak si graf predstavit. Nyni se budeme zabyvat jistou t¥idou graf, jejiz definice
Gzce souvisi pravé s touto reprezentaci. Pijde o tzv. rovinné grafy, tj. grafy, které lze nakreslit
do roviny bez kifizeni hran. K tomu, abychom si je mohli formélné zavést, bude potfeba nékolik
pomocnych pojmi.

Rovinnou k¥ivkou rozumime kazdé spojité zobrazeni vy : [0,1] — R2. Body v(0) a ¥(1) na-
zyvame koncové body kiivky 7. Rovinnou k¥ivku v nazyvame jednoduchou, pokud zobrazeni =y
je prosté. Rovinnou kfivku v nazyvidme jednoduchou uzavienou, pokud v(0) = ~(1) a pokud
zobrazeni «y z(iZené na interval [0,1) je prosté.

K témto definicim je potifeba trocha komentéare. MoZné vés napadlo, jak souvisi pojem kiivka
se zobrazenim z intervalu [0,1] do roviny. Motivace je jednoduchd. Predstavme si, Ze kreslime

&Normovany polynom je polynom, jeho# koeficient u nejvyssi mocniny je roven jedné.
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tuzkou na papife k¥ivku. Zobrazeni v : [0,1] — R? ndm bude vyjadfovat polohu tuzky v Case
t. V Case t = 0 zatneme v néjakém bodé& kreslit, v ¢ase ¢t = 1 skoncime. Spojitost zobrazeni vy
odpovidé spojitému pohybu tuzky po papife — tuzku nezveddme a kreslenou kiivku tak nikde
nepferusujeme.

Poznamka. Jesté si také miZzeme povS§imnout, Ze kfivkou vétSinou rozumime geometricky ob-
jekt v rovin& (napf¥. usecku, oblouk kruZnice, apod.), zde jsme vSak k¥ivku definovali jako jisté
zobrazeni vy, jehoz obor hodnot (tj. mnoZina ([0, 1])) je dany geometricky objekt. Casto budeme
tyto dva pojmy ztotozhovat; z kontextu vzdy bude jasné, ktery z nich mame na mysli.

Necht G = (V, E) je graf. Nakreslenim grafu G rozumime pfifazeni, které kazdému vrcholu v
grafu G pfifadi bod b(v) roviny a kazdé hrané e = {v, w} grafu G pfifadi jednoduchou k¥ivku 7. s
koncovymi body b(v) a b(w). P¥itom predpokladame, %e zobrazeni b je prosté (riznym vrcholtim
jsou pfifazené rtzné body roviny) a Ze bod b(v) neni nekoncovym bodem Zadné k¥ivky . (tedy
7adné kiivka neprochdzi jinymi vrcholy nez svymi koncovymi).

Nakresleni grafu G nazveme rovinné, pokud kazda dvojice kiivek odpovidajici riznym hranam
grafu G mé spoletny nanejvys koncovy bod (to nastane v piipads, Ze piislusné hrany maji
spole¢ny koncovy vrchol).

Graf G nazveme rovinng, pokud existuje alespon jedno jeho rovinné nakresleni.

Poznamka. Na nésledujicim obrazku vidime vlevo pfiklad rovinného nakresleni grafu K4. Vi-
dime tedy, Ze graf K4 je rovinny. Vpravo vidime pitiklad nakresleni grafu K5, které neni rovinné.
To viak je$té& neznamend, 7e neexistuje jiné nakresleni grafu K5, které rovinné je?.

Poznamka. Misto kresleni grafu bez kifizeni hran do roviny by nds mohlo napadnout kreslit grafy
do jinych ploch. Nap¥. na sféru (povrch koule), valec (nekoneén& vysoky)!9, anuloid, ale nap¥.
i na Kleinovu lahev, projektivni rovinu apod. Vznikaji tak jiné zajimavé t¥idy graft. V nasem
seridlu se jimi ale zabyvat nebudeme.

Je celkem jasné, jak o n&jakém grafu dokdzat, Ze je rovinny — sta¢i najit néjaké jeho rovinné
nakresleni. Jak ale dokazovat, Ze dany graf rovinny neni? Musime ukdzat, Ze Zadné jeho nakresleni
neni rovinné. Pro ilustraci dokdZeme nésledujici tvrzeni.

Véta 10. Graf K5 neni rovinny.

Diikaz. Postupujeme sporem. Predpoklddejme, Ze graf K5 je rovinny, a méjme néjaké jeho ro-
vinné nakresleni. Body v roviné odpovidajici jeho vrcholim ozna¢me b1,b2,bs,bs, bs. Kiivku
odpovidajici hrané spojujici i-ty vrchol a j-ty vrchol ozna¢me ~; ;. Uvazujme body b1, b2 a b3
a kiivky 71,2, 72,3 @ 71,3. Ty dohromady tvoii jednoduchou uzavienou kfivku. Ziejmé body by

9Pozdéji dokazeme, e graf K5 skutetn& neni rovinny.
10Ve skutenosti kreslenim grafii bez kifZeni na sféru & vélec vznikaji tytéZ grafy jako pii

kresleni do roviny.
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a bs lezi bud oba uvnit¥ této uzaviené kiivky, nebo lezi oba vné (jinak by nebylo moZné je spojit
bez kiiZeni dvou hran). P¥edpoklddejme nejdiive, Ze bod b4 lezi uvnitf. Pak vnitfek uvaZované
kfivky je rozdélen kfivkami 71,4, 2,4 @ 73,4 na tfi oblasti a bod b5 lezi v jedné z nich. Bez
ajmy na obecnosti lze predpoklddat, Ze bod bs lezi uvnit¥ oblasti ohrani¢ené kiivkami 71,2, 72,4
a 71,4. Je vidét, Ze bod b3 lezi vné téze oblasti, a tedy body b3 a bs nelze spojit bez kiiZeni hran.
Pripad, kdy body b4 a b5 lezi vné uzaviené kiivky tvoiené kiivkami 1,2, 72,3 a 71,3, lze vyfesit
analogickym postupem, nebo prevést na predchozi pripad zadménou roli vhodné dvojice bodi.

V8imnéme si, Ze jsme v dikazu vyuzivali nasledujiciho intuitivné zfejmého tvrzeni, které vSak
formélné dokdzat neni viibec jednoduché (my to zde dé&lat nebudeme).

Vé&ta 11. (Jordanova) Necht v je jednoduchd uzaviend kiivka v roviné. Pak rovina je touto
kfivkou rozdélena na dvé oblasti — ,vnitrni“ a ,,vnéjsi“ takové, ze mame-li dvojici bodi A a B
neleZici na krivce v, pak je Ize spojit kiivkou neprotinajici kiivku v prdavé tehdy, kdyz lezi v téZze

oblasti.

Poznamka. Jak vidime, i takové véci jako nakresleni grafu 1ze budovat ¢isté formalné. Je to vSak
pomérné technicky nidro¢né a my ani nemame potiebny aparat. Vétsinou se v téchto pripadech
budeme odvoldvat na néhled.

Obtize pri dikazu Jordanovy véty vznikaji zejména diky velké obecnosti definice jednodu-
ché uzaviené kiivky. Pokud bychom namisto jednoduchych uzavienych kiivek pripoustéli pouze
uzaviené lomené Cary, dikaz by se stal mnohem jednodus§im. Bylo by mozné definovat ,lomeni-
cové rovinné“ grafy — v jejich nakresleni reprezentovat hrany pomoci lomenych ¢ar. Dokonce by
postacilo definovat ,GseCkové rovinné“ grafy. Podle nasledujici véty jsou totiz vSechny tyto tii
pojmy totozné. Ditkaz je opét pomérné té7ky a uvadét ho tedy nebudeme.

Véta 12. Necht G je rovinny graf. Pak existuje rovinné nakresleni grafu G, ve kterém jsou
vSechny hrany grafu G reprezentovdny tseckami.

Méjme rovinny graf. Ten mtZe mit mnoho rtznych nakresleni, kterd se mohou velmi ligit.
Rovinny graf spolu s jeho nakreslenim tedy nazyvame topologicky rovinnyg graf. Méjme néjaky
topologicky rovinny graf G. Kfivky odpovidajici jednotlivym hranidm ndm rovinu rozdéli na
nékolik souvislych oblasti (pfedstavme si, Ze podél hran rovinu ,rozstithdme®). Tyto souvislé
oblasti budeme nazyvat stény topologického rovinného grafu . Neomezenou sténu grafu G
budeme nazyvat vnéjsi, ostatni stény budeme nazyvat vnitFni. Mnozinu vSech stén topologického
rovinného grafu G budeme obvykle znadit'! F(G).

Vsimnéme si, Ze pro definici pojmu stény grafu G je dilezité, Ze spolu s grafem G je dano
i jeho pevné nakresleni. Na ndsledujicim obrazku vidime rizna nakresleni téhoz rovinného grafu.
Vidime, Ze stény v obou piipadech vypadaji rtizn€. Nakresleni vlevo ma dvé€ stény omezené
kruznicemi délky 3, jednu sténu omezenou kruznici délky 4 a jednu sténu omezenou kruznici
délky 6. Nakresleni vpravo méa dvé stény omezené kruznicemi délky 3 a dvé stény omezené
kruznicemi délky 5.

1 Pismeno F je opét motivovano anglickym vyrazem ,face“ pro sténu grafu.
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Euleriv vztah

je teorie grafi pomérné mladé disciplina, kofeny tohoto vztahu sahaji az do 17. stoleti.

Véta 13. (Euleriiv vztah) Necht G = (V, E) je souvisly rovinny graf a necht F je mnoZina stén
v néjakém jeho rovinném nakresleni. Potom plati

V| —|E|+ |F|=2.

Specidlné pocet stén grafu G nezdvisi na zpiisobu rovinného nakresleni.

Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni povedeme matematickou indukci podle po¢tu hran grafu G. Jestlize
graf G neobsahuje Zaddnou hranu, pak diky souvislosti obsahuje prévé jeden vrchol, tedy |V| =1
a ziejmé také pravé jednu sténu (v libovolném nakresleni), tedy i |F| = 1 a Euleriiv vztah
v tomto pfipadé& plati. Nyni pfedpoklddejme, Ze |E| > 1 a pro souvislé rovinné grafy s méné nez
|E'| hranami Eulertv vztah plati. Rozlisime dvé moZnosti:

(i) Graf G neobsahuje kruZznici. Pak z¥ejmé graf G je strom. Z ndzoru je ziejmé, Ze kazdé na-
kresleni stromu do roviny mé jednu sténu (formalni diikaz d&lat nebudeme), tedy |F| = 1. Podle
véty 5 (v) plati |V| = |E| + 1. Vidime tedy, Ze Euleriiv vztah plati.

(i1) Graf G obsahuje kruZnici. Bud e libovolna hrana grafu G, ktera je obsaZena v néjaké kruZnici.
Pak graf G — e je souvisly rovinny graf, ktery ma o jednu hranu méné nez graf G. Uvazujeme-li
rovinné nakresleni grafu G — e, které vznikne z rovinného nakresleni grafu G smazanim k¥ivky
odpovidajici hrané e, je vidét, Ze v tomto nakresleni m4 graf G'— e o jednu sténu méné nez graf G
(kfivka odpovidajici hrané e v rovinném nakresleni grafu G ziejmé sousedi se dvéma st&énami grafu
G, které se v popsaném nakresleni grafu G — e spoji v jednu; ostatni stény zlistanou nezménéné).
Pro graf G — e podle indukéniho predpokladu Eulertiv vztah plati. Graf G mé o jednu hranu
a o jednu sténu vice nez graf G — e. Pocet vrcholt maji oba grafy stejny a je tedy zifejmé, Ze
Eulertiv vztah plati i pro graf G. Tim je diikaz hotov.
Nyni si ukdzeme nékteré dilezité aplikace Eulerova vztahu.
Véta 14. (Maximdlni pocet hran rovinného grafu)

(i) Necht G = (V, E) je rovinny graf's alespon tfemi vrcholy. Pak |E| < 3|V|—6. Pokud v pfedchozi
nerovnosti nastava rovnost, pak graf G je ,maximdalni rovinny“, tj. pridénim libovolné hrany ke
grafu G dostaneme graf, ktery uz neni rovinny.

(i) Necht G = (V, E) je rovinny graf s alespoii tfemi vrcholy, ktery navic neobsahuje jako podgraf
kruznici délky 3. Pak |E| < 2|V| — 4.

Dikaz. (i) Pokud ke grafu G lze (p¥i zachovdni mnoZiny vrcholt) p¥idat n&jakou hranu tak,
aby ziistal rovinnym, p¥iddme ji. Opakovanim tohoto postupu dostaneme nakonec graf G’, ke
kterému jiz 24dn4d hrana nelze p¥idat tak, aby zlistal rovinny. Pokud pro graf G’ dokdZeme rovnost
|E’| = 3]V'|—6, bude pro graf G platit neostra nerovnost |E| < 3|V|—6, protoze graf G mé stejné
vrcholil jako graf G’ a nem4 vice hran. Pfedpoklddejme tedy Ze ke grafu G’ jiz nelze pfidat hrana
tak, aby ziistal rovinny, tedy, Ze graf G’ je maximadlni rovinny. Kdyby graf G’ nebyl souvisly, bylo
by mozné spojit hranou nékterou dvojici vrcholt z riznych komponent tak, aby vysledny graf byl
stale rovinny. Graf G’ je tedy souvisly. Nyni ukaZeme, %e kazd4 st&na grafu G’ je trojihelnikova
(tj. omezend tfemi hranami tvoFicimi kruZnici délky 3 v grafu G’. Predpoklddejme, Ze n&kterd
sténa obsahuje na své hranici alesponn ¢tyri vrcholy. Nyni si sta¢i uvédomit, Ze né€kterd dvojice
vrcholi na hranici uvazované stény diky rovinnosti nakresleni grafu G’ neni spojena hranou v
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grafu G’ a lze tedy tuto hranu p¥ikreslit dovnit¥ uvaZované st&ny bez k¥iZeni s ostatnimi hranami.
To by byl spor s maximalitou rovinného grafu G’. KaZda sténa grafu G’ obsahuje na své hranici
t1i vrcholy, a tedy i t¥i hrany a je trojuhelnikova.

Kazda sténa sousedi se tfemi hranami, kazdd hrana sousedi se dvéma sténami. Poclitdme-li
hrany tak, Ze postupn& probirdme viechny stény grafu G’ a za kazdou st&nu zapoditdme vSechny
hrany, se kterymi sousedi, dostaneme ve vysledku kaZdou hranu dvakrat. Je tedy ziejmé, Ze
3|F'| = 2|E'|. Dosadime do Eulerova vztahu za |F’| a dostdvame

|E'| = 3|V'| —6.

Tim je dikaz hotov.
(i1) Myslenka diikazu této Casti je stejnd jako mySlenka uZitd v ditkazu &asti (7). Pfenechdvime
ho tedy ¢tendfi (jako souddst 9. Glohy seridlu).

Cviceni 8. Uvédomime si, Ze véta 10 je snadnym disledkem privé dokdzané véty 14. Predpo-
klddejme pro spor, Ze graf K5 je rovinny. Ziejmé |V(Ks5)| = 5 a |E(K5)| = 10. Snadno vidime,
7e pro graf K5 nerovnost |E| < 3|V| — 6 neni splnéna.

Barevnost rovinnych grafi

Dostavame se k jedné z nejslavnéjsich otazek teorie grafi. Jde o to urcit maximdlni barevnost
rovinnych grafti (pokud viibec existuje). Tento problém je motivovany praktickou otdzkou, kolik
barev je potfeba na to, abychom mohli vybarvit obecnou politickou mapu nékolika stati tak,
aby staty sousedici tisekem hranice mély rtiznou barvu. Uvazujeme jen ty mapy, ve kterych jsou
staty tvofeny souvislou plochou!2. Problém lze formulovat v ¥e&i barevnosti rovinnych grafi.
ZjednoduSené feceno — dovniti kazdého statu lze umistit vrchol a staty sousedici isekem hranice
lze pies tento Gsek spojit hranou tak, aby se hrany navzdjem neprotinaly. Problém obarveni
politické mapy se timto zptsobem prevede na problém obarveni vzniklého rovinného grafu.

Refenim tohoto problému je nésledujici v&ta s pohnutou historii.

Vé&ta 15. (O ¢tyrech barvdch) Necht G je rovinny graf. Pak x(G) < 4.

Jiz v 19. stoleti se objevila hypotéza, Ze &ty¥i barvy sta¢i v kazdém p¥ipads. Uplny dikaz
této hypotézy byl podidn az v roce 1976. Tento diikaz ale stil na provéreni cca 2000 rdznych
wreducibilnich konfiguraci“, na které se podafilo kazdy graf prevést. Byl to prvni dikaz matema-
tické véty, ktery podstatnym zptisobem zavisel na strojovém vypoctu, a jako takovy nebyl mnoha
matematiky doposud uznédn jako ,skuteény® dikaz matematické v&ty. I kdyZ se dodnes podarilo
najit nékolik vyznamnych zjednoduSeni, iplné odstranit pomoc pocitate se zatim nepodafilo.

V nagem seridlu dokdZeme pouze o néco slabsi vysledek — vétu o péti barvach. Nejdrive v8ak
jedno pomocné lemma.

Lemma 5. Necht G = (V, E) je rovinny graf. Pak v grafu G existuje vrchol v takovy, Ze

degg(v) < 5.

Diikaz. Predpokladejme pro spor, Ze v grafu G ma kazdy vrchol stupen alespon 6. Podle véty 1
plati
2B =Y degg(v) > Y 6=6|V].

veV vEV

1276 vak neni pravidlem ani v sou¢asnych politickych mapéch — viz nap¥. Rusko.
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Plati tedy |E| > 3|V|. Podle véty 14 je ale |E| < 3|V| — 6. Dostali jsme tedy kyZeny spor.
Véta 16. (O péti barvdch) Necht G je rovinny graf. Pak x(G) < 5.

Diikaz. Postupujeme matematickou indukci podle po&tu vrcholt grafu G = (V, E). Pro |[V| <5
je tvrzeni trividlni. P¥edpoklddejme tedy, Ze méme rovinny graf G = (V, E) o |V| > 5 vrcholech
a Ze barevnost kazdého rovinného grafu o méné nez |V| vrcholech je nejvyse 5. Podle lemmatu 5
v grafu G existuje vrchol v stupné nejvyse pét. Rozlisime dva piripady:

(7) dege(v) < 4. Vrchol v mé v grafu G nejvySe Cty¥i sousedy. Graf G — v je zfejmé rovinny
a podle induk¢éniho predpokladu ho lze obarvit péti barvami. Podle Dirichletova principu mezi
témito péti barvami existuje barva, kterou neni obarven zadny soused vrcholu v. Vrchol v tedy
Ize obarvit touto barvou a dostdvame obarveni grafu G péti barvami.

(#i) degg(v) = 5. Oznalme si p,q,r,s,t vrcholy sousedici v grafu G s vrcholem v. JelikoZ podle
véty 10 graf K5 neni rovinny, je ziejmé, Ze alespon jedna dvojice téchto vrcholii neni spojena
hranou. Bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme, Ze napt. vrcholy p a g spolu nejsou spojeny
hranou. UvaZujme nyni graf G — v a nahradme v ném vrcholy p a ¢ jednim vrcholem u, ktery
spojime s kazdym vrcholem, ktery sousedi v grafu G — v s vrcholem p nebo s vrcholem ¢ (viz
obrézek).

A\ v\
-4

p q

4\f Gy 4\ &

Dostaneme graf G’, ktery je z¥ejmé rovinny a m4 méné vrcholti neZ graf G. Podle induk&niho
predpokladu lze graf G’ obarvit péti barvami. V grafu G lze zfejmé obarvit vechny vrcholy
kromé vrcholti p, q a v stejng, jako v grafu G’. Vrcholy p a q lze obarvit barvou vrcholu u v grafu
G'. JelikoZ maji vrcholy p a ¢ stejnou barvu, existuje barva, kterd je mezi sousedy vrcholu v
nepouzitd, a tou muzeme obarvit vrchol v. Dostavame obarveni grafu G péti barvami. Tim je
dikaz hotov.

Serial — Teorie grafi

V zavérecném dilu seridlu si ukdZzeme nékolik aplikaci teorie grafl, které se do predeslych dila
nevesly.

Princip sudosti

Nejdiive zatneme dvéma aplikacemi principu sudosti. Pro prvni z nich uvazujme néasledujici
hru pro dva hréice. Hraci plan bude sestévat z hracich poli¢ek, kterd budou mezi sebou propojena
hranami. Formélné si ho budeme definovat jako nakresleni rovinného grafu. Budeme jesté poza-
dovat, aby tento rovinny graf byl souvisly, aby kazda vnitfni sténa byla ohrani¢ena kruznici délky
3 a aby vné&jsi sténa byla ohraniena kruZznici délky 4 (napf. tak jako na nésledujicim obrizku).
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CO b

d Q a

Vrcholy kruZnice ohranicujici vnéjsi sténu oznacime po fadé a, b, ¢ a d. Prvni hra¢ hraje
Cervenou pastelkou, druhy modrou. Na za¢itku jsou vrcholy a a ¢ obarveny Cervené a vrcholy
b a d modre. Hradi se pravidelné stiidaji v tazich, v kazdém tahu hra¢ obarvi néjaky dosud
neobarveny vrchol svoji pastelkou. Prvni hra¢ vyhrévé, pokud se mu podaii spojit vrcholy a a
c cestou, jejiz vSechny vrcholy jsou obarveny Cervené, druhy hra¢ vyhrava, pokud se mu podaii
spojit vrcholy b a d cestou, jejiz vSechny vrcholy jsou obarveny modie. Hra kon¢i remizou, pokud
jsou jiz obarveny vSechny vrcholy a zadny z hra¢d dosud nevyhral. Zajimava vlastnost této hry
je obsaZena v nésledujici vété.

Véta 17. VysSe uvedend hra nemiize skoncit remizou. Specidlné, pro kazdy hraci pldn mé jeden
z hradci vyhravajici strategii.

Diikaz. Predpoklddejme pro spor, Ze existuje hraci plan, na kterém miize dojit k remize. Existuje
tedy obarveni vrcholi hraciho planu ¢ervenou a modrou barvou tak, Ze vrcholy a a ¢ maji ¢ervenou
barvu, vrcholy b a d maji modrou barvu a neexistuje ¢ervend cesta z vrcholu a do vrcholu ¢ ani
modra cesta z vrcholu b do vrcholu d. O¢islujme si vSechny vrcholy hraciho planu nasledujicim
zplisobem. Pokud m4é vrchol v Cervenou barvu a existuje Cervend cesta z vrcholu a do vrcholu v,
prifadime vrcholu v barvu 1. Pokud m4é vrchol v modrou barvu a existuje modra cesta z vrcholu b
do vrcholu v, prifadime vrcholu v &islo 2. Ve v8ech ostatnich pripadech prifadime vrcholu v ¢&islo
3. Z¥ejms vrchol a m4 &slo 1, vrchol b m4 &islo 2 a vrcholy ¢ a d maji &islo 3 (jinak by existovala
Cervend cesta z a do ¢ nebo modré cesta z b do d). Definujme si nasledujici graf G. Vrcholy
grafu G budou stény hraciho pldnu a dva vrcholy grafu G spojime hranou, pokud odpovidajici
stény hraciho planu sousedi néjakou hranou s koncovymi vrcholy, z nichZ jeden méa ¢&islo 1 a
jeden ma &islo 2. MiZeme si to predstavit tak, Ze dovnit¥ kazdé stény (v&etné vngjsi) nakreslime
puntik a dva puntiky v sousednich sténach spojime hranou, pokud tato spojnice kiiZzuje hranu
s koncovymi vrcholy o¢islovanymi ¢isly 1 a 2. V§imnéme si, Ze vrchol grafu G odpovidajici vnéjsi
sténé (ozna¢me ho v) mé stupeii 1, protoZe jediné hrana {a,b} s nim sousedici ma koncové
vrcholy oéislované ¢islem 1 a 2. Vrchol v ma tedy lichy stupeni. Podle principu sudosti v grafu G
existuje jesté alespon jeden vrchol w # v lichého stupné (celkové jich totiz musi byt sudy pocet).
Vrchol w odpovida vnitini sténé, kterd je ohranifena kruznici délky 3 tvorenou vrcholy k, [ a m.
Z¥ejmé& vrchol w ma stupeii 1 nebo 3 (vice jak t¥i hrany z vrcholu w vést nemohou, protoze kazda
vnitin{ sténa sousedi jen se tfemi ostatnimi). Stupent 3 vrchol w mit nemtze, to by kazd4 hrana
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trojuhelniku klm spojovala vrchol s ¢islem 1 s vrcholem s ¢islem 2. Vrcholy s ¢islem 1 a 2 by se
tedy pravideln& stfidaly, coZz neni mozné (mame lichy pocet vrcholi). Vrchol w mé tedy stupein
1 a bez jmy na obecnosti miiZzeme predpoklddat, Zze vrchol £ mé ¢islo 1 a vrchol I mé ¢islo 2.
Zfejm& vrchol m m4 &islo 3 (jinak by z vrcholu w vedla jest& jedna dalsi hrana). Takova situace
ale neni mozna. Pokud mé vrchol m ¢ervenou barvu, pak lze ¢ervenou cestu spojujici vrchol a
a vrchol k prodlouzit o hranu {k,m} a zfejmé& vrchol m musi mit &slo 1. Pokud mé vrchol m
modrou barvu, pak lze modrou cestu spojujici vrcholy b a [ prodlouZit o hranu {l,m} a z¥ejmé
vrchol m musi mit ¢islo 2. Dostali jsme kyZeny spor, vidime tedy, Ze pro Zzadny hraci pldn nemize
nastat remiza.

Poznamka. Zkuste si rozmyslet, jak z predchozi véty plyne néasledujici tvrzeni. Pokud hraci plan
»Vypada stejné“ po otoceni o 90 stupiid (tj. pokud existuje isomorfismus grafu G reprezentujiciho
hraci plan na sebe takovy, Ze pfevadi vrchol a na vrchol b, b na ¢, ¢ na d a d na a), pak mé
vyhrévajici strategii prvni hrac.

Nyni se budeme zabyvat odliSnym problémem.

Necht G je graf. Hamiltonovskou kruznici v grafu G budeme rozumét kruznici na n = |V(G)|
vrcholech, kterd je podgrafem G. (Je to tedy kruZnice, kterd prochédzi kazdym vrcholem grafu
G pravé jednou.) Fekneme, Ze graf G je hamiltonovsky, pokud v ném existuje hamiltonovska
kruznice.

Hamiltonovskou cestou v grafu G budeme rozumét cestu na n = |V(G)| vrcholech, kterd je
podgrafem G.

Hamiltonovskéd kruZznice v grafu G je tedy jistd analogie k Eulerovskému tahu (ten prochézi
kazdou hranu pravé jednou). Je zde ale mnoho rozdilti. Zatimco pro existenci Eulerovského tahu
v grafu G méme velmi jednoduse testovatelnou podminku danou vétou 3, Gloha rozhodnout, zda
je dany graf hamiltonovsky je v obecnosti algoritmicky velmi tézka!®. Existuje nékolik zéklad-
nich podminek postacujicich pro existenci hamiltonovské kruznice, my se vSak timto zabyvat
nebudeme. Ukdzeme si pouze jednu vétu v jejimz dikazu hraje podstatnou roli princip sudosti.

13Podobné jako v p¥ipadé uréeni barevnosti grafu jde o N P-tiplny problém.
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Véta 18. Necht G je graf, jehoZ kazdy vrchol m4 lichy stupen. Pak kazdou hranou grafu G
prochazi sudy pocet hamiltonovskych kruZnic.

Poznamka. Tato v&ta nic nefikd o tom, zda je graf G hamiltonovsky (ostatné graf s lichymi
stupni miiZze byt nesouvisly ... ), sudy pocet miZe byt i nula.

Diikaz. Necht je n polet vrcholi grafu G. Zvolme pevné libovolnou hranu e = {v1,v2} grafu G.
Definujme lizdtkovy graf L = L(G,v1,v2) nésledujicim zpiisobem. Vrcholy grafu L budou hamil-
tonovské cesty v grafu G, jejichZ prvni dva vrcholy jsou v1 a v2. Dvé hamiltonovské cesty spojime
v grafu L hranou pravé tehdy, kdyz dohromady tvori ,lizidtko“, tj. Pokud prvni hamiltonovskd
cesta je tvaru Py = (v1,v2,v3,...,0n), pak druhd je tvaru P> = (v1,v2,...,Vk_1, Vg, VUn,Vn—1,

., Uk41), kde k > 2 a k < n—2. Nyni zvolme pevné hamiltonovskou cestu Py = (vi,v2,...,0n).
Zkusime ur¢it, jaky ma v grafu L stupen. Ziejmé posloupnost vrcholit P» = (v1,v2,...,0k_1, Vg,
Un,Un—1,---,Vk+1), kde 2 < k < n — 2 je (hamiltonovska) cesta pravé tehdy, kdyZ vrcholy vy,
a vp jsou spojeny hranou. To nastane pro degg v, — 1 nebo degg vn, — 2 riiznych k. Prvni pfipad
nastane, pokud vrcholy v, a vi nejsou spojeny hranou (pak musime odecist pouze jednitku za
hranu vedouci z vrcholu v, do vrcholu v,—_1), druhy p¥ipad nastane, pokud vrcholy v, a wv1
jsou spojeny hranou. Jelikoz stupné vSech vrcholt v grafu G jsou liché, vidime, Ze hamiltonovska
cesta P; mé v grafu L lichy stupeh prévé tehdy, kdyZ vi a v, (jeji prvni a posledni vrchol)
jsou v grafu G spojeny hranou — tedy pravé tehdy, kdyz lze P; prodlouzit na hamiltonovskou
kruznici pfidanim hrany mezi prvni a posledni vrchol. Je tedy vidét, Ze hamiltonovské kruZnice
prochdzejici hranou e = {v1,v2} v grafu G vzdjemné jednoznainé odpovidaji vrcholim lichého
stupné v grafu L. Je jich tedy sudy podcet.

Rovinné grafy — Euleruv vztah

Nyni si ukdzeme aplikaci Eulerova vztahu na feSeni jednoho velmi starého geometrického
problému. Jedna se o problém tzv. Platénskych téles. Platénskym télesem rozumime konvexnil4
t&leso, jehoZ viechny stény jsou shodné pravidelné k-uhelniky (pro neménné k), navic takové, ze
v kazdém vrcholu se styka stejny pocet hran. Platonska télesa maji spoustu zajimavych vlastnosti
— napf. jim lze vepsat i opsat sféra. Jiz ve starovéku bylo zndmo, Ze jich existuje jen pét (aZ na
podobnost) — pravidelny ¢ty¥stén, Sestistén (krychle), osmistén, dvanictistén a dvacetistén (viz
obrézek na dalsi strang).

Uvedenou skutecnost 1ze celkem snadno dokazat elementarnimi geometrickymi tvahami. Staci
si rozmyslet nésledujici: V kazdém vrcholu Platénského t&lesa se stykd stejny polet (oznafme
ho d) stén (resp. hran). Zi¥ejmé d > 3. Kazda sténa je pravidelny k-thelnik (kde k > 3 je
pevné &islo). Pro dané Platénské t&leso nazv&me dvojici (d, k) typem daného Platénského télesa.
Soucet vnitfnich thli jednotlivych stén u daného vrcholu musi byt méné nez 27 (plny thel) — to
si lze nejsnadnéji uvédomit napf. tak, Ze danym vrcholem vedeme rovinu kolmou na osu daného
Platénského télesa. Jednotlivé vnitini tthly u daného vrcholu se pfi kolmém primétu do dané
roviny zvétsi. Je tedy vidét, Ze je-li k = 3, mohou se u jednoho vrcholu stykat 3, 4 nebo 5 stén.
Pro k = 4 nebo k = 5 se mohou u jednoho vrcholu stykat uz jen 3 stény a ptipad k£ > 6 jiz neni
mozny. P¥ipustné typy Platénskych téles jsou tedy jen (3,3), (3,4), (3,5), (4,3) a (5,3). Nyni
si uvédomime, Ze Platénské t&leso daného typu (d, k) je jednozna¢né uréeno (aZ na podobnost).
Stadi zalit v jednom vrcholu. Snadno zkonstruujeme d pravidelnych k-tthelniki, které maji spo-

Konvexita télesa znamend, 7e jsou-li z a y dva body télesa, lezi i celd tisetka zy v nafem
télese, tedy Ze ,povrch télesa neni nikde prohnuty dovnit¥, téleso nikde nema diry atd.“
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le¢ny vrchol. Nyni staci pokracovat v konstrukci u ,sousednich“ vrcholt, kde je$té néjaké k-
Ghelniky ,chybéji“ a takto nakonec ,obejit dokola“ celé téleso. Pti troSe geometrické predsta-
vivosti e vidét, Ze takto zkonstruujeme celé Platénské téleso daného typu. Zaroven je vidét, Ze
konstrukce je az na podobnost jednozna¢né. Detaily prenechidvdme na Ctendii.

Pokud si ¢tendr provede jednotlivé geometrické konstrukce, snadno zjisti, Ze Platonské té-
leso typu (3,3) je pravidelny &tyfstén, typu (3,4) odpovida krychle (pravidelny Sestistén), typu
(3,5) odpovidé pravidelny dvanactistén, typu (4,3) odpovida pravidelny osmistén a typu (5, 3)
pravidelny dvacetistén.

My si zde ukdZeme, jak parametry (pocet vrchold, hran a stén) Platénského télesa daného
typu zjistit bez jejich geometrické konstrukce (sta¢i ndm informace, Ze existuje). Uvidime, Ze
tyto vlastnosti Platénskych téles nejsou dény jejich geometrii (zna¢nou pravidelnosti atd.), ale
Ze jsou hlubsi povahy a vyplyvaji jiz ze struktury incidence vrchold, hran a stén. (Uvidime tedy,
7e kazdé konvexni téleso, v jehoz kazdém vrcholu se styka d hran a jehoz kazda sténa je k-thelnik,
m4 stejné parametry jako Platénské téleso typu (d, k).) Nejprve v8ak budeme potiebovat zavést
nékolik pojmt.

Necht M je téleso. Grafem télesa M budeme rozumét graf Gps, ktery vznikne néasledujicim
zpusobem: MnoZina vrcholi grafu Gj; bude totoZnd s mnoZinou vrcholl télesa M. Dva vrcholy
grafu G spojime hranou préavé tehdy, kdyz odpovidajici vrcholy télesa M tvofi koncové body
spole¢né hrany télesa M. (Na nasledujicim obrizku vidime grafy jednotlivych Platénskych téles.)
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Véta 19. Necht M je konvezni téleso. Pak graf Gy, je rovinny. Navic existuje nakresleni grafu
215

Gr, v némz stény télesa M ,odpovidaji sténam grafu Gyyr.
Diikaz. Sestrojime pozadované nakresleni grafu G s do roviny. Nejdfive vSak sestrojime pomocné
nakresleni na sféru (povrch koule). Zvolme si libovolny bod S uvnit¥ télesa M a uvaZujme sféru
7 se stfedem S a dostatecné& velkym polomérem tak, aby celé t&leso M lezelo uvniti sféry M.
Ziejmé kazda polopifimka zadinajici v bodé S protind sféru 7 v pravé jednom bodé. Stejné tak
kazd4 polopfimka za¢inajici v bod& S protind povrch télesa M v préavé jednom bodé& (to plyne
z konvexity t&lesa M). Lze tedy definovat vzajemné& jednoznatné spojité zobrazeni f mezi po-
vrchem t&lesa M a sférou 7 (mdme-li bod X na povrchu M, uvaZujeme polopfimku zac¢inajici
v bod& S a prochézejici bodem X, ta ndm protne sféru 7 v bodé f(X)). Zobrazime-1i vrcholy
télesa M a jednotlivé body hran télesa M pomoci zobrazeni f na sféru 7, dostaneme ziejmé
vhodné nakresleni grafu G; na sféru.1®

Nyni ndm jiz zbyva pouze , prenést* nakresleni ze sféry 7 do roviny. To provedeme podobnym
zpusobem. Zvolme si na sféfe 7 néjaky bod T, kterym neprochédzi Zadnd hrana nakresleni Gy
a ktery je riizny od v8ech vrcholt nakresleni grafu Gy (takovy ziejmé existuje). Pfedstavme si, Ze
sféry 7 se v bod& T’, ktery leZi naproti bodu T', dotyka rovina g. Z¥ejm& méme-li nyni bod X # T
sféry 7, polopfimka zacinajici v bodé T' a prochézejici bodem X protind 7 i ¢ v préavé jednom
bodé&. Lze tedy definovat vzajemné jednoznalné spojité zobrazeni mezi 7\ {T'} a o podobné jako
vySe. Dostali jsme rovinné nakresleni grafu Gj; pozadovanych vlastnosti.

Nyni jsme jiz pfipraveni pomoci Eulerova vztahu zjistit vlastnosti Platénskych téles jednot-
livych typi.

150dpovidaji ve smyslu incidence — sténa t&lesa M sousedi s n&jakou hranou (nebo vrcholem)
M prévé tehdy, kdyZ? odpovidajici sténa grafu Gps sousedi s odpovidajici hranou (vrcholem)
grafu Gy .

16 MaZeme si predstavit, Ze v bod& S je umistén zdroj svétla a %e vrcholy a hrany t&lesa M
jsou tvoreny drity. Vysledné nakresleni dostaneme jako stin vrZzeny draty na sféru .
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Véta 20. Necht M je Platénské téleso typu (d, k). Pak pocet stén, vrchold a hran télesa M je
dan ndasledujici tabulkou:

typ pocet stén pocet vrcholi pocet hran
(3,3) 4 4 6
(3,4) 6 8 12
(3,5) 12 20 30
(4,3) 8 6 12
(5,3) 20 12 30

Diikaz. Pro dané Platénské téleso M typu (d, k) uvazujme nakresleni grafu Gjps zkonstruované
podle véty 19. Graf Gj; ma zfejmé stejny pocet vrcholl, hran a stén jako téleso M. Oznafme f,
v a e po fadé pocet stén, vrcholi a hran grafu Gjs. Podle Eulerova vztahu plati v + f — e = 2.
Navic v kazdém vrcholu grafu Gy se stykd d hran. Pocitejme tedy dvojice (u,h) takovych, ze
u je koncovy vrchol hrany h. Ziejmé pro kazdy vrchol mame d odpovidajicich hran, pro kazdou
hranu méme 2 odpovidajici vrcholy a tedy d-v = 2e. Podobnym zpiisobem (kdyZ si uvédomime,
7e kazda sténa sousedi s k hranami) dostdvame k- f = 2e. Chceme-li nyni spoéitat pocet vrcholi
grafu Gy, staci si &sla f a e vyjad¥it pomoci v (je zfejmé e = %v af= %e = %v) a dosadit do

Eulerova vztahu. Dostidvame d d
v+ —v— —v =2,
k 2

2 4k

YTy L4 T %kt2d—kd

Analogickym zptsobem odvodime vzorce

4d 2kd
= ) e = .
2k +2d — kd 2k + 2d — kd

f

Nyni jiZz snadno ovéfime, Ze jednotlivym typim (d,k) odpovidaji hodnoty v, f a e uvedené
v tabulce vyse.

Zavér

Co rici zavérem? Velmi omezeny rozsah seridlu nedovolil probrat vSe ani ze zdkladnich oblasti
teorie grafti — pri vybéru, které oblasti a problémy zaradit, jsem se Fidil subjektivnim dojmem,
nepovdimnuto. Ctenéfi, kterého problematika zaujala, tedy nelze ne# popiat hodné& zdaru pii
dalsim samostudiu.

Pr1i psani seridlu jsem Cerpal zejména z nésledujicich knih:

— Jifi Matousek, Jaroslav Neset¥il, Kapitoly z diskrétni matematiky, Karolinum, Praha 2000 (2.
vydéni).
— Ji¥i Sedlacek, Uvod do teorie grafi, CSAV, Praha 1981 (3. vydéni).

Prvni z nich je velmi p&kna kniha, kterd obsahuje mnoho zajimavych partii nejen z teorie
grafii. Druhd kniha je jiz ponékud starSiho data, a tak si ¢tendf musi dat pozor na misty jiz
ponékud zastaralou terminologii.
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