2. série
Téma: Barveni

Termin odeslani: 5. LISTOPADU 2001

1. ULOHA (3 BODY)
Rozhodnéte, zda lze obarvit body dané kruznice dvéma barvami tak, aby kazdy pravouhly
trojahelnik s vrcholy lezicimi na kruznici obsahoval vrcholy obou barev. Své tvrzeni dokazte.

2. ULOHA (3 BODY)
Rozhodnéte, zda lze obarvit body dané kruznice dvéma barvami tak, aby kazdy rovnora-
menny trojuhelnik s vrcholy lezicimi na kruznici obsahoval vrcholy obou barev. Své tvrzeni
dokazte.

3. ULOHA (3 BODY)
Kolika raznymi zpusoby lze obarvit prase na obrazku, mame-li k dispozici 21 riznych barev?
Obarvenim prasete rozumime kazdé obarveni vSech puntikt takovym zpusobem, ze kazdé
dva puntiky, které jsou spojené useckou, maji rtiznou barvu. Dvé obarveni povazujeme za
ruzné, pokud se lisi barvou alespon jednoho puntiku.

4. ULOHA (5 BODU)
Body prostoru jsou obarveny péti barvami (kazdd z nich je pouzita). Dokazte, Ze existuje
rovina, kterd obsahuje body alespon ¢tyf barev.

5. ULOHA (5 BODU)
Kazdy mtizovy bod (tj. bod v roving, jehoz obé souradnice jsou celoéiselné) je obarven jednou
z 2001 barev. Rozhodnéte, zda je mozné vybrat 2001 svislych a 2001 vodorovnych pfimek
tak, ze vSechny jejich pruseciky jsou mfizové body téze barvy.



6. ULOHA (5 BODU)
Z vrcholt pravidelného 2n-tihelnika je n obarveno &erné a n bile. Cerna posloupnost je tvo-
fena délkami vSech tusecek, jejichz oba konce jsou éerné, sefazenymi vzestupné (nékteré
délky se mohou opakovat). Analogicky vytvorime bilou posloupnost. Dokazte, ze ¢erna a bila
posloupnost jsou totozné.

7. ULOHA (5 BODU)
Méame mnozinu n = g2 +1 bodi. Kazdému bodu u je pfifazena mnozina barev L(u), kterd ma
g+ 1 prvki tak, ze pro kazdé dva rtizné body u, v plati |L(u) N L(v)| < 1. Dokazte, ze body
lze obarvit tak, ze kazdy bod u dostane barvu z L(u) a rtizné body jsou obarveny riznymi
barvami. (Mimo soutéz si zkuste rozmyslet, ze pro nekonecné mnoho hodnot ¢ nestaci, aby
mnoziny L(u) mély g prvki.)

8. ULOHA (5 BODU)
V roviné je nékolik pfimek, zadné t¥i neprochazeji tymz bodem. Dokazte, Ze je mozné obarvit
vSechny pruseciky danych primek tfemi barvami tak, ze na zddné pfimce nejsou dva sousedni
pruseciky stejnobarevné.

Reseni 2. série

1. aloha
Rozhodnéte, zda lze obarvit body dané kruznice dvéma barvami tak, aby kazdy pravouhly
trojahelnik s vrcholy lezicimi na kruznici obsahoval vrcholy obou barev. Své tvrzeni dokazte.

Ano, lze to. Ukdzeme to tak, ze najdeme jedno takové obarveni. Bez Gjmy na obecnosti
si mizeme predstavit, Ze nase kruznice méa stied v pocatku a jednotkovy polomér. Obarvime
body v horni poloroving (tj. body s kladnou y-ovou soufadnici) ¢erné a body v dolni polo-
roviné (tj. body se zdpornou y-ovou soufadnici) bile. Déle bod [—1, 0] obarvime ¢erné a bod
[1, 0] bile. Pfepona kazdého pravothlého trojihelniku vepsaného nasi kruznici je podle Tha-
letovy véty primérem této kruznice. My jsme vSak kruznici (jak si pozorny ¢tenaf snadno
uvédomi) barvili tak, aby koncové body kazdého prameéru nasi kruznice mély riiznou barvu.
Tim jsme ukazali, Ze v nasem obarveni kruznice budou mit vrcholy tvorici pfeponu libovol-
ného pravouhlého trojuhelniku vepsanému nasi kruznici riznou barvu a tedy nadmi hledané
obarveni vyhovuje pozadavkim zadani.

Poznamky opravovatele: Uloha byla velmi snadna, a tak naprostid vétsina fesitelt ziskala
3 body. O bod prfisli vSichni, ktefi opomnéli zdavodnit, pro¢ jejich obarveni je feSenim tlohy.
Imaginarni bod jsem dal tém, ktefi navic dokazali, Ze fesenim ulohy nemize byt kruznice,
kterd ma dva body ,naproti sobé“ obarvené stejné.



Casté chybna predstava byla, #e lze body kruznice obarvovat ,napieskacku“, tedy jeden
bod jednou barvou, bod vedle ného druhou barvou atd. To ale nelze! Kdyz si totiz na kruznici
vyberu dva body, které lezi libovolné blizko u sebe, vzdy bude mezi nimi leZzet na kruznici
jesté néjaky dalsi bod.

2. dloha
Rozhodnéte, zda lze obarvit body dané kruznice dvéma barvami tak, aby kazdy rovnora-
menny trojuhelnik s vrcholy lezicimi na kruznici obsahoval vrcholy obou barev. Své tvrzeni
dokazte.

Takové obarveni kruznice neexistuje. To nejlépe ukdzeme sporem. Predpoklidejme tedy
pro spor, Ze takové obarveni existuje, a uvazujme na kruZnici body Ai, A2, A3, A4, A5 —
budou to vrcholy (néjakého) pravidelného pétitthelniku vepsaného nasi kruznici. Mame pét
bodti obarvenych dvéma ruznymi barvami. Podle Dirichletova principu mezi nimi existuji
tfi, které jsou obarveny stejnou barvou. Tyto t¥i vsak jiz tvori vrcholy rovnoramenného
trojuhelniku (kazd4 trojice vrcholu pravidelného pétiuhelniku tvofi vrcholy rovnoramenného
trojuhelniku), jehoz vrcholy maji stejnou barvu. To je vSak spor, podle zad4dni v naSem
obarveni takovy trojuhelnik existovat nemutze. Tim je dikaz hotov.

Poznamky opravovatele: Spravnych feSeni nebylo p#ili§ mnoho. Resitelé vétsinou riznymi
zpusoby umistovali body na kruznici a diskutovali moznosti jejich obarveni vzhledem k uz
obarvenym, az dosli ke sporu. Ti, ktefi pouzili trik s pravidelnym pétithelnikem (bylo jich
piekvapivé malo) a nezkazili vysledny dojem dokazovanim zbyteénosti, byli odménéni +:.

V nespravnych fesenich autori vétsinou predpokladali existenci ,souvislych jednobarev-
nych tsekt“ na kruznici. Avsak kdyz stied kruznice umistime do poc¢atku souradnic, bodum,
jejichz spojnice se stfedem svird s osou x racionalni tihel (v radidnech), ptifadime jednu
barvu a ostatnim druhou, tak zadny souvisly tisek nenajdeme. ReSeni s argumentaci typu
,wtrojhihelnikt je nekonecné mnoho, a tak to urcité nebude platit pro vSechny“ jsem ohod-
notila 0 + 0i. Rovnéz chybné byla feseni vyuzivajici ,,sousedni body“. Mezi kazdymi dvéma
body na kruznici totiz lezi dalsi! Nékterym ale stacilo definovat ,sousedni body* jako body
se vzdalenosti rovnou konstanté (a co je mezi nimi, na tom nezélezi). Ti, ktefi u ,sousednich
bodu“ vyuzivali pouze tuto vlastnost a jinak byla jejich feSeni v poradku, si vyslouzili 1 bod.
Zbyvajici fesitelé napt. zvolili libovolné rovnoramenny trojuhelnik, opsali mu kruznici a tu
pak obarvili. Tento postup je chybny, protoze kruznici musim nejdiiv obarvit a teprve pak
nepfitel zadava trojahelniky! A také to, Ze jste nenasli vyhovujici obarveni, samoziejmé jesté
neznamena, ze neexistuje.

3. tloha

Kolika raznymi zpusoby lze obarvit prase na obrazku, mame-li k dispozici 21 riznych barev?
Obarvenim prasete rozumime kazdé obarveni vSech puntikt takovym zpusobem, ze kazdé
dva puntiky, které jsou spojené useckou, maji rtiznou barvu. Dvé obarveni povazujeme za
ruznd, pokud se lisi barvou alespon jednoho puntiku.



Oznacme si obarvované body tak jako na obréazku.

F G H 1

Ozna¢me n pocet barev (ilohu vyfesime pro obecny pocet barev a poté dosadime n = 21).
Spocitame nejdfive, kolika zptisoby lze obarvit obdélnik ABCD. Bod A miZeme obarvit n
riznymi barvami. Rozlisime dva pripady — podle toho, zda body B a D maji stejnou barvu.
Pocet obarveni, kdy B a D maji riznou barvu, je (n — 1)(n — 2) (nejdiive obarvime bod B
barvou riznou od barvy bodu A, potom bod D; musime se vyhnout dvéma barvam). Pak
nam pro bod C zbyva (n — 2) moznosti obarveni. Po¢et obarveni, kdy B a D maji stejnou
barvu, je (n—1) (jejich barva musi byt rtizna od barvy bodu A); pro bod C pak mame (n—1)
moznosti obarveni. Celkem tedy pocet obarveni obdélniku ABCD je

nn—1)n-22+nn-12=n(n-1)((n-2)%2+n-1).
P#i kazdém obarveni obdélniku ABCD lze bod E obarvit (n —2) barvami, body F,G, H,I,J

kazdy nezavisle (n — 1) barvami a bod K vSemi n barvami. Celkem je tedy podet obarveni
prasatka n barvami roven

n?(n—1)%mn—-2)(n—-2)2 +n—-1).

Poznamky opravovatele: Seslo se mi velké mnozstvi ruznych vysledki, pfi¢emz nejmensi
pocet byl pouhych 207 zptisobt obarveni celého prasete. Nejcastéjsi chyba byla, Ze fesitel



spravné obarvil body A a B 21 - 20 zptsoby, pak nerozdélil vypocet na dva ptipady — podle
toho, zda body B a D maji stejnou barvu, ale pokracoval tim, ze D obarvil 20 a C' 19
barvami. K témto fesenim jsem psal jen: ,,Co kdyz maji body B a D stejnou barvu?“ Dalsi
pomérné castd chyba byla, ze fesitel tyto dva pripady rozebral, ale pfi obarvovani bodu D
jinou barvou nez B daval bodu D 20 misto 19 moznosti. Néktefi fesitelé zapomnéli na oko
prasete, coz jsem za chybu nepocital.

4.dloha
Body prostoru jsou obarveny péti barvami (kazdd z nich je pouzita). Dokazte, ze existuje
rovina, kterd obsahuje body alespon Ctyt barev.

Oznacme si a, b, ¢, d, e barvy, kterymi jsou obarveny body prostoru, a A, B, C, D, E néjaké
body prostoru, které jsou obarvené po fadé barvami a, b, ¢, d, e (podle zadani takové existuji).
Predpokladejme pro spor, Ze tvrzeni neplati, tj. kazda rovina v prostoru obsahuje body nej-
vySe ti raznych barev. Pak ale mezi body A, B, C, D, E nelezi zddné ¢tyfi v roviné a snadno
vidime, ze kazda pfimka v prostoru musi obsahovat body nejvyse dvou rtiznych barev (kdyby
obsahovala body tfi rtiznych barev, lze touto pfimkou a vhodnym z bodu A, B, C, D, E pro-
lozit rovinu obsahujici body &ty¥ riiznych barev). Ozna¢me nyni g1 rovinu obsahujici pfimku
AB rovnobéznou s C'D, g2 rovinu obsahujici pfimku AC' rovnobéznou s pfimkou BD a p3
rovinu obsahujici pfimku AD rovnobéznou s piimkou BC. Jelikoz priunik téchto tii rovin je
bod A, ur¢ité alesponn jedna z nich neobsahuje bod E. Necht je to BUNO rovina g;. Pak
rovina prolozena body A, B, E uré¢ité protind pfimku CD v néjakém bodé P. Body A, B, E
maji po radé barvy a,b,e a bod P méa jednu z barev c,d, tedy jsme nasli rovinu obsahujici
body c¢tyf barev a tedy i kyzeny spor.

Poznamky opravovatele: Nejcastéjsi chybou byla tato ivaha: vezméme si extrémni piipad,
kdy je cely prostor bily az na ¢tyfi riznobarevné body. Pokud tf¥emi z nich vedeme rovinu, ur-
¢ité v ni lezi i body bilé, tedy Ctyibarevna rovina existuje. Tato argumentace je ale nespravna,
vySetfuje pouze jeden pripad z mnoha. Takto by bylo mozné napt. ,dokazat®, ze dokonce ve
Ctyrbarevném prostoru existuje ctyrbarevna rovina. To ovSem neni pravda — obarvime napft.
cely prostor bile, v ném jednu rovinu zelené, v té jednu pfimku modfe a na ni jeden bod
Cervené, kazda rovina obsahuje body maximalné t¥i barev.

5. aloha

Kazdy miizovy bod (tj. bod v roviné, jehoz obé souradnice jsou celo¢iselné) je obarven jednou
z 2001 barev. Rozhodnéte, zda je mozné vybrat 2001 svislych a 2001 vodorovnych primek
tak, ze vSechny jejich pruseciky jsou mfizové body téze barvy.

Dokazeme, ze to lze. Uvazujme libovolnych £ = 2000 - 2001 + 1 svislych pfimek a libo-
volnych I = 2000 - 20015 + 1 vodorovnych piimek (piimky budou takové, Ze se protinaji
v miiZovych bodech). Na kazdé vodorovné piimce lezi k priseéikit s vybranymi svislymi
pFimkami. Existuje pFesné 2001% riiznych zptsobi, jak mohou byt tyto prisediky obarveny
2001 barvami. Vzhledem k tomu, jak jsme volili ¢islo [, je z Dirichletova principu jasné,
ze existuje mezi vybranymi vodorovnymi pfimkami 2001 takovych, Ze se nelisi zptusobem



obarveni svych k pruseciki s vybranymi svislymi pfimkami. Mame tedy 2001 vodorovnych
piimek a k£ = 2000 - 2001 + 1 svislych pfimek takovych, Ze na kazdé svislé pfimce je vSech
2001 pruseciki stejnobarevnych. Kazdé svislé pfimce prifadime barvu jejich 2001 priseciki;
vzhledem k poctu svislych primek pak z Dirichletova principu urcité existuje 2001 svislych
primek, kterym je prifazena tatdz barva. Vezmeme-li téchto 2001 svislych pfimek a jiz vy-
branych 2001 vodorovnych pfimek, snadno vidime, Ze vSechny jejich pruseéiky jsou mfiizové
body stejné barvy.

Poznamky opravovatele: Prevazna vétsina spravnych fesSeni byla podobna autorskému —
hledané pfimky nalezli fesitelé v ¢asti roviny o rozmérech alesponi (2000 - 2001 + 1) x (2000 -
20012000-2001+1 4 1) bodt. Jaroslav Hdjek si uvédomil, e neni nutné rozlisovat viechna obar-
veni sloupci, ale staci je rozlisit jen podle rtizného rozmisténi a barvy onéch 2001 stejnoba-
revnych bodu, které musi byt v kazdém sloupci obsazeny. K nalezeni hledanych pfimek mu
tedy staila ¢4st roviny o rozmérech pouze (2000 - 2001 + 1) x (2000 - 2001 - 20002433(1)1+1) +1)
bod1, a tak obdrzel +i.

Nejcastéjsi chybou bylo, ze si fesitelé zvolili vlastni obarveni roviny a v ném pak nasli hle-
dané p¥imky (pravdépodobné nepochopili dobfe zadéani). Nékolik Fesitelit pouzivalo ve svych
dtikazech pojmu nekonecna, ale ¢asto nespravné.

6. tiloha

Z vrcholt pravidelného 2n-tihelnika je n obarveno ¢erné a n bile. Cerna posloupnost je tvo-
fena délkami vSech tusecek, jejichz oba konce jsou &erné, sefazenymi vzestupné (nékteré
délky se mohou opakovat). Analogicky vytvofime bilou posloupnost. Dokazte, ze ¢erna a bila
posloupnost jsou totozné.

Méjme tedy dén pravidelny 2n-thelnik. Oznac¢me si jeho vrcholy A, Ag, ..., A2, a zave-
deme konvenci Ay = A;, pokud k =1 (mod 2n). Oznaéme si uy, = |A1Agy1], kde 1 <k < n.
Nazvéme tsecku Cernou (resp. bilou), pokud spojuje dva vrcholy 2n-thelniku, které jsou oba
obarveny Cerné (resp. bile). Je jasné, Ze sta¢i dokdzat, Ze v naSem obarveném 2n-uhelniku
je stejny pocet cernych a bilych usecek délky uyp pro k = 1,2, ..., n. Mé&me tedy pevné k.
Nazvéme k-cyklem kazdou konecnou posloupnost vrcholt Aj, Aj,, ..., Aj, kde jo —j1 =k
(mod 2n),j3—j2 =k (mod 2n), ...,j1—Jj; = k (mod 2n). Takto se nam vrcholy 2n-thelniku
rozpadnou do nékolika (jejich pocet lze urcit jako nejvétsi spoleény délitel éisel k a 2n) dis-
junktnich k-cyklt a kazda usecka délky ug je usecka spojujici néjaké dva sousedni vrcholy
néjakého k-cyklu. Dokdzeme pomocné lemma:

Lemma. Rozdil po¢tu Cernych a bilych tsecek v kazdém k-cyklu je roven rozdilu poctu
éernych a bilych vrcholta tohoto k-cyklu.

Diikaz. Ptedpokladejme, ze vsechny vrcholy k-cyklu jsou Cerné. Pak lemma plati, protoze
oba rozdily, o kterych mluvi, jsou rovny poc¢tu vrcholi naseho k-cyklu. Nyni zjistime, co se
stane, zménime-li barvu jednoho vrcholu z ¢erné na bilou. Rozdil poc¢tu Cernych a bilych
vrcholu se zjevné zmensi o dva, rozdil poc¢tu ¢ernych a bilych tsecek také — staci si uvédomit,
ze sviij stav zméni pouze dvé usecky sousedici s pfebarvenym vrcholem, a to bud z ¢erné
na neutralni, nebo z neutralni na bilou. Tim jsme ukézali, ze pfebarvenim ¢erného vrcholu



na bily zistane lemma v platnosti. Jelikoz kazdé obarveni k-cyklu lze zjevné dostat tak, ze
nejdfive obarvime vSechny vrcholy ¢ernou barvou a pak nékteré prebarvime na bilo, je dukaz
celého lemmatu hotov.

Nyni uz si sta¢i uvédomit, ze jsme vlastné hotovi. Rozdil poétu ¢ernych a bilych tsecek
délky uy v celém 2n-thelniku je roven souctu téchto rozdila pro kazdy k-cyklus, ten je podle
pravé dokazaného lemmatu roven souctu rozdild pocéta cernych a bilych vrcholu v kazdém
k-cyklu, coz je samozifejmé rozdil po¢tu Cernych a bilych vrchold v celém 2n-thelniku, a ten
je podle zadani nulovy. Tim je tloha vyfteSena.

Poznamky opravovatele: VétSina spravnych feSeni ukazala, Ze pocet usecek dané délky je
v obou posloupnostech stejny. Pouze dvé feseni vyuzila tuto velmi elegantni myslenku (uva-
dime ji pouze stru¢né): Pro kazdou barvu uvazujme bilou (resp. ¢ernou) smiSenou posloup-
nost, tvofenou vSemi tseckami, které vychéazeji z bilého (resp. ¢erného) bodu; na barvé konco-
vého bodu nam nezalezi. Tyto posloupnosti (setfidéné podle délek useéek) jsou zjevné stejné
(zajimame se jen o délky tusecek, nikoliv barvy koncovych bodt). Pak odstranime z obou
posloupnosti vSechny tsecky, které maji riznobarevné koncové body. Zfejmé jsme z obou po-
sloupnosti odstranili tytéz tsecky a je tedy zjevné, Ze obé posloupnosti zlistanou totozné. Je
vSak jasné, ze v bilé posloupnosti ztstaly préavé vSechny bilé usecky (kazda dvakrat) a v éerné
posloupnosti zlistaly pravé vsechny erné tsecky (kazdd dvakrat). Tim je tloha vyfesena.

7.aloha

Mame mnozinu n = g2 +1 bodii. Kazdému bodu u je pfifazena mnozina barev L(u), kterd ma
g+ 1 prvku tak, Ze pro kazdé dva ruzné body u, v plati |L(u) N L(v)| < 1. Dokazte, ze body
lze obarvit tak, ze kazdy bod u dostane barvu z L(u) a rtizné body jsou obarveny riznymi
barvami. (Mimo soutéz si zkuste rozmyslet, ze pro nekone¢né mnoho hodnot ¢ nestaci, aby
mnoziny L(u) mély g prvki.)

K feseni této ulohy se ndm bude velmi hodit tzv. Hallova véta. Vétu si zde zformulujeme,
dtkaz pro asporu mista vynechavame. Zvidavy c¢tenaf ji muze nalézt v mnoha knizkach,
napi.! v knize M. Aigner, G. M. Ziegler: Proofs from the book, Springer 1999.

Véta. (Hallova) Mé&jme konedny systém mnozin (ne nutné nepfekryvajicich se) M1, Ma, ...,
M,,. Pak existuje tzv. systém riznych reprezentantd, dale (SRR), tj. posloupnost prvki

1,22, ..., Ty spliujici x; € M; a x; # x; pro i # j, pravé tehdy, kdyz plati nasledujici
podminka:
vJ C{1,2, ...,n}: 1< U M| (H)
jeJ

Véta tedy fika, ze (SRR) lze vybrat préavé tehdy, kdyz libovolny podsystém mnozin M;
obsahuje dohromady alesponl tolik prvki, kolik ma mnozin (tj. alespon tolik prvki, kolik
je potieba pro to, aby kazd4d mnozina tohoto podsystému méla v (SRR) jednoho svého
zdstupce).

1Jak nam napsala jedna nejmenovana slovenska fesitelka . ..



Poznamky. Poznamenejme, Zze nutnost podminky (H) pro existenci (SRR) je zfejmé. Obtizna
¢ast dukazu je postacitelnost podminky (H) pro existenci (SRR). Jeden z moznych dikazt
se opira o tzv. vétu o tocich, ta je uz vsak nad rdmec tohoto textu. Néktefi mozna znaji tuto
vétu jako vétu o manzelstvi — tento nazev vychdazi z trochu popularnéjsi formulace . ..

K reseni tlohy. V nasem pripadé je vyuziti Hallovy véty nasnadé. Mnoziny M; budou mnoziny
L(u) a pokud se ndm podafi pro né najit (SRR), posloupnost po dvou ruznych z(u) €
L(u), budeme hotovi, protoze budeme moci obarvit kazdy bod u barvou z(u). Musime tedy
jen ovérit platnost podminky (H) z Hallovy véty. Ta v nasem pfipadé fikd, Ze vezmeme-li

m
libovolnych m < n bodl wi, , iy, .., Ui,,, siednoceni |J L(u;;) bude mit alesponr m prvki.
=1
Pokud m = 0, neni co fesit. Nyni pfedpokladejme, ze mame 1 < m < n a Ze neplati podminka
m
(H), tedy sjednoceni |J L(u;;) ma méné nez m prvki. To ale znamena, Ze existuje barva a,
=1

kterd je alespoii ve ¢ + 2 mnozinich L(u;). (To nahlédneme tak, Ze vypiSeme prvky mnozin
L(uij ) pod sebe do tabulky — v kazdém fadku budou prvky jedné z mnozin. Tabulka obsahuje
celkem m - (¢ + 1) policek, ale pouzito je v ni méné nez m barev. Z Dirichletova principu
dostéavame, ze néktera barva musi byt napséna alespon ¢ + 2-krat.) Uvazujmé téchto (¢ + 2)
mnozin, které obsahuji barvu a. Kromé barvy a uz nemohou mit zadné dvé mnoziny dalsi
spole¢ny prvek, a proto je poéet prvki sjednoceni téchto (¢+2) mnozin alespon 1+ ¢(g+2) =
(g+1)2 > ¢2 4+ 1 =n > m, coz je spor s piedpokladem, Ze neplati podminka (H). Tim je
dtkaz hotov.

Poznamky opravovatele: Témér vSechna spravna feseni vyuzivala Hallovu vétu, Martin Tan-
cer ji dokonce sam odvodil a dokéazal. Takova FeSeni jsem ocenil +i. Honza Moldcek piiklad
fesil vpodstaté spravné matematickou indukcei (¢imz ukdzal, Ze ilohu lze vy¥esit i bez Hallovy
véty).

Castou chybou bylo, Ze si fesitelé zvolili jedno konkrétni obsazeni mnozin barev v souladu
se zadanim a na tom ukazali platnost tvrzeni. Ulohu vSak bylo tieba vyfesit pro vsechna
mozna obsazeni. Mnozi z vas za dikaz povazovali to, zZe barev je vice nez bodi. Rozmyslete
si ale, ze je potfeba, aby v kazdé podmnoziné bodu bylo vice barev nez bodu. Chybou téz
bylo vysSetfit krajni pfipady, kdy vSechny priniky mnozin barev jsou bud jenom prazdné,
nebo jenom jednoprvkové, a z toho usoudit obecnou platnost. Téz feseni zaloZend na zjisténi
maximalniho po¢tu prinikt nevedla k cili, nebot ackoliv urcit tento pocet neni obtizné, nelze
o téchto prunicich jiz dale nic Fict.

8. tloha

V roviné je nékolik primek, zadné t¥i neprochézeji tymz bodem. Dokazte, Ze je mozné obarvit
vSechny priseciky danych pfimek tfemi barvami tak, Zze na zadné pfimce nejsou dva sousedni
pruseciky stejnobarevné.

Muzeme BUNO piedpokladat, ze zadné dva priseéiky nékterych dvojic pfimek nemaji
stejnou z-ovou soufadnici (kdyby mély, miZzeme vSechny pfimky trochu pootoéit ... ).
Ozna¢me si A1, Ag, ..., An vSechny pruseéiky dvojic pfimek sefazené vzestupné podle jejich
z-ové soufadnice. Vyhovujici obarveni budeme konstruovat nasledovné.



() Bod A1 obarvime barvou 1.
(4¢) Mame-li jiz obarvené body A1, A2, ..., Ay, kde k < n, bod Aj4; obarvime nejmensi
barvou (tj. pfifadime nejmensi ¢islo) takovou, Ze zadny jiz obarveny soused bodu Ajyiq
nebude mit stejnou barvu. Jelikoz vSechny jiz obarvené body lezi ,vice vlevo“ (tj. maji mensi
z-ovou soufadnici), nez A1, mé bod Aiy1 nejvyse dva jiz obarvené sousedy. Bod Ajy1
je totiz prusecikem dvou pfimek a jedini dva kandidati na obarvené sousedy jsou pruseciky
lezici na téchto pfimkach bezprostfedné vlevo od Ak 1. Ty jsou nejvyse dva (na kazdé pfimce
jeden), a tedy bod Ay jsme obarvili nékterou z barev 1,2, 3.

Je jasné, ze aplikaci téchto pravidel po n krocich dostaneme kyzené obarveni pruseciku
nejvyse tfemi barvami.

Poznamky opravovatele: Tuto tlohu poslalo mnoho fesiteli. Bohuzel podstatné méné ji sku-
te¢né vyresilo. Mnozi z vas konstatovali, ze vznikly ,,obrazek“ l1ze rozdélit na mnohouhelniky
a ty umime obarvit, tedy hledané obarveni existuje. To je ovSem neplatné pouziti obracené
véty, jinymi slovy, pokud existuje néjaké obarveni ,obrazku®, pak lze obarvit vSechny mno-
hothelniky, ale neni divod, pro¢ by to mélo platit obracené. Druhym velice ¢astym nesvarem
bylo, Ze jste priklad néjak rozebrali, néjak i dokazali, ale tiSe jste predpokladali, Ze si body
pro obarvovani budeme vybirat ,,vhodné“. Ne vzdy jsem mél takové nervy, abych vymyslel
protipfiklad, takZe pokud ho v opraveném feSeni nenajdete nebo bude $patny, promirite mi
to. Dalsi se pokouseli vice ¢i méné védoms o indukci, ale to se vam (aZ na jeden p¥ipad) také
nikomu nezdafilo. Spravna feSeni se opirala o teorii grafii ¢i o trik postupného obarvovani
z jedné strany.



