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1. série
Téma: Maxima a minima

Termin odeslani: 15. RiJNA 2001

1. ULOHA (3 BODY)
Organizatori seminafe vybiraji tlohy do nového ro¢niku, sedi pfitom okolo stolu, na némz
lezi nékolik (ruzné velkych) pivnich tack ve tvaru kruhu a na kazdém z nich je sklenicka
hruskového dzusu. Robert si vS§imnul, ze vzdalenost libovolnych dvou téackt je alespon tak
velka jako soucet jejich polomért. Pavel podotknul, Ze navic vzdéalenost libovolného tacku od
okraje stolu je pfinejmensim rovna jeho poloméru. Dokazte, Ze tacky zakryvaji maximalné
&tvrtinu plochy stolu. (Vzdélenosti dvou tackt rozumime vzdélenost jejich nejblizsich bodu.)

2. ULOHA (3 BODY)
Najdéte takova realnd x, y, pro néz je z2 + 2zy + 4y2 = 1 a pFitom x + y je nejvétsi mozné.

3. ULOHA (3 BODY)
V levém dolnim rohu Sachovnice 4 x 4 stoji bézna Sestisténna hraci kostkal (zabira pravé
jedno policko). Pavel ji chce dostat do pravého horniho rohu pomoci Sesti pieklopeni podél
jeji hrany. Ptritom chce, aby soucet sedmi ¢isel, ktera pfitom budou nahotre, byl co nejmensi
(mtize si vybrat pocatecni polohu kostky). Jakého nejmensiho sou¢tu mize docilit?

4. ULOHA (5 BODU)
Najdéte realna &isla p, ¢ tak, aby rovnice 22 + pxz + ¢ + 1 = 0 méla realné feseni a soucet
p? + ¢2 byl nejmensi mozny.

5. ULOHA (5 BODU)
Kolik nejvice sachovych jezdcii je mozné rozmistit na Sachovnici 2n x 2n (n > 1 je ptirozené
¢islo) tak, aby se zadni dva z nich neohrozovali?

6. ULOHA (5 BODU)
Necht je dan trojahelnik ABC. Uvazujme bod P strany BC. Necht Q je ten prusecik
tsecky AP s kruznici trojahelniku ABC vepsanou, ktery je bliz bodu A. Pro ktery bod P
nabyva vyraz |AQ|/|AP| svého (a) maxima, (b) minima?

ITj. kostka ve tvaru krychle, na jejiz sténéch jsou ¢isla od 1 do 6 rozmisténa standardnim
zpusobem — vzdy na protilehlych sténéch jsou dvojice ¢isel 1 — 6,2 -5 a 3 — 4.



7. ULOHA (5 BODU)
Matematik Norbert ma dvé chaty. Pobliz vede (nekoneéné) dlouha silnice ve sméru vychodo-
zapadnim, obé chaty jsou na sever od ni, zadna jind silnice pobliz neni. Norbert chce vy-
budovat silnice (s co nejkratsi celkovou délkou), po nichz by se mohl do obou svych chat
z vychodozépadni silnice dostat. Jak to ma udélat? (Poznamka: Jak kazdy vi, Zemé je pla-
cata.)

8. ULOHA (5 BODU)
Zacinajici zahradnik pan Chrudo$ Zahradnik chce oplotit u svého domku zahradku. Ma
k dispozici n kild (n > 3) a | metrd pletiva, zahrddka ma pfiléhat ke zdi jeho domku, ktera
je dloubhd s metru (s < l). Zahrddka tedy bude mit tvar n-thelniku, jehoz jednu stranu
bude tvofit s metr dlouhd zed domku (celd) a ostatnich n — 1 stran bude mit soucet délek
maximalné | metru. Jak mé pan Zahradnik postupovat, aby oplotil co nejvétsi plochu?

Reseni 1. série

1. tloha

Organizatofi seminéfe vybiraji tlohy do nového roéniku, sedi pfitom okolo stolu, na némz
lezi nékolik (rtizné velkych) pivnich tackt ve tvaru kruhu a na kazdém z nich je sklenicka
hruskového dzusu. Robert si vSimnul, ze vzdalenost libovolnych dvou tackl je alespon tak
velkd jako soucet jejich poloméru. Pavel podotknul, ze navic vzdalenost libovolného tacku od
okraje stolu je prinejmensim rovna jeho poloméru. Dokazte, ze tacky zakryvaji maximalné
&tvrtinu plochy stolu. (Vzdélenosti dvou tackl rozumime vzdalenost jejich nejblizsich bodu.)

Predstavme si, ze kazdy tacek dvakrat zvétsime (jeho stied ziistane na misté). Za chvili si
ukéazeme, zZe tyto zvétsené tacky se neprekryvaji a neprecnivaji pres okraj stolu. Soucet jejich
obsaht je tedy nejvySe roven ploSe stolu. OvSem puvodni tacky zakryvaji ¢tyfikrat mensi
plochu (kazdy z nich mé4 dvakrat mensi polomér), takze opravdu zakryvaji nejvyse ¢tvrtinu
plochy stolu.

Zbyvé jen dokazat, ze se zvétSené tacky neprekryvaji a neprec¢nivaji pres okraj stolu.
Dokazeme jen prvni z téchto tvrzeni, druhé je analogické a jednodussi, rozmysli si ho sam.
Vezméme tedy dvojici tacku 171 a T, oznac¢me jejich stiedy po fadé S1 a Sz a jejich poloméry
po fadé r1 a 7. Usecka spojujici stiedy S1 a Sz protina okraje tackd po fadé v bodech Uy
a Uz. Podle zadani je ovSsem vzdalenost bodd Ui a Uz vétsi nebo rovna ri +r2. Vidime tedy,
ze pro vzdalenost stfedu plati

|S1S2| = |S1U1| + |U1Uz| + |U2S2| > 1 + (r1 + r2) + 72 > 211 + 272,



Vidime tedy, ze vzdalenost stfedu tackt je vétsi nebo rovna souctu dvojnasobku jejich polo-
mért. Tedy tacky o dvojnasobnych polomérech se stale jesté neprekryvaji (nejvyse se doty-
kaji), coz jsme chtéli dokazat.

Poznamky opravovatele: Reseni prvni tilohy byla ve vétsiné spravna. Jen nékolik jich nebylo
obecnych — Fesitelim, ktefi si vybrali specidlni tvar nebo rozmér stolu a tacka, doporucuji
k nahlédnuti vzorové reseni.

2. uloha
Najdéte takova realnd x, y, pro néz je x2 + 2xy + 4y? = 1 a pfitom z + y je nejvétsi mozné.

Upravme rovnost v zadani
1=(z+y)* +3y° > (z +y)? ©)

(¢islo y je realné, takze 3y2 > 0). Tudiz pro libovolna x, y spliiujici zadani plati |z 4+ y| < 1.
Nejvétsi mozny soucet = + y tedy nemuze byt vétsi nez 1. Zvolime-li x = 1, y = 0, plati
x+y=11x?+ 22y + 4y? = 1, tedy tato dvojice je FeSenim. Jina FeSeni neexistuji. Pokud
pro né&jaké dalsi FeSeni z’,y’ plati ' + ¥’ = 1, musi v nerovnosti (¥) nastat rovnost a tedy
plati 35’2 = 0, tedy 3’ = 0 a odtud u# snadno z’ = 1. Nalezené fedeni je tedy jediné.

Poznamky opravovatele: Spravna feSeni této tlohy se vétsinou bud podobala vzorovému,
nebo vyuzila vzoreéek pro feseni kvadratické rovnice a pak nasla vice ¢i méné duvéryhodné
maximum vyrazu z+y = ++/1 — 3y2. Krom toho se vyskytlo i nékolik feseni pomoci derivaci,
ba i vazanych extrémi.

Spousta Fesiteld se piitom dopustila nasledujici chyby: z vyrazu typu a? = b vyvodila

a = /b. Ignorovala tim moznost a = —v/b, kdy a je zéporné ¢&islo. Vedle tohoto zlo¢inu
se jevi zcela nepodstatnou zaména termint ,kladny“ a ,nezdporny“ (druhy z nich zahrnuje
i ¢islo 0).
3. tloha

V levém dolnim rohu Sachovnice 4 x 4 stoji bézna Sestisténna hraci kostka? (zabira pravé
jedno policko). Pavel ji chce dostat do pravého horniho rohu pomoci Sesti pieklopeni podél
jeji hrany. Pritom chce, aby soucet sedmi ¢isel, ktera pfitom budou nahote, byl co nejmensi
(mtize si vybrat podatecni polohu kostky). Jakého nejmensiho sou¢tu mize docilit?

Nejlepsi zptisob, jak nalézt spravnou odpovéd, je nakreslit si vSechny mozné cesty kostky
po Sachovnici (rozmyslete si, Ze téchto cest je dvacet, ovSem stac¢i zkoumat jen deset, ostatni
jsou symetrické®) a pozorovat, jak se méni ¢islo, které je zrovna nahore. Takto p¥i trose
pozornosti pfijdeme na to, ze kdyz postavime na zacatku kostku ¢islem 2 nahoru, ¢islem

2Tj. kostka ve tvaru krychle, na jejiz sténach jsou ¢&isla od 1 do 6 rozmisténa standardnim
zpusobem — vzdy na protilehlych sténach jsou dvojice ¢isel 1 — 6,2 -5 a 3 — 4.
3Pfi trose Sikovnosti se lze dokonce omezit jen na sedm rtznych cest (pozn. aut.).



3 vlevo a ¢islem 1 smérem k ndm a pohybujeme s ni dvakrat nahoru, vpravo, nahoru a dvakrat
vpravo, objevi se na horni strané postupné ¢isla 2, 1, 5, 3, 6, 2, 1, jejich soucet je 20. Také
se nam nepodari najit cestu s mensim souctem, ovSem kdybychom to chtéli dokazat takto
pfimocate, museli bychom vypsat vSechny cesty a vsechny pocatec¢ni polohy kostky.

To nastésti délat nemusime, staci u¢init nékolik jednoduchych objevi, které popisuji vlast-
nosti spole¢né vSem témto cestam. Jejich pomoci pak dokazeme, ze pro zddnou cestu neni
souet mensi nez 20. Pro snazsi vyjadfovani nazveme hodnotou policka (pfes které kostka
presla) &islo, které bylo nahote, kdyz kostka na tomto policku stéla.

(1) Pokud z policka s hodnotou a posuneme kostku nahoru, tak prvni dalsi pohyb kostky
nahoru povede na policko s hodnotou 7 — a. Sta¢i si uvédomit, ze po prvnim pohybu
nahoru mifi strana kostky s ¢islem 7 —a (tj. ta, kterd byla pfedtim dole) smérem k spodni
strané Sachovnice, to se pfi pohybu vpravo nezméni, dalsim pohybem nahoru se tato
strana stane stranou horni.

(2) Analogické tvrzeni plati, pokud prvni pohyb uéinime vpravo.

(3) Pokud nad polickem s hodnotou a jsou alespor dvé fady a vpravo od né&j alespon dva
sloupce, tak kostka pfesla pfes policko s hodnotou 7 —a. To zjistime spojenim pfredchozich
dvou bodti, pokud prvni tah z poli¢ka s hodnotou a vede nap¥. nahoru, tak podle prvniho
bodu stac¢i pockat na dalsi tah nahoru, ten ovsem musi nékdy pfijit, jelikoz jesté nejsme
v horni radé.

(4) Mezi dvéma polic¢ky s hodnotou a projde kostka pfes poli¢ko s hodnotou 7—a. To dokdzeme
podobné jako prvni dva body, pokud z prvniho policka s hodnotou a vyjdeme napf.
nahoru, tak pfi pohybu doprava se ¢islo a zopakovat nemutze (je na strané kostky mifici
od nés), pfi prvnim pohybu nahoru narazime na &islo 7 — a.

Uvazme nyni prvni dvé policka na cesté kostky, oznacme jejich hodnoty a a b. Podle
tfetiho pozorovani se na cesté vyskytnou policka s hodnotami 7 — a a 7 — b. Ozna¢me tato
policka jako P, mnozinu jejich hodnot jako A. Mnozina A obsahuje ¢tyfi rtizna ¢isla (a a b
lezi na sousednich stranach kostky), takze P je tvofeno &tyfmi policky. Vime uz, Ze soucet
jejich hodnot je roven 14. Stac¢i ukazat, Ze soucet hodnot zbylych policek nasi cesty je alespon
Sest. Pokud se na zbylych polickdch zadné éislo neopakuje, jsme hotovi (dostaneme soucet
alesponl 142+ 3 = 6), necht se tedy néktera z hodnot opakuje, tj. tfi neprozkoumand policka
maji hodnoty z, z a y. Pokud z neni rovno zddnému z ¢isel z A, tak mezi dvéma x lezi 7 —z,
coz musi byt rovno y. Pokud je x € A, tak existuji tfi poli¢ka s hodnotou z (jedno z téchto
poli¢ek je v P), v kazdé ze dvou ,mezer* lezi poli¢ko s hodnotou 7 — z, jedno z nich lezi v P,
druhé vsak nikoli, jeho hodnota je tedy y, ¢ili opét y = 7 — x. V obou pripadech je soucet
vSech cisel roven 21 +x > 20. Tim jsme dokézali, ze kazda cesta ma soucet alesponn 20, jednu
cestu se souc¢tem 20 jsme objevili, takze 20 je spravna odpoved!

Poznamky opravovatele: Hlavni myslenka vétSiny reseni by se dala shrnout do véty: ,Je
jasné, ze kazdé cislo se nahore objevi aspon jednou a jedno se objevi dvakrat, nejmensi
soucet je tudiz 1 +2+ 3444546+ 1 = 22.“ Bohuzel, nic takového nejen ze neni jasné, ale
dokonce to viibec neplati (takze 0+ 07). Ti Fesitelé, ktefi dospéli ke spravnému vysledku (20),
vétsinou néjakym zpusobem rozebirali vSechny moznosti. Martin Dungl objevil, ze existuji
dvé ruzné kostky vyhovujici zadani (zkuste si to také rozmyslet), byl ocenén i-ckem. Zdenék



Tichy dokazal velmi pékny odhad nejmensiho a nejvétsiho souctu u sachovnice o rozmérech
n X n (+2i).

4. tloha
Najdéte realna éisla p, q tak, aby rovnice z2 4 px + ¢ + 1 = 0 méla realné feseni a soucet
p? + ¢2 byl nejmensi mozny.

Nejprve si povsimnéme, ze zadana rovnice méa realné feseni pravé tehdy, kdyz je diskri-
minant rovnice p? — 4(q + 1) nezaporny, neboli kdyz

p? > 4(q+1).
Pokud plati tato nerovnost, snadno odvodime odhad
PP+¢*>49+4+¢> = (g+2)%

Daéle mame zjevnou nerovnost

P+d >
Nyni si sta¢i uvédomit, Ze vzdy je alespoii jedno z &isel g2 a (g + 2)? vétsi nebo rovno jedné
(staci rozebrat pfipady |¢| > 1 a |g| < 1). Odtud dostévame, ze vzdy plati

PP +¢* > 1

Z vyse provedenych tivah snadno pfijdeme na to, Ze rovnost bude splnéna pravé tehdy, kdyz
p =0 a g = —1. Tato dvojice je tedy fesenim ulohy.

Poznamky opravovatele: Vétsina fesiteld nalezla vhodné parametry p a ¢, ale problémem
bylo dokézat, ze jsou nejlepsi. Spousta fesitelit argumentovala slovy: Potfebujeme nejmensi
hodnotu vyrazu p2? + ¢2, tedy nejlepsi bude nejmensi hodnota |p| nebo |q|. Z nasledujiciho
prikladu bude ale zifejmé, Ze je potieba vice argumenta.

Priklad: Necht p a g jsou realna cisla, pro néz plati rovnost p+ g = 1. Naleznéte nejmensi
hodnotu vyrazu p? + ¢2. ReSenim je dvojice p = g = % a nejmensi hodnota je %

5. aloha
Kolik nejvice Sachovych jezdcii je mozné rozmistit na Sachovnici 2n X 2n (n > 1 je pfirozené
¢éislo) tak, aby se zadni dva z nich neohrozovali?

Pro n = 1 rozmistujeme na jezdce Sachovnici 2 X 2. V tomto pfipadé lze postavit jezdce
na v8echna ¢tyfi policka a zadni dva se neohrozuji. Pro vétsi n je hledany pocet roven 2n2,
tj. polovina ze vSech policek. Nalézt umisténi tolika jezdct je snadné, staci Sachovnici obarvit
obvyklym zptsobem a umistit jezdce na vSechna bild policka. Protoze jezdec na bilém poli
ohrozuje jen pole Cernd, je toto umisténi vyhovujici. Zbyva tedy dokazat, ze vice navzajem se
neohrozujicich jezdca uz umistit nelze. K tomu staci, kdyz policka Sachovnice rozdélime do



paru tak, Ze umistime-li na dvé policka libovolného paru jezdce, budou se ohrozovat. Pokud
se nam to podari, bude jasné, ze z kazdého paru policek je nejvyse jedno obsazeno jezdcem,
¢ili je obsazena maximalné polovina policek.

Takové rozdéleni do part (zkracené parovani) je snadné pro obdélnik 4 x2 (zkus si nakreslit
obrazek!). Pokud je n sudé, mtizeme Sachovnici 2n x 2n pokryt obdélniky 4 x 2, takze parovani
nalezneme lehce. Pro n liché (a vétsi nez 1) je postup slozitéjsi. Uvazime zvlast centralni
Sachovnici 2(n—2) X 2(n—2) a zvI&st pas o sifce dvou policek na okraji. P4s snadno rozdélime
na obdélniky 4 x 2, takze v ném parovani najdeme. Staci tedy najit parovani ve Ctverci se
stranou o c¢tyfi kratsi. Takto dojdeme az k déleni ¢tverce 6 X 6 na Ctverec 2 X 2 a vné&jsi
pas. Ozna¢me horni policka malého ¢tverce jako a, b. Kdyz si nakreslime obrazek, tak si
snadno v8imneme, Ze v hornim obdélniku 4 x 2 existuje par (A, B) tak, ze A je na skok jezdce
vzdaleno od a, B od b. MiZeme tedy misto paru (A, B) vzit pary (a, A) a (b, B). Symetricky
nalozime se spodnimi policky vnitiniho ¢tverce. Tim jsme dokéazali, ze v kazdé Sachovnici
2n X 2n pro n > 2 existuje parovani, ¢imz je diikaz hotov.

Poznamky opravovatele: Reseni se mélo skladat ze dvou &asti — z dolniho odhadu a z horniho
odhadu. Nejprve se mélo ukazat, ze jezdct (tj. konii, néktefi fesitelé si pletli jezdce se stielcem)
lze na Sachovnici umistit alespori 2n2. Tuto ¢ast méla vétsina FeSitelt spravné. Dostali za
ni jeden bod. S druhou ¢&asti feSeni uz 90% feSiteld mélo problémy. Muselo se dokazat,
%e neexistuje rozestaveni vice nez 2n2 jezdct na $achovnici, které vyhovuje zadani. Jiné
spravné dukazy nez ty podobné autorskému Feseni se neobjevily. Mnozi z vas se snazili sva
tvrzeni dokazat tak, ze na Sachovnici postavili libovolné jednoho jezdce a néjakym zptsobem
postupné probirali moznosti, kam piidat dalsi, ¢i sestavili n&jaké rozestaveni s 2n2 jezdci
a pak dokazovali nemoznost pfidani dalsiho jezdce rtznymi pfesuny jinych jezdci, ¢i prosté
konstatovali, ze maximalniho poétu dosdhneme tehdy, kdyz bude kazdé neobsazené pole
maximalné ohrozované atp. Takovéto postupy vétsinou nikam nevedou, protoze se témér vzdy
na néco zapomene a zbydou pak néjaké neprozkoumané moznosti. Kde jsem mohl, uvadél
jsem k neplatnym tvrzenim razné protiptiklady. Za tuto Cast FeSeni jsem daval maximalné
étyFi body.

6. iloha

Necht je dan trojuhelnik ABC. Uvazujme bod P strany BC. Necht @ je ten prusecik
tusecky AP s kruznici trojuhelniku ABC vepsanou, ktery je bliz bodu A. Pro ktery bod P
nabyva vyraz |AQ|/|AP| svého (a) maxima, (b) minima?

Ozna¢me k kruznici vepsanou, ! kruznici pfipsanou ke strané BC, tj. kruznici, ktera se
dotyka tusecky BC, piimek AC, AB a lezi vné trojuhelniku ABC. Ozna¢me D 4 dotykovy
bod ! a BC, analogicky ozna¢me body D g, Dc. Oznac¢me t koeficient stejnolehlosti se stfedem
v bodé A, ktera pievadi kruznici k na [, ozna¢me dale Q' obraz bodu @ v této podobnosti.
Pfi tomto oznaceni plati

14Q _ 14Q| 1

|[AP| ~ t-]|AP| ~ t’
pfi¢emz v posledni nerovnosti nastava rovnost prave tehdy, kdyz je P = Q’, neboli P = D 4.
V tomto bodé (a jenom v ném) tedy zkoumany pomér nabyva svého minima. Svého maxima



nabyde, bude-li P rovno tomu z bodu B, C, ktery je bliz k A. Abychom toto dokézali,
uvédomme si, ze hodnota poméru |AQ'|/|AP| je vlastné koeficient stejnolehlosti se stfedem
v bodé A, kterd zobrazuje tiseku BC na tusecku B’C’, ktera prochézi bodem Q’. Svého
maxima tedy pomér |AQ’|/|AP| nabyde v piipadé, kdy vzdalenost usecky B'C’ od bodu A
bude maximalni. Je snadno vidét, Ze to nastane ve zminéném piipadé.

Poznamky opravovatele: RieSeni prislo mnoho, no ani polovicka z nich nebola spravne. Zhr-
nula by som to takto: rozbor (nie vietkych) Specidlnych pripadov na vyrieSenie ulohy zdaleka
nestaci. A taktiez, ani tvrdé finty z oblasti diferencidlneho poc¢tu by ste nemali ocakavat, ved
geometria ma aj nazornejsie metddy.

7. uloha

Matematik Norbert ma dvé chaty. Pobliz vede (nekone¢né) dlouha silnice ve sméru vychodo-
zapadnim, obé chaty jsou na sever od ni, zddna jina silnice pobliz neni. Norbert chce vy-
budovat silnice (s co nejkratsi celkovou délkou), po nichz by se mohl do obou svych chat
z vychodozépadni silnice dostat. Jak to ma udélat? (Poznamka: Jak kazdy vi, Zemé je pla-
catd.)

Lehce nahlédneme, ze Norbert mé jen dvé principialné odlisné moznosti, jak postupovat:
Prvni je budovat od obou chat silnice nezavisle, tj. od kazdé pfimo na jih, v tomto pfipadé
postavi silnice v celkové délce rovné souctu vzdalenosti obou chat od hlavni silnice. Druha
moznost je vést od kazdé z chat pfimou silnici na rozcesti (ozna¢me ho R) a z néj kolmo
k hlavni silnici (patu kolmice oznad¢ime P), eventudlné muze rozcesti byt v jedné z chat.
Prozkoumejme, jaka je optimalni volba rozcesti v této druhé moznosti. Ozna¢me Norbertovy
chaty A a B. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze A lezi na jih a na zdpad od B (tj.
z-ova 1 y-ova soufadnice bodu A je mensi nebo rovna pfislusné souradnici bodu B). Kdyby
tomu tak nebylo, mizeme chaty pfeznacit, pfipadné provést osovou soumeérnost podle néjaké
severo—jizni pfimky. Uvazme rotaci okolo bodu A o thel 60° proti sméru hodinovych rucicek,
ozna¢me B’ a R’ obrazy bodii B a R, dale ozna¢me @ patu vysky z B’ na hlavni silnici. Lehce
nahlédneme, ze |BR| = |B’R’| (otoCeni zachovava vzdalenosti) a |AR| = |RR’| (trojuhelnik
ARR' je rovnostranny). Tudiz Norbert v tomto ptipadé postavi silnice o délce

|AR| 4 |BR| + |RP| = |B'R'| + |R'R| + |RP]| .

Na pravé strané je délka lomené ¢ary B'R’'RP, tato délka je zjevné alespon rovna |B’Q).
Bod R je tedy optimalni, pokud body B’R’'RP lezi v tomto potadi na tise¢ce B’Q. Pokud
bod A lezi zdpadné od B’Q, tak takovy bod R nalezneme snadno, stac¢i z bodu A vést
polopfimku pod azimutem 120°, jeji prusec¢ik s B'Q je kyZzeny bod R. Pokud bod A lezi
vychodné od B’Q, tak bod R uvedenych vlastnosti neexistuje, optimélni volbou je v tomto
ptipadé R = A. Abychom toto dokazali, ozna¢me O patu kolmice z bodu A na hlavni silnici.
Pokud by bylo rozcesti zépadné od A (tim myslime, Ze rozcesti mé mensi z-ovou soufadnici,
tj. nemusi byt pfesné na zapad), mizeme ho posunout na vychod (az na tse¢ku AO), a tak
délku silnic zmensit. Pokud je rozcesti severnéji nez use¢ka AB, posuneme je na jih (az na
use¢ku AB), pokud vychodné od B, tak na zapad. V obou piipadech se tak délka silnic



zmensi. V souhrnu zjistujeme, Ze bod R lezi na jih od tsecky AB. Chceme nyni odhadnout
délku lomené ¢ary B’ R’ RP. Uvazujme p¥imku a prochazejici bodem A rovnobéZnou s hlavni
silnici. Ta uréité protind lomenou ¢aru B’R’'RP, priiseé¢ik si ozna¢me A’ a patu kolmice
z bodu A’ na hlavni silnici si ozna¢me jako O’. Je nyni vidét, Ze délka lomené ¢ary B’ R’ RP
je alesponi rovna délce lomené ¢ary B’ A’O’ a ta je alespon rovna délce lomené ¢ary B’ AO,
tedy |BA| + |AO|. Jinymi slovy, zddné z poloh bodu R neni lepsi nez R = A (a dokonce
vSechny ostatni polohy jsou horsi).

Muzeme tedy shrnout, Ze optimélni rozmisténi silnic je jedno z nasledujicich (stale pfed-
pokladame, Ze A je na jih a na zapad od B):
(1) z obou chat vede silnice pfimo k hlavni silnici;
(2) z B vede silnice do A a odtud pfimo k hlavni silnici;
(8) silnice tvofi Y, rozcesti nalezneme vySe popsanym zpisobem pomoci rotace okolo A.

Norbert tedy zméri kazdou z téchto variant a vybere nejlepsi z nich. Muze pfipadné z thlu
mezi AB a hlavni silnici poznat, jestli je lepsi druhd moznost (to bude pro thel alesponi 30°)
nebo t¥eti moznost (pro thel mensi nez 30°). Jestli je nejlepsi prvni moznost, zjistime nejsnaze
zmétenim jeji délky a délky lepsi z druhych dvou.

Poznamky opravovatele: VétsSina résitelti zapomnéla na né€kterou moznost, jak cesty posta-
vit, jini nezapomnéli, ale neodivodnili. K tém druhym jsem byl velmi shovivavy. Za Feseni
bez pouziti derivovani jsem udélil +4.

8. tlloha

Zacinajici zahradnik pan Chrudo$ Zahradnik chce oplotit u svého domku zahradku. Ma
k dispozici n kald (n > 3) a | metri pletiva, zahrddka ma pfiléhat ke zdi jeho domku, ktera
je dlouhd s metrt (s < [). Zahrddka tedy bude mit tvar n-thelniku, jehoz jednu stranu
bude tvofit s metrt dlouhd zed domku (celd) a ostatnich n — 1 stran bude mit soucet délek
maximalné [ metri. Jak mé pan Zahradnik postupovat, aby oplotil co nejvétsi plochu?

Ulohu lze pieformulovat asi takto: Naleznéte n-thelnik A1 As ... A, mazimdiniho obsahu,
je-li |A1An| = s a |A1Az| + |A2A3]| + -+ |An—1An| <, kde s al jsou dand kladnd é&isla,
s <.

Na uvod je dobré poznamenat, Ze maximalni obsah dostaneme, nastane-li zadané nerov-
nosti rovnost, tedy pouzijeme-li celé pletivo. Toto tvrzeni snadno nahlédneme. To, Ze se
vyplati pouzit vSechny kiily, je jiz souddsti Feseni, nebot kazdé feseni s méné nez n kily
odpovida n-thelniku, ve kterém jsou nékteré uhly pfimé.

Intuitivné odhadneme, Zze hledanym maximalnim FeSenim bude tétivovy n-thelnik, pro
ktery plati |A1Az| = |A2A43| = -+ = |Ap—_1An|. Pracovné tento n-thelnik nazyvejme syme-
tricky n-uhelnik. (Rozmyslete si, Ze definice symetrického n-thelniku je jiz jednoznac¢na.)

4Ptesnéji tim rozumime toto: Pro kazdy n-thelnik, ktery nevyuzije celou délku pletiva
existuje n-thelnik s vétsim obsahem, ktery vyuzije celou délku pletiva. Pfedem totiz nevime,
zda existuje néjaka optimalni situace.



Postupn, jak dokazat, ze symetricky n-thelnik je feSenim ulohy, je cela fada. Na okraj
uvedme ,fyzikalni“ pristup, kdy uvazujeme, Ze uvnitt n-thelniku je plyn o néjakém tlaku
a soustava je v silové rovnovaze, pravé kdyz je obsah maximalni. Podobné tuvahy jsou sice
nazorné, nicméné k jejich preciznimu matematickému provedeni je tfeba velmi silny aparat,
ktery presahuje ramec naseho seminéare.

Vétsina fesiteltl pouzila nasledujici postup. ReSeni tilohy pro n = 3 je ziejmé. Vyiesme
tlohu pro n = 4, tedy naleznéme ¢tyithelnik s danou stranou a obvodem, ktery ma maximalni
obsah. Podle Brahmaputrovy véty nebo téz Heronova vzorce pro ¢tyfuhelnik plati pro obsah
Ctyftuhelnika
a+b+c+d

P < /(o —a)(oc—-b)(oc—c)(oc—d), kde o = —

pri¢emz rovnost nastava pro tétivové ¢tyiuhelniky. Nazna¢me alespon, jak se toto zajimavé
tvrzeni dokdze. Ziejmé plati P = (ef/2)sinp, kde e, f jsou délky uhlopficek a ¢ thel jimi
sevieny. Nékolikanasobnym pouzitim kosinové véty lze navic ukazat rovnost |a? — b2 + c2 —
d?| = 2ef| cos ¢|. Odtud se snadno vyjadii 16P2 = 4e? 2 — (a? — b + ¢ — d?)2. Pouzijeme-
li nyni Ptolemaiovu nerovnost ef < ac + bd (rovnost nastava pro tétivové &tyfuhelniky),
dostaneme po upravach Heronuv vzorec.

Necht je tedy dané d al = a + b+ ¢ > d. Pak podle AG-nerovnosti plati

(30 — 1)

(@—a)lo—b)(o—c) < —

)

odkud podle Heronova vzorce plyne

1

P <
— 36

3(1 —d)(I + 3d)3.
Rovnost nastava pouze v pripadé tétivového ctyrahelnika s a = b = ¢, tento ¢tyiuhelnik ma
tedy maximalni obsah.

Nyni uvazme pro n > 4 libovolny nesymetricky n-uhelnik. Urcité existuji jeho body Ay,
Akt1, Ak42, Akys tak, ze ctyfahelnik Ag Agy1 Agt2Aky3 neni symetricky a podle vyse do-
kézaného tvrzeni lze jeho zménou na symetricky ctyfuhelnik zvétsit obsah celého n-thelniku.

Odtud jesté ale neplyne, ze symetricky n-thelnik je hledanym feSenim. Je tfeba dokazat,
Ze maximum viibec existuje. Komu se to zda zbytecné, necht zvazi, nakolik je tato tloha
podobné tvrzeni, ze 1 je nejvétsi prirozené Cislo, protoze libovolné jiné pfirozené cislo lze
umocnénim na druhou zvétsit.

V zésadé existuji t¥i zptisoby, jak se s timto problémem vypofadat. Bud pouZijeme né-
jakou relativné silnou obecnou vétu, ze které existence maxima jednoduse plyne®. Druhou
moznosti je pfimo vyuzit ,spojitost® problému, pfesnéji to, ze pokud dva n-uhelniky maji
blizké velikosti stran a hli, maji i blizké obsahy. Lze naptiklad dokéazat, Zze po kone¢ném

5Pro zkuSendjsi ¢tenafe poznamenejme, Ze v nasem piipadé lze pouzit tvrzeni, ze kazda
spojita funkce na kompaktu nabyva svého maxima.



poctu popsanych uprav zvétsujicich obsah aplikovanych na jakykoliv n-tthelnik lze jeho ob-
sah libovolné pfiblizit obsahu symetrického n-thelniku. Kdyby existoval n-thelnik s obsahem
vétSim nez obsah symetrického n-tthelniku, nebylo by toto mozné.

A zatfeti lze existenci maxima dokazat elementarné konstrukci, pti které koneénym po-
¢tem uprav zvétSujicich obsah prevedeme libovolny n-tthelnik na symetricky. Takovy dukaz
je ale velmi pracny.

Poznamky opravovatele: Uloha byla obtiznid a odpovidal tomu i pocet Fesitelt, ktefi ji
spravneé vyfesili. Vsichni pouzili stejny postup — dokazali, ze kdyz hledany utvar neméa vsechny
strany stejné€ dlouhé nebo mu nejde opsat kruznice, tak lze najit jiny s vétsim obsahem. Z toho
pak plyne, ze pokud n-uhelnik danych vlastnosti s maximalni plochou existuje, pak je to pravé
tétivovy n-uhelnik se stejné dlouhymi stranami (az na jednu stranu tvofenou sténou domu).

Je tedy tfeba dokézat bud, Ze reSeni opravdu existuje, coz sice neni tézké, ale je treba
mit alesponn minimalni znalosti o spojitych funkcich na metrickych prostorech, nebo ukézat,
ze od libovolného utvaru lze kone¢nym poctem uprav zvétsujicich plochu pfejit k hledanému
feSeni. Druhd moznost je sice pracna, nicméné elementarné proveditelna.

Za tuto logickou chybu jsem body nestrhaval. Jediny, kdo si problém uvédomil, byl Martin
Tancer, ktery priznal, Ze existenci feSeni musi predpokladat. Zaslouzil si tim +2i.

Asi dvéma resitelim jsem udélil +i za diskusi toho, Ze se skute¢né vyplati pouzit vSechno
pletivo i vSechny kily.



