Serial — Geometrie

Tezisté a moment setrvacnosti v geometrii

Uvod

Na téma leto$niho seridlu mé p¥ivedla série ¢lank@ Doc. Jaromira Simsy v éasopisu Roz-
hledy matematicko-fyzikalni, roénik 97. Clanky jsou o velice zajimavé a ne p¥ili§ znamé
metodé (rozuméj: ja jsem ji neznal), jak lze ,fyzikdlné“ nahlizet na fadu geometrickych tvr-
zeni, ne vzdy trividlnich. Jak jiz ndzev nenapovid4, budeme se zamérovat na vybrané véty
z geometrie trojuhelniku a ¢tyfahelniku. Teorie je sice inspirovana fyzikou, ale nebojte se,
vSe budeme délat ,Cisté matematicky“. No tak to by snad na tvod stacilo.

Definice. Hmotngm bodem nazveme dvojici (X, m), kde X je bod v roviné a m realné ¢islo.
Cislo m nazveme hmotnost bodu X.

Poznamka: Nékdy budeme fikat ,hmotny bod X“ a budeme tim rozumét hmotny bod
(X, m). Nedorozuméni snad nehrozi.

Poznamka: Omezeni na rovinu je zbytecéné. Vse lze délat napt. v prostoru.

Mnoziné hmotnych bod budeme fikat soustava® a budeme ji psat do hranatych zavorek
(napi. S = [(A,1), (4, 3), (B, —2)] je soustava. Oznacime myx soufet hmotnosti vSech bodt
v soustavé X, tj. ,celkovou hmotnost soutavy* (tedy mg =1+ 3 —2 = 2).

Definice. Bod Ts nazveme tézistém soustavy S = [(A1,m1), (A2, m2),..., (An,byn)], pokud

n —
> mi-TsA; =0.
i=1

Poznamka: AB zde znaéi vektor. Ti, co se s vektory nesetkali, mohou tuto definici bez obav
ignorovat.

Diikaz: Provede se snadno z rovnosti (P je libovolny bod)
. n n .
PTs-> mi =Y m;- PA;.
=1 =1

1Je to trochu divna mnozina, protoze v ni nevylu¢ujeme ani dva naprosto stejné hmotné
body. Takze 1épe fec¢eno soubor.



Ts (A, B), jeji hmotnost mg(A, B).

Véta 4. Méjme soustavu hmotnych boda S = [(4, m), (B, n)], m # 0,n # 0. Tézisté Ts lezi
na pfimce AB a plati |m| - |ATs| = |n| - |BTs]|.

body slepujeme. Tento jednoduchy a nazorny princip dovoluje fesit i fadu netrivialnich tloh.
Jeden z dusledkt pro trojuhelnik shrnuje véta 6.

Cviceni 1. Zkoumejte polohu bodu 7' v zavislosti na znaménkéch hmotnosti bodi A a B.

Cvicéeni 2. Zjistéte, co se stane, kdyz m = 0.

C
T(A,C) T(B,C)
A T(A,B) B
obr.1

Aplikace v trojuhelniku

Véta 5. Méjme libovolny trojuhelnik ABC a bod X. Potom existuji ¢isla m 4, mpg, m¢e
takova, Ze soustava S = [(A,m4), (B,mp), (C,m¢)] mé tézisté Ts = X.

Pozndmka: Soustavu S = [(A,ma), (B,mp),(C,m¢c)] budeme nyni pouzivat Castéji, tak
budeme psat pouze soustava S.

Cviceni 3. Dokazte véty 1 — 5.

Véta 6. Mé&jme libovolny trojthelnik ABC a soustavu S. Pak ptimky ATs(B,C), BTs(A,C)
a CTs (A, B) prochazeji bodem Ts.



Diikaz: Situace je znazornéna na obr. 1. Oznaéme P = [(A,my4),(Ts(B,C),ms(B,C))].
Podle véty 2 plati Tp = Ts. Véta 4 Fikd, ze Tp lezi na pfimce ATs(B, C). Stejnou tvahu zo-
pakujeme pro zbylé dvé pricky a jsme hotovi. Z véty 4 plyne téz vzorec |ATs| /| TsTs(B,C)| =
(mp +mc)/ma.

Tézisté trojuhelniku. Téznice (tj. pricky spojujici vrchol a stied protilehlé strany) v libo-
volném trojuhelniku prochézeji jednim bodem.

Ditkaz: Méjme libovolny trojuhelnik ABC. Vezmeme soustavu S = [(A4,1), (B,1),(C,1)].
Oznacéime X,Y, Z stiedy stran BC, AC, AB. Z véty 4 dostaneme Ts(B,C) = X,Ts(A,C) =

|AT|: |TX|=2:1, atd.
Cviceni 4. Podobnym postupem dokazte, ze se vysky protinaji v jednom bodé.
Véta 7. (Cevova) Pricky AX, BY, CZ libovolného trojuhelniku ABC prochéazeji jednim bo-
dem, pravé kdyz plati rovnost
|AZ| |BX| |CY]|
|Bz| |CX| |AY|

(@)

Diikaz: Necht pficky AX, BY, CZ prochazeji bodem M. Vezmeme soustavu S tak, aby Ts =

|AZ] _ mp
|BZ| ~ ma

. |BX] _mc  |CY] _ mg
, apodobnég ——=—" —— = —"—.
ICX|  mp  |AY] mc
Odtud okamzité plyne (C).

Plati-li naopak (C), zvolime soustavu S = [(4, |BZ| - |CX]), (B,|AZ| - |CX]),(C,|AZ] -

|BX]|)]. Tézisti dvojic hmotnych bodu jsou body X,Y,Z (Cvi€eni 5). Tedy AX, BY,CZ
prochézeji jednim bodem (totiz bodem T).
Zména hmotnosti bodua. Uvazujme opét trojuhelnik ABC a pficky AX, BY,CZ, které
prochéazeji bodem M. Vezmeme soustavu S, aby Ts = M. Nyni libovolné zménime hmot-
nosti bodd, napf. polozime m/, = ma,my = 2mp,m = 3mc. Ve zménéné soustavé
S" = [(A,m/y), (B, mg),(C,mg)] vzniknou piicky AX’, BY’,CZ', které prochazi bodem
Tgr. Nékterym takovym zméndm hmotnosti odpovidaji zmény pricek s jednoduchou geome-
trickou interpretaci. Jako priklad poslouzi nasledujici véta.

Véta 8. Necht AX, BY,CZ jsou pricky trojuhelniku ABC, které prochazeji jednim bodem.
Necht X', Y’, Z’ jsou takové body na stranach BC, AC, AB, pro které |<CAX| = |[<BAX'|,
|<<ABY| = |<CBY’|, |<BCZ| = |[<ACZ’|. Potom pticky AX’, BY' a CZ’ prochézeji jednim
bodem.

Diikaz: Situace je zndzornéna na obr. 2. Zvolime jako obvykle soustavu S. Hmotnosti zmé-

nime takto:
. _ |BCP? . lAcP? , _ |AB?
my=—, mgp=-——, Mmg=—.
ma mp mo



Pro bod X" = Tg:(B,C) plati:

|BX"| _mg _mp|AB]® _ |OX||AB[?

ICX"| " miy T me |AC)? T |BX| |AC)?

Ze sinovych vét pro trojuhleniky ABX, ACX, ABX', ACX' dostaneme (Cvi€eni 6) rovnost

|[BX'| |CX||ABJ?
|ICX'| ~ |BX||AC]*’

tedy X’ = X", podobné obdrzime Y/ =Y" a Z’ = Z". A diikaz je hotov.

Stépeni a lepeni
Véta 9. Kazda primka, kterd protind trojuhelnik alespon ve dvou bodech a déli obsah i obvod
daného trojuhelniku ve stejném poméru, prochézi stfedem kruznice jemu vepsané.

Diikaz: Vezméme si libovolnou pirimku p, kterd déli obsah i obvod daného trojahelniku ve
stejném poméru, a oznadime si vrcholy trojuhelniku tak, aby p protinala strany AB a AC
a neprochazela bodem A, pruseciky si oznac¢ime poradé D, E. Chceme dokézat, Ze p prochéazi
stfedem kruznice vepsané. Za timto ucelem si zvolime soustavu S = [(A4,a),(B,b),(C,c)]

¢eni 7).
A ted hlavni trik dikazu — rozstépime hmotny bod (A, a) na dva hmotné body A; =
(A,a1), A2 = (A, a2),a1 + a2 = a. Vime, Ze soustava S’ = [(A,a1), (4, a2), (B,b), (C,c)] ma

D' =Ts/(A1,B),E' = Tg:(A2,C)! Tézisté S’ totiz miZzeme pocitat tak, Ze nejprve uréime

hmotnych bodt D’ a E’, které jisté lezi na piimce D’E’. Nyni jiz staéi zvolit ¢isla a1 a ag,
aby D' = D, E' = E, a dtikaz bude hotov. Aby bod D byl téZistém A1, B, musi platit

|AD|ay = |BD|b,
b(c — |AD])
|AD|

Podobné
c(b— |AE])

|AE]
Zbyvé oveérit, Ze a1 + a2 = a. Vyuzijeme k tomu podminku v zadani o rovnosti pomért:
S(AED)  |AE|+ |AD|
S(ABC)  a+b+4c ’

ay =

5 |AE||AD|sina |AE| + |AD|
Lbesina T a4b4c

Nyni je ovéfeni rovnosti a1 + a2 = a jiz jen technickou zalezitosti (Cviceni 8).



Moment setrvaénosti

Definice Uvazujme soustavu S = [(A1,m1), (A2, m2),..., (An, mn)]. Momentem setrvac-
nosti soustavy S vzhledem k bodu X naveme ¢islo

Jg(X) = my- [ XA
=1

Véta 10. (Steinerova) Necht mg # 0. Pak pro libovolny bod X plati

Js(X) = Js(Ts) +ms - | XTs|?.

Poznamka: 7 této véty napiiklad vyplyva, ze Jg(X) je nejmensi (resp. nejvétsi) pravé pro

t8zist€ soustavy (nejmensi, pokud mg > 0, nejvétsi, pokud mg < 0).
Véta 11. (Jacobiiv vzorec) Necht mg # 0. Potom

1
Js(Ts) = — - > mimy - |A; Akl
M8 1<i<k<n

Diikaz: Z definice momentu setrva¢nosti a Steinerovy véty pro kazdé k € {1,2,...,n} do-

staneme rovnost

n
Ts(Ar) =" mi- |AiAg? = Js(Ts) +ms - [Ts Al*.
i=1,i#k

Nyni vynasobime obé strany ¢islem my a vSechny vysledné rovnosti se¢teme. Dostaneme
n

n
2. mimg |AiALP = Ts(Ts) - ) mi +ms -y my [TsAyl® =
1<i<k<n k=1 k=1

= Js(Ts) - ms +ms - Js(Ts),

coz je po vydéleni 2mg dokazovana rovnost.

Aplikace v trojuhelniku

Véta 12. Je dan trojuhelnik ABC, jeho strany maji délky a, b, ¢ a jeho téZnice maji délky
ta, tp, tc. Potom plati

4
a? +02 42 = §(t§+t§+t§).



T z definice a poté z Jacobiova vzorce:

2 12 2 42 2. \2 4
Js(T)=1- (gta) +1- (gtb) +1. <§tc) = §(tZ +t2 +12),
_1-1-a?+1-1-0241-1-¢2
B 1+1+1

1
Js(T) = §(a2+b2+02)

a dikaz je hotov.

Poznamka: Podivame-li se na moment setrvac¢nosti soustavy S vzhledem ke stfedu kruznice

opsané, dostaneme nerovnost r > %\/ a? + b2 + ¢2 (Cvideni 9 — viz poznamku za Steinerovou

vétou).

Véta 13. (Stewarttv vzorec) Je dan trojuhelnik ABC s bé&zné oznafenymi stranami a bod

[AD]| qi= [BD|
c

D na strané AB. Definujme ¢isla p := , = = (je zfejmé p 4 ¢ = 1). Potom

\C’D\2 = pa® 4 qb?® — pgc?.

moment setrva¢nosti boda C, D z definice a pouZijeme Steinerovu vétu, dostaneme
Js(C) = gb® + pa?,
Js(D) = qp*c® + pg*c® = pac®(p + q) = pac?,
Js(C) = Js(D) +|CD|?,
qb® + pa® = pgc® +|CDJ?.

Véta 14. Je déan trojuhelnik ABC), jeho kruznice vepsand ma stfed S a polomér p, kruznice
opsand ma stfed O a polomér r. Pak |OS| = /r(r — 2p).

Diikaz: Tato netrividlni véta mé pouzitim nasi teorie velice pfirozené a primocaré reseni.

Vyuzitim Jacobiova vzorce dostaneme

Js(S) = (abc? + acb? + bea?) = abe.

1
a+b+c
Z definice momentu setrvacnosti a vyuzitim Steinerovy véty pro bod O dostaneme

r?(a+b+c) = Js(0) = Js(S) + (a+ b+ ) [0S,

r2(a+b+c) = abc+ (a+b+c)|0S|?,



abc

OS2 =72 — ————.
a+b+c

Zbyva nahlédnout, ze afgic = 2rp a budeme hotovi. To ale plyne z nasledujiciho dvojiho

vyjadfeni obsahu P trojuhelniku ABC:

abc
or

(a+b+c)p=2P =absiny = ab

3 \N\rz

Poznamka: 7 dokazaného vzorce snadno plyne Eulerova nerovnost r > 2p.

Aplikace ve ¢tyifuhelniku

Nyni se pokusime aplikovat nasi teorii v geometrii ¢tyfthelniku. Pfipomenme na tvod
nékolik pojmti. Ctytuhelnik se naz§va tétivovy, pokud mu lze opsat kruznice, te¢novy, pokud
mu lze vepsat kruznice, a dvojstredovy, pokud je te¢novy i tétivovy. Pokud mé ¢tyfahelnik
vSechny vnitfni hly mensi nez 180 stupnd, fikame, ze je konvezni.

Snadno lze nahlédnout, ze konvexni ¢tyrihelnik je teCnovy praveé tehdy, kdyz oba soucty
délek protilehlych stran jsou stejné. Ctyfuhelnik je tétivovy pravé tehdy, kdy# soucet proti-
lehlych Ghld je 180 stupni. Pozdéji dokazeme i jiné kritérium tétivovosti vyjadfené pomoci
délek stran a uhlopricek.

V dalsim textu budeme vzdy uvazovat ¢tyfuhelnik ABCD s bézné oznaCenymi stranami
(JAB| = a, |BC| =, ...), thloptickami (|AC| =e, |BD| = f) a Ghly (|[<BAD|=aq, ...).

Véta 15. Usecky spojujici stfedy protilehlych stran a tsecka spojujici sttedy thlopii¢ek
libovolného ¢tyiftahelniku se protinaji v jednom bodé.
Diikaz: Méjme &tyiahelnik ABCD a uvazujme soustavu S = [(4,1),(B, 1), (C,1),(D,1)].

AB se stifedem tusecky C'D. Podobné snadno obdrzime vysledek i pro zbylé dvé tsecky.

Poznamka: Dokéazali jsme téz, Ze spoleCny bod vSechny tfi tisecky puli. Z toho napiiklad
plyne, Ze ¢tyruhelnik uréeny stiedy stran ABCD je rovnobéznik. Tomuto rovnobézniku se
tikd Varignoniv.

Pfi konstrukénich tlohach ¢asto poméaha vyznacny rovnobéznik, ktery je s Varignonovym
stejnolehly (stfed stejnolehlosti je jeden z vrcholt ABC D, koeficient 2). Vznikne napf. tak,
Ze posunutim AC posuneme bod B do bodu B’ a bod D do bodu D’ a ziskdme rovnobéznik
BB'D'D. V tomto rovnobézniku (spolu s bodem C) je skryto mnoho prvka pidvodniho
&tyfuhelniku ABCD. Velikosti stran BB’ D’ D jsou velikosti uhlopti¢ek ABC D, sviraji spolu
stejny thel. Vzdélenosti vrcholit BB’D’'D od bodu C jsou velikosti stran ABCD. Sami si
rozmyslete (nebo se podivejte na obrazek), kde najdeme uhly ABCD a jaky vyznam maji
uhlopticky BB’ D’ D. Podle polohy bodu C navic pozname, je-li ABC'D konvexni — to nastane
pravé tehdy, kdyz C lezi uvniti BB’ D’D.
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Véta 16. (Eulerova véta o ¢tyfuhelniku) V libovolném étyiuhelniku plati
2404+ d? =2 24 du?,
kde u je vzdalenost stiedt thlopticek.
Diikaz: Zatim jsme pracovali s tézistém soustavy S = [(A4,1),(B,1),(C,1),(D,1)]. Nyni se

podivame na jeji moment setrvacnosti. Ozna¢me E, F' stiedy thlopricek e, f. Z Jacobiho
vzorce dostaneme Jg(Ts) = %(a2 + 02 + 2+ d? + €2 + f?). Z definice ndm vyjde Jg(E) =
%(62 + f2+4u?) (Cviéeni 10 - je tfeba vyuzit Steinerovu vétu pro dvojici bodt B, D). A ze
Steinerovy véty dostaneme po kratké upravé dokazovanou rovnost.

Poznamka: Pro rovnobéznik odtud dostdvame znamy vztah 2(a? + b%) = e2 + f2.

Véta 17. Je dan konvexni tétivovy ctyfuhelnik s kolmymi thlopfickami, které se protinaji
v bodé X. Potom |AX|? +|BX|?+|CX|?> + |DX|? = 4r2, kde r je polomér opsané kruznice.

Dukaz: Pouzijeme stejnou soustavu jako v minulém dikazu. Podivame-li se pozorné na do-
kazovany vztah, zjistime, Ze na levé strané je moment setrvacnosti S vzhledem k X a na pravé
strané je moment setrvacnosti S vzhledem ke stfedu opsané kruznice. Momenty setrvacnosti

(Cviéeni 11).
Véta 18. (Ptolemaiova véta) Ctyithelnik je tétivovy pravé tehdy, kdyz ef = ac + bd.

Dikaz: Dokazeme pouze jednu implikaci. Pfedpokladejme, ze ¢tyithelnik ABCD je téti-
vovy. Ozna¢me T prusecik jeho thlopficek. Déle ozna¢me tse¢ky AT, BT,CT, DT poradé
pismeny e1, f1, e2, f2. Stejnymi pismeny budeme znadit i jejich velikosti (znaceni viz obra-
zek). Plati e1 +e2 = e, f1 + fo = f (zfejmé) a e1ea = f1f2 (viz Véta 19). Zvolime hmotnosti
vrchold tak, aby T byl tézistém nasi soustavy — volime S = [(4, e2), (B, f2), (C,e1), (D, f1)]-



Potom Ts(A,C) =T,Ts(B,D) =T, tedy Ts = T. Vyjadfime moment setrva¢nosti S podle
definice a z Jacobiho vzorce. Porovnanim obdrzime po kratké tpraveé

2eferen = 62f2a2 + 61f2b2 + 61f102 + €2f1d2. (%)
Vyjadiime dvojim zptusobem obsahy trojuhelniki ABT a CDT:
25(ABT) = ey f1sin |<ATB| = ejasin |<BAC],

25(CDT) = ez f2 sin |<<KCTD| = facsin|<BDC] .

Uvédomime si, ze uhly v hornim fadku se rovnaji thlim v dolnim fadku (véta o obvodovém
ahlu) a srovnanim téchto vztahtt dostaneme: cf; = aez. Obdobné dfi = be;. Nyni jiz snadno
upravime (*) do tvaru ef = ac + bd.

Poznamka: Ptolemaiova véta plyne rovnéz z Bretschneiderovy véty (nékdy se ji Fiké ko-
stnovd véta pro ¢tyrihelnik): V konvexnim ¢tyfthelniku plati

e?f? = a%c® + b2d? — 2abed cos(a + 7).

Z toho také dostaneme veledilezitou Ptolemaiovu nerovnost ef < ac + bd platnou pro
libovolny ctyifahelnik s rovnosti pravé pro tétivovy ¢tyiuhelnik. Pro konvexni ¢tyfahelnik
provedeme dikaz takto:

(ef)? = €2f? = a%c® + b2d? — 2abed cos(a + ) < a?c? + b2d? 4 2abed = (ac + bd)?.

Jak provést duikaz nerovnosti pro nekonvexni ¢tyfahelnik? (Cviceni 12)

Poznamka: Ptolemaiova nerovnost je ,obraz trojihelnikové nerovnosti v kruhové inverzi“.
Ovéite toto heslo (Cvideni 13 — za stfed vezméte jeden z vrcholl ¢tyfthelniku).

Jesté jedna aplikace

Véta 19. (Mocnost bodu ke kruznici) Je ddna kruznice k(S,r) a bod M. Bodem M vedme
piimku p, ktera protind kruznici k v bodech A, B. Potom |[MA|-|M B| = |r? — |MS|? |. Sou¢in
|MA| - |MB| tedy nezavisi na volbé& seény p, nazyva se mocnost bodu M ke kruznici k.

Diikaz: Predpokladejme, ze bod M lezi uvnitf k. Dikaz pro druhy ptipad provedeme ob-
dobné (Cvi€eni 14). Uvazujme soustavu O = [(A4, |MB|), (B,|MA|). Je zfejmé T's = M.
Z definice zjistime, Ze
Jo(M) = |MB|[MAP + | MA||MBJ? = |MA| MB||AB|,
Jo(S) = |[MB|-r% +|MA| -2 =% |AB|.

A ze Steinerovy véty

r2|AB| = [MA||MB||AB| + |[MS|?|AB|,



coz je (jiz téméF) to, co jsme chtéli.

Zavérem

Zavér bude, podobné jako ivod, patfit k nejslabsim ¢astem serialu, nebot mé pisatelské
moznosti jsou, jak jste jiz zfejmé poznali, prekompaktni (tzn. totdlné omezené).

Ac¢ to abstraktni srdce matematika téZce nese, nékdy vychytrald fyzikalni avaha pomize
najit cestu k feseni, pfipadné téz samotné feseni. Kromé priklada vyuzivajicich tvahy o té-
ziStich a momentu setrvacnosti lze v geometrii nalézt i jind uplatnéni fyzikalniho pfistupu.
O jednom z nich pojednava ¢lanek ,Potencidlni energie a rovnovaha sil v geometrii“, ktery
vysel opét v Rozhledech (rok 2000, ¢&islo 1), autorem je opét Doc. J. Sim$a (viz ivod). Dalsi
mozna uplatnéni ¢ekaji pravé na vas, na Ctenare, ktefi jste se docetli az k témto poslednim
fadktm letosniho seridlu. A to je vSe.



