6. série
Metoda minimdlniho prvku

1. ULOHA

Do ¢tvercové tabulky 5 x 5 je napsano 25 redlnych ¢isel takovych | ze kazdé cislo je
aritmetickym prameérem sousednich ¢isel (sousedni ¢isla se nachézeji vedle sebe v tom
samém Fadku ¢&i sloupci). DokaZte, Ze v8echna vepsand redlnd isla jsou si rovna.

2. ULOHA
Dokazte, ze kostku nelze slozit z koneéného poc¢tu mensich kostek, jejichz rozméry jsou
navzajem ruzné.

3. ULOHA
V roviné je dano 7 riznych bodu tak, ze zadnych Sest nelezi na jedné piimce. Dokazte,
ze téchto 7 bodt urcuje alespon 9 rtiznych primek.

4. ULOHA

Mezi osmi vesnicemi je potfeba vybudovat
sit bezprasnych cest tak, aby bylo mozné do-
stat se z kazdé vesnice do libovolné jiné po
bezprasné cesté. Na mapce vidite piivodni sit
prasnych cest i s délkami jednotlivych cest
v km. Které cesty je potifeba prebudovat na
bezprasné, jestlize chceme modernizovat co
nejméné km starych cest? Navrhnéte vSechna
rovnocennd feseni.

5. ULOHA

V roviné je ddna kone¢nd mnozina navzajem rtiznobéznych piimek P s vlastnosti: Pro
libovolné primky p, ¢ € P, p # ¢ plati: jestliZe se p, ¢ protinaji v bodé X, potom bodem X
prochazi asponl jedna dalsi pfimka z mnoziny P. Dokazte, Ze vSechny piimky z mnoziny
P prochazeji jednim bodem.



Reseni 6. série

1. ULOHA

Necht h je minimalni hodnota z 25 ¢&isel uvazované tabulky. Pifedpokladejme, Ze ne
vSechna vepsané cisla jsou si navzajem rovna. Potom existuji takova dvé riizna sousedni
¢isla, Ze jedno z nich (ozna¢me ho a) ma hodnotu h (kdyby neexistovala, musela by mit
v8echna ¢isla hodnotu h). VSechna sousedni ¢isla a jsou vétsi nebo rovna h a jedno z nich
je dokonce ostie vétsi nez h, pak ale jejich aritmeticky prumér musi byt vétsi nez h, coz
je spor.

2. ULOHA

Piedpokladejme, ze jsme kostku K takovym zptisobem sestavili, necht jeji hrana mé
délku 1. Mezi kostkami, které vyplnuji dolni podstavu kostky K vezméme tu, jejiz hrana
je nejkratsi, ozna¢me ji K. To muZzeme provést, protoze kostek je koneény pocet. Pro
délku h; hrany kostky K; jisté plati h; < 1/2. Tato nejmensi kostka nemuze lezet
na kraji dolni podstavy kostky K, protoze pak bychom ji nemohli obklopit kostkami
s vétsimi hranami. Kostka K; je tedy obklopena ze vSech stran kostkami o hrané vétsi
nez hy, jeji horni sténa tedy musi byt vyplnéna dolnimi podstavami mensich kostek, mezi
nimi vybereme nejmensi Ko, ktera nelezi na kraji podstavy kostky K7 a pro jejiz hranu
musi platit ho < 1/2 - h; < 1/4. Po konefném poctu takovychto konstrukci musime
narazit na horni stranu kostky K, musi tedy platit h; 4+ hs + --- 4+ h,, = 1, coZ je spor
s tim, Ze h; < (1/2)! proi=1,2,...,n.

3. ULOHA
Dokazme nejprve pomocné tvrzeni s problémem zdanlivé nesouvisejici.

Lemma 1. Mé¢jme kone¢nou mnozinu M bodu takovou, ze kazda primka prochazejici
jejimi dvéma obsahuje aspon jeden dalsi bod z mnoziny M. Potom vSechny body dané
mnoziny lezi na téze pfimce.
Diikaz: Necht tvrzeni neplati, potom ke kazdé pfimce p prochézejici aspoii dvéma body
munoziny M najdeme bod z M, ktery na ni nelezi. Ze vSech dvojic (p, X), kde p je pfimka
prochézejici aspon dvéma body mnoziny M a X je bod, ktery nelezi na p, vybereme
tu, pro kterou je vzdalenost d(p, X) nejmensi (to muZeme provést, protoze dvojic je
kone¢ny a nenulovy pocet (uvazujme M aspont dvouprvkovou)). Necht (p, X) je zvolend
dvojice. Pravouhly pramét P bodu X na pfimku p rozdéluje pfimku p na dvé uzaviené
polopfimky. Kdyby na jedné z téchto polopfimek leZely dva body A, B z M, mohli
bychom tim z nich, ktery je dal od P (necht je to A) vést pfimku prochézejici téZ bodem
X (ozna¢me ji p’), potom by ale platilo d(B,p’) < d(X,p) a to neni mozné vzhledem
k volbé& dvojice (p, X). Tedy na p¥imce p lezi nejvyse dva body z M, coZ je spor.

Dale rozlisime tii pripady: Lezi-li ze sedmi bodt uvedenych v zadani pét na pfimce
p, pak onéch sedm bodl urcuje aspont deset pfimek. Lezi-li pravé ¢tyfi body na jedné



pfimce, pak rozborem snadno zjistime, ze danych sedm bod@ urcuje nejméné jedenact
primek. TTeti moznost je, Ze zadné ¢tyfi body nelezi na jedné pfimce. Oznacme as (resp.
a3) polet pfimek prochazejicich pravé dvéma (resp. pravé tiemi) body. Zfejmé plati, ze
as + 3az = (;) = 21, tj. pocet vSech dvojic bodu z danych sedmi. Z lemmatu 1 plyne,
7e ag # 0, tedy as > 3 a az < 6, z ¢ehoz konecné dostavame, Ze as + az > 9, coz jsme
chtéli dokazat.

4. ULOHA

Hrana AB je stejné dlouha jako cesta
z A do B vedouci pfes C, miZzeme ji tedy
odstranit. Necht G; resp. G5 je podgraf
uvazovaného grafu G slozeny z uzli A,
B C, D resp. E, F, G, H a hran grafu
G je spojujicich. Soucet délek vsech hran
grafu G je 9 a grafu G2 12, je tedy mensi
nez soucet dvou nejkratsich spojnic mezi
grafy G1 a Gy, coz je 13. Ulohu nyni mt-
Zeme vyfteSit samostatné pro graf G; a
Go. Vzniklé souvislé grafy pak spojime
nejkratsi spojnici C'F mezi grafy G a G2 a takto ziskdme ¢tyfi pfipustna feseni.

5. ULOHA

Necht M je mnozina vSech prinikt piimek z P. Podle predpokladu je M neprazdnd, ale
také konec¢na. Predpokladejme, Ze tvrzeni neplati a tedy, ze ke kazdému bodu X € M
existuje p € P jim neprochéazejici. Ze vSech dvojic (p,X), kde p € P, X € M a p
neprochdzi X, vybereme tu, pro kterou je vzdalenost d(X,p) nejmensi a oznacme ji
(po, Xo)- Bodem X, prochézeji aspoii tii pfimky z mnoZiny P rtiznobé&zné s pg, které
tuto pfimku protinaji aspon ve tfech bodech, coz je spor s tim, co jsme dokézali v zavéru
dikazu lemmatu 1.



