1. série
Co vime o prirozenych cislech

1. ULOHA
Dokazte, ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel tvaru 4p + 3, kde p je pfirozené ¢islo.

2. ULOHA

Jestlize pFirozené ¢islo n je vétsi nez 4 a jestlize n neni prvodéislo, potom ¢éislo (n — 1)!
je délitelné cislem n. Dokazte. (Uméli byste dokézat, Ze za uvedenych predpokladu je
dokonce (n — 3)! délitelné ¢islem n?)

3. ULOHA

Dokazte, Ze jestlize pfirozend é&isla a, b, ¢ spliuji vztah a? + b2 = c2, potom
(a) aspoii jedno z ¢isel a, b je délitelné tiemi,
(b) asponi jedno z ¢isel a, b je délitelné ¢tyfmi,
(c) aspon jedno z éisel a, b, ¢ je délitelné péti.

4. ULOHA
Naleznéte vSechna prvoéisla, pro ktera 4p? 4+ 1 a 6p? + 1 jsou prvodéisla.

5. ULOHA
Prvni dvé, jako i posledni dvé cifry ¢tyfciferného prirozeného ¢isla n se shoduji, pfitom
n je ¢tvercem prirozeného c¢isla. Naleznéte vSechna takova n.



Reseni 1. série

1. ULOHA

Predpoklddejme, ze prvocisel tohoto tvaru je koneéné mnoho. Vynasobme tedy vsechny
a v pripadé, zZe je jich sudy pocet, prictéme k vysledku dvojku, pokud jich je lichy pocet,
prictéme ctyrku. Ziskame tim ¢islo, které je tvaru 4k 4 3 a urcité neni délitelné zadnym
prvodéislem tvaru 4k+3 (po vydéleni libovolnym z nich davé zbytek 2, resp. 4), ale souéin
prvocisel tvaru 4k + 1 je opét tvaru 4k + 1, coz je spor.

2. ULOHA
Pokud n neni prvocislo, da se napsat jako soucin dvou ¢isel vétsich nez jedna a mensich
nez n. Pokud jsou tato ¢isla rizna, pak jsou riznymi ¢leny souéinu 1-2-...-n — 1,

¢imz je tvrzeni dokdzano. Pokud jsou tato ¢isla stejna, je n = m?2, jisté m > 2, tedy
2m < m? = n a 2m je druhym ¢lenem, vyskytujicim se v rozpisu n!. Pro (n — 3)! se
tvrzeni dokazuje stejné, jen je potfeba zvlast oSetfit pfipady n = 5, 6.

3. ULOHA

(i) Pokud je a = 3k =1, b = 3] £ 1, pak a? = 3m + 1, tedy a® + b* by bylo tvaru
3n + 2, coz je spor s tim, Ze druhd mocnina ptirozeného ¢isla je tvaru 3n nebo 3n + 1.

(ii) Snadno se ukaze, ze druhd mocnina pfirozeného éisla muze byt pouze tvaru 16k,
16k+1, 16k+4 nebo 16k+9. Sec¢tenim druhjch mocnin dvou ¢isel, ktera nejsou délitelna
Ctyfmi tedy ziskame c¢islo tvaru 16k+1+1, 16k+1+4, 16k+1+49, 16k+4+4, 16k+4+9
nebo 16k + 9 + 9, coz nemize byt druh& mocnina pfirozeného ¢isla.

(iii) Druhd mocnina p¥irozeného ¢&isla musi byt tvaru 5k, 5k + 1 nebo 5k 4+ 4. Pokud
a, b nejsou délitelné péti, pak soucet jejich druhych mocnin je tvaru bk+1+1, 5k+4+4
nebo 5k 4+ 1 + 4. Protoze prvni dva tvary nemohou byt druhou mocninou pfirozeného
¢isla, musi nastat tfeti moznost, tedy ¢? = 5l, tedy c je délitelné péti.

4. ULOHA

Pokud je p tvaru 5k £ 1, pak 4p? + 1 je délitelné péti, pokud je tvaru 5k + 2, pak je
6p? + 1 délitelné péti. Jediné prvodislo, které zbyva, je p = 5, pro toto prvodislo jsou
4p® + 11 6p? 4 1 prvoéisla. Jediné prvoéislo splitujici podminku ze zadani je 5.

5. ULOHA

Necht prvni dvé cifry jsou rovny a a posledni dvé b. Cislo tedy vypada takto: aabb. Toto
¢islo muzeme vydélit jedenacti: aabb = 11 - a0b. Stacéi vyzkouset vSechna ¢isla mezi 30 a
100, ktera jsou délitelné jedenécti.



