Zavéreéna série je jiz tradiéné vyvrcholenim seminate. Resitelé se v ni setkavaji s ptiklady,
z nichz kazdy je motivovan jednou z predchézejicich sérii. Tomu je uzpusoben i systém bodo-
vani. Kazda tloha sestava ze dvou ¢asti. Z nich prvni je jednodussi, je urcena fesSiteltim, ktefi
doposud nemaji vétsi zkuSenosti s feSenim obdobnych prikladi, jeji FeSeni je obcas dobrym
navodem pro feseni druhé c¢asti. Ta pak obsahuje opravdovy ofisek i pro spickové fesitele. Za
¢ast (a) je mozno ziskat az dva body, za ¢ast (b) tfi.

Pokud mas pocit, ze nékterému pojmu nebo znaceni v zadani nerozumis, pravdépodobné
se staCi vratit k prislusné sérii. K reseni tloh vskutku nejsou potfeba zadné specidlnéjsi
znalosti.

8. série

Téma: Finalni my$(mas)

Termin odeslani: 15. KVETNA 2000
1. 0LOHA
(a) Zjistéte, zda existuje kruznice a na ni ¢tyfi (rtizné) body, jejichz vSechny vzajemné vzda-
lenosti jsou racionalni. (2 body)
(b) Zjistéte, zda existuje pét takovych bodu. (3 body)
2. ULOHA
Latinsky Ctverec je ¢tvercova matice fadu n z Cisel 1, 2, ..., n, takova, Ze v kazdém fadku
i v kazdém sloupci je kazdé z ¢isel 1, 2, ..., n pravé jednou, tj. kazdy fadek i kazdy sloupec
je n&jakd permutace mnoziny {1, 2,..., n}. Latinsky obdélnik je matice k x n, kde k < n,
z &isel 1, 2, ..., n, takova, ze kazdy radek je néjakd permutace {1, 2,..., n} a v kazdém
sloupci se kazdé cislo vyskytuje nejvyse jednou.
(a) Dokazte, ze pro kazdé prirozené éislo n existuje latinsky Gtverec. (2 body)
(b) Dokazte, ze kazdy latinsky obdélnik lze (pfidanim Fadkt) doplnit na latinsky ¢tverec.

(3 body)

3. ULOHA

Necht M C Ng. Rekneme, ze M je péknd, pokud plati

(1) (Ya,b€ M)(@a+be M, |a—bl € M).
(2) (Vk € No)(Ym € M)(k-m € M).

Mnozinu M nazveme nddhernou, pokud M je péknd a navic plati
(Va,b € No)((a-be M) = (a€e MVbe M)).

(a) Naleznéte vSechny pékné podmnoziny No. (2 body)
(b) Naleznéte vsechny nadherné podmnoziny Ny. (3 body)



4. ULOHA
(a) Rozhodnéte, zda existuje spojita funkce takovd, Ze jeji graf se otocenim o uhel 5 (90

stupiii) okolo pocdtku nezméni. (2 body)
(b) Rozhodnéte, zda existuje (ne nutné spojita) funkce takova, ze jeji graf se oto¢enim o tihel
5 (60 stupiii) okolo po¢atku nezméni. (3 body)

Poznamky: V tomto piikladu funkci rozumime redlnou funkci redlné proménné, jejiz de-
finiéni obor je cela mnozina R. Grafem funkce f rozumime mnozinu bodu [z, f(xz)], kde
x probihé celou mnozinu R.

Pojem spojite funkce staci chapat intuitivné. V feSeni mizes pouzivat vSechny znadmé elemen-
tarni vlastnosti spojitych funkci, zejména tzv. Darbouzovu vlastnost o nabyvani mezihodnot.
Ta ¥ik4, ze kazda spojitd funkce f nabyva na intervalu (a,b) vSech hodnot mezi f(a) a f(b).

5. ULOHA
Kral se chce rozhodnout, kterou ze 100 divek si vezme za zenu. Pochopitelné chce tu nejhezci,
jenze ony k nému chodi postupné a kral musi napadnici hned fict, zda ji chce, nebo ne. Kral
zvolil néasledujici strategii: Odmitne prvnich padesat a z dalsich padesati si vybere prvni,
kterd bude hezéi, nez vSechny pfedchozi (nebo si, pokud takto odmitne dalsich 49, vybere tu
posledni).

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze si kral vybere tu nejosklivéjsi? (2 body)
(b) Jaka je pravdépodobnost, ze si kral vybere tu nejhezéi? (3 body)
6. ULOHA

(a) Necht je dana pifimka p a rovina p. Sestrojte obraz roviny g v otoceni o 90 stupnt okolo
pfimky p. (2 body)
(b) Necht je dana ptfimka p a roviny g1, o2, 03. Sestrojte krychli'! ABCDEFGH tak, aby
AE €p, B€ o1, D € g2 a G € p3. (3 body)
7. ULOHA

Najdéte viechna komplexni &isla a takova, ze funkce f(z) = az? zobrazuje ¢tverec s vrcholy
144, 1—4¢, =144, —1—14

(a) do jednotkového kruhu. (2 body)
(b) do sebe. (3 body)
Ctverec i jednotkovy kruh uvazujeme v tomto piikladu uzavieny, tedy obsahujici svoji hranici.

LVrcholy jsou znaceny v obvyklém poiadi.



Reseni 8. série

1. tloha

(a) Zjistéte, zda existuje kruznice a na ni ¢tyfi (rtizné) body, jejichz vSechny vzijemné vzda-
lenosti jsou racionalni. (2 body)
(b) Zjistéte, zda existuje pét takovych bodu. (3 body)

Na obé otazky je odpovéd kladna. Chceme-li najit étyfi body, staéi vzit body [+z, +y]
pro vhodna kladné z, y. Tyto body lezi na kruznici se stfedem v pocatku a polomérem z, kde
22 = 22 4+ 42 (). Vzéjemné vzdalenosti jsou 2z, 2y, 2z, potiebujeme tedy najit racionalni ,
y, 2z spliiujici (x). Najdeme dokonce z, y, z celd — stadi najit libovolny pravouhly trojuhelnik
s celoéiselnymi stranami (tzv. Pythagorejsky trojahelnik), napt. z =3, y =4, z = 5.

Zkusme nyni k nasim bodim pfidat bod [z,0] (pfipadné také [—z,0], ¢imZ se stejnou
namahou umistime na kruznici dokonce sest bod). Mezi vzdjemnymi vzdélenostmi pfibudou
¢isla s, t, ktera si mizeme vyjadrit z Pythagorovy véty néasledovné

P=(-o)? 4+ =2+ y?+ 22— 202 =222 — 202 =22(2 —x),

2=(G+a)+y? =22 +32 + 22+ 222 =222+ 202 =22 (2 + ).

Sta¢i ndm tedy najit Pythagorejsky trojuhelnik, pro ktery navic ¢isla 2z (z — x) i 2z (z + )
jsou ¢&tverce. Pouzijeme znamy vztah pro vytvafeni (vSech) Pythagorejskych trojihelniki:
,Vezmi piirozena ¢&isla m, n. Cisla ¢ = 2mn, y = m?2 — n2, z = m? + n? jsou strany
Pythagorejského trojihelniku.“ Uz na Sesty pokus najdeme vyhovujici ¢isla ¢ = 7, y = 24,
2=25(2-25-(254+7)=25-64=(5-8)2,2-25-(25—7) = 25-36 = (5-6)?). Nasli jsme
tedy na kruznici s celoCiselnym polomérem Sest bodu se vSemi vzajemnymi vzdalenostmi
celociselnymi.

Poznamky opravovatele: Naprosta vétsina FeSeni byla spravnd, jen nékterym fesitelim bych
vytkl, ze ve své konstrukci vyuzili Pythagorejského trojuhelniku, aniz by dokézali, ze néjaky
existuje (ono je to sice obecné zndmé, ale piece ... ). Nicméné zaddné body jsem za to
nestrhaval.

Kromé feseni podobnych feSeni autorskému (najdeme né&jakych konkrétnich Sest bodd na
kruznici) se objevily dalsi dva pristupy, které dokonce déavaji o néco vic! V prvnim z nich
(podle Angi Lauschmannové) najdeme thel a takovy, Ze sin« i cos« jsou racionalni (opét
vyuZzijeme néjakého Pythagorejského trojuhelniku). Poté umistime na jednotkovou kruznici
body [sin2na, cos 2nal, kde n je libovolné pfirozené — dostdvame tedy nekoneény pocet
bodu. Zbyva si rozmyslet, Ze vSechny vzajemné vzdalenosti jsou skuteéné racionalni.

m?—n? 2mn
m2Zrn2’ m2+n?
m, n pro kterd je m? +n? &tverec. Rozmyslete si sami, ze takovych dvojic m, n je nekoneéné
mnoho, ze vSechny lezi na jednotkové kruznici a maji mezi sebou raciondalni vzdalenosti.
Také muzete popremyslet o tom, jak toto feseni souvisi s feSenim predchozim, jestli ndhodou
nedostaneme stejné mnoziny bodq, ...

Dalsi metodu pouzil Patrik Hudec: vzal vSsechny body [ ], pro prirozena



Mozna jste si uz vsimli souvislosti nasi tlohy s 6. ulohou 1. série — tam jste méli najit co
nejvice bodu se vzajemnymi racionalnimi vzdalenostmi tak, aby vSechny nelezely na jedné
pfimce. Dvé vyse uvedend feSeni jsou ziejmé alternativou k autorskému feseni zminéné ulohy.

Jesté se zamysleme nad zajimavou variantou téchto tloh: najdéte co nejvice bodi, které
maji vSechny vzajemné vzdalenosti celo¢iselné a pritom (a) lezi na jedné kruznici (b) nelezi
na jedné primce. Rozmyslete si, ze mizeme najit libovolné velky konecny pocet takovych
bodu (lehké), ale nikoliv pocet nekoneény (pro (a) lehké, pro (b) ... zajimavé).

2. tloha

Latinsky Ctverec je ¢tvercova matice fadu n z Cisel 1, 2, ..., n, takova, Ze v kazdém rfadku
i v kazdém sloupci je kazdé z ¢isel 1, 2, ..., n pravé jednou, tj. kazdy fadek i kazdy sloupec
je n&jakd permutace mnoziny {1, 2,..., n}. Latinsky obdélnik je matice k x n, kde k < n,
z &isel 1, 2, ..., n, takova, ze kazdy radek je néjakd permutace {1, 2,..., n} a v kazdém
sloupci se kazdé cislo vyskytuje nejvyse jednou.

(a) Dokazte, ze pro kazdé prirozené éislo n existuje latinsky Gtverec. (2 body)
(b) Dokazte, ze kazdy latinsky obdélnik lze (pfidanim ¥4dkt) doplnit na latinsky ctverec.

(3 body)
(a) Prikladem latinského ¢tverce je

1 2 3 ... n—-1 n
2 3 4

n 1 2 ... n—2 n-1
(b) Dokazeme, ze pro k < n se latinsky obdélnik k x n d& pfidanim fadkd doplnit na latinsky
Gtverec (pro k = n neni co dokazovat). Dokazeme-li, Ze ke kazdému takovému obdélniku
Ize pridat jeden radek tak, ze vznikld matice bude opét latinsky obdélnik, pak postupnym
pfidavanim radka (tedy indukei) miizeme kazdy latinsky obdélnik doplnit na latinsky étverec.

Ukézeme dukaz, ktery ve svém feSeni zaslala Katarina Quittnerovd. Vytvofime tabulku
(matici) (n — k) X n, ve které do kazdého sloupecku zapiSeme v libovolném poradi ¢isla, kterd
v tomto sloupecku chybi v dopliiovaném latinském obdélniku. Jejich mnozinu, tedy mnozinu
Cisel chybéjicich v i-tém sloupci obdélniku, ozna¢ime M (7); &islo v i-tém sloupci prvniho
fadku tabulky pak A(i) (budemu mu fikat 1. prvek sloupce ).

Jestlize jsou v prvnim fadku tabulky vSechna ¢isla navzajem rtizna, pak muizeme tento
radek pridat k obdélniku a jsme hotovi. Predpokladejme tedy, Ze existuji sloupce ¢ a m
takové, ze A(¢) = A(m). Dokazeme, ze pak lze prvni fddek tabulky ,zlepsit“ piehozenim
¢isel v nékterém sloupci tabulky tak, ze potom prvni fadek obsahuje vice raznych ¢isel nez
pted zlepsenim. Postupnym zlepSovanim se zvysuje pocet navzajem raznych prvka prvniho
radku tak dlouho, az jich je pravé n.

Mnozinu ¢isel, ktera chybé&ji v prvnim radku tabulky, ozna¢ime Ch. Pokud nékteré z cisel
m-tého nebo ¢-tého sloupce lezi v Ch, pak muzeme v tomto sloupci pfehodit ¢islo z prvniho
fadku s prvkem Ch. Jinak vezmeme vSechny sloupce j takové, ze A(j) € M(£) UM (m), tedy



ze jejich prvni prvek se vyskytuje také alespon v jednom ze sloupcui ¢, m. Budeme jim fikat
sloupce 1. generace. Pokud se v nékterém ze sloupct prvni generace vyskytuje prvek Ch,
muzeme v tomto sloupci piehodit toto ¢islo do prvniho fddku a v nékterém ze sloupcu ¢, m
ptehodime prvek v prvnim fadku s tim, ktery byl pfed pirehozenim ve sloupci 1. generace
v prvnim fadku. Tim se pocet riznych ¢isel v prvnim fadku tabulky o 1 zvétsi.

Neni-li v zddném ze sloupci 1. generace zadny prvek mnoziny Ch, oznadime za sloupce
2. generace ty, jejichz prvni prvek se nachazi v nékterém ze sloupcui 1. generace. Pokud
v nékterém z téchto sloupctt najdeme cislo chybéjici v prvnim fadku, muZzeme prehozenim
dvou prvkid v jednom sloupci 2. generace, v jednom sloupci 1. generace a ve sloupci £ nebo
m zlepsit prvni fadek tabulky. Jinak vytvofime sloupce 3. generace a pokrac¢ujeme déle.

Zbyva dokazat, ze se postup predcasné nezastavi, tedy Ze nenastane situace, kdy mame
vytvofeno g generaci (fikejme jim vygenerované sloupce a pocitejme mezi né i sloupce ¢
a m), jejichz sloupce neobsahuji zadné ¢islo z mnoziny Ch, a p¥itom neexistuje zadny sloupec
(g + 1)-ni generace (tedy takovy, Ze jeho prvni prvek lezi také v nékterém ze sloupcu g-té
generace). V této situaci je ale kazdy prvek kazdého vygenerovaného sloupce prvnim prvkem
nékterého (stejného nebo jiného) vygenerovaného sloupce (jinak by byl bud v Ch, nebo
v prvnim faddku nékterého zatim nevygenerovaného sloupce). Necht vygenerovanych sloupct
je v. Ve vygenerovanych sloupcich je zapsano samoziejmé v - (n — k) ¢&isel. V prvnim fadku
vygenerovanych sloupct je vSak nejvyse v — 1 riznych prvka (nebot prvky v f-tém a m-tém
sloupci jsou stejné). Kazdé z téchto ¢isel je v tabulce pravé (n — k)-krat, takZze vygenerované
sloupce obsahuji nejvyse (v — 1)(n — k) ¢isel a to je spor. Tim jsme dokazali, Ze generovani
sloupct se pfed¢asné nezastavi. Protoze vSak nemutze pokracovat do nekonecna (sloupcu je
jen n), dokdzeme né&kdy zlepsit prvni Fadek tabulky a diikaz je dokoncen.

Pozndmky opravovatele: Vétsina feSeni byla spravna v ¢ésti (a). Spravné reseni éasti (b)
jsme dostali jen jedno (pravé jste jej docetli), dalsi t¥i Fesitelé se malinko ptiblizili. N&ktefi
napsali, Zze je zfejmé, ze lze pridat radek. Za zfejmé to nepovazuji, proto tito resitelé dostali
za ¢ast (b) nula bodt.

3. uloha
Necht M C Ng. Rekneme, ze M je péknd, pokud plati
(1) (Va,be M)(a+be M, |a—0bl e M).
(2) (Vk € No)(Ym € M)(k-m € M).
Mnozinu M nazveme ndadhernou, pokud M je pékna a navic plati
(Va,b € No)((a-be M) = (a€ MVbe M)).

(a) Naleznéte vSechny p&kné podmnoziny Np. (2 body)
(b) Naleznéte vSechny nadherné podmnoziny Ny. (3 body)

(a) Nejprve si vSimnéme, ze prazdnd mnozina je p&knd, protoze vSechny podminky jsou
prazdné. Nadale tedy uvazujeme M neprazdnou.

Ozna¢me M,, = {kn : k € No} mnozinu vSech nasobki ¢isla n. Tyto mnoziny jsou pékné
pro libovolné n € Np:

(1) pro kazdé kn, In € My, plati kn+in = (k+1)n € My a |kn —In| = |k —ln € My,



(2) pro kazdé k € No, In € My, plati k (In) = (kl) n € My,.

Tvrdime, Ze jiné pékné mnoziny nejsou. Necht M je p&kna, M # Mp. Potom M \ {0} je
neprazdnd a ma nejmensi prvek m. Bud je tedy M = M, a jsme hotovi, nebo ne. Potom je
ovSem M\ My, neprazdné a miizeme oznacit jeji nejmensi prvek n. Je vidét, ze n > m, protoze
m je nejmensi nenulovy prvek M. Takze [n—m| = n—m € M\{0}. Navic n—m ¢ M,,, protoze
jinak by n = (n — m) +m € M, coz jsme zakazali. A uz je vidét, ze n >n—m € M\ Mm,
coz dava spor s vybérem n jakozto nejmensiho prvku této mnoziny.

(b) Ukazeme, ze M, je nadhernd pravé tehdy, kdyz n je prvoécislo, 0 nebo 1. Ovéfeni pro
Mo = {0} a M1 = Np je trividlni. A samozfejmé také prazdnd mnozina je nadherna.

Necht n prvodéislo a ab € M,,. Pokud ab = 0, zjevné a = 0 nebo b = 0 a 0 € M,,. Pokud
ne, mohu ab napsat jako soucin kn pro néjaké k prirozené. Prvocislo n se nutné musi objevit
v prvodiselném rozkladu éisla ab, tady také v prvociselném rozkladu &isla a nebo b. Cimz je
vidét, ze a nebo b lezi v M. Takze M, je nadherna.

Ted uvazme n = cd pro néjaka c,d # 0,1 pfirozend. Zjevné c,d ¢ My, protoze nejmensi
nenulovy prvek M, je n. Ale pfitom c¢d = n € M,,, takze M,, nemlze byt nadherna.

Poznamky opravovatele: V &asti (a) jsem udéloval jeden bod fesitelim, ktefi sice nalezli
vSechny pé€kné mnoziny, ale Gplnost svého feseni neodtivodnili. Za dalsi drobné nedostatky
jsem strhaval —i az jeden bod.

4. tloha
(a) Rozhodnéte, zda existuje spojitd funkce takovd, Ze jeji graf se otocenim o uhel Z (90
stupni) okolo poc¢atku nezméni. (2 body)

(b) Rozhodnéte, zda existuje (ne nutné spojita) funkce takovd, ze jeji graf se otocenim o thel
% (60 stupiii) okolo poc¢atku nezméni. (3 body)

Poznamky: V tomto ptikladu funkci rozumime redlnou funkci redlné promeénné, jejiz de-
finiéni obor je celd mnozina R. Grafem funkce f rozumime mnozinu bodu [z, f(x)], kde
x probihé celou mnozinu R.

Pojem spojité funkce staci chapat intuitivné. V feSeni muze$ pouzivat vSechny znamé
elementarni vlastnosti spojitych funkci, zejména tzv. Darbouzovu vlastnost o nabyvani mezi-
hodnot. Ta Fik4, ze kazda spojita funkce f nabyva na intervalu (a,b) v8ech hodnot mezi f(a)

a f(b).
(a) Predpokladejme pro spor, Ze existuje spojitd funkce f, jejiz graf se nezméni po otoceni o g
okolo poc¢atku. Ukazeme, Ze existuje t > 0 takové, ze f(t) = 0. Pokud f(1) = 0, polozime t = 1
a jsme hotovi. Pokud f(1) = z > 0, tak po otoceni bodu [1,z] ve sméru hodinovych rucicek
o thel § dostdvdme f(z) = —1 < 0. Z Darbouxovy vlastnosti, kterou f jisté spliiuje plyne,
Ze existuje mezi 1 a « bod ¢t > 0, kde f(¢t)=0. Analogicky postupujeme, je-li f(1) =y < 0.
Pak otoc¢enim v opa¢ném sméru zjistime, ze f(—y) =1 > 0 a znovu pouzijeme Darbouxovu
vlastnost pro nalezeni t.

Maéme tedy t > 0, f(t) = 0. OtoCenim grafu f o thel 7 gzjistime, ze f(0) = ¢t > 0.
Otocime-li graf f jesté dvakrat, zjistime, ze f(0) = —¢ < 0, coz je kyzeny spor.



V nékolika FeSenich se také objevila tato idea: Hledana funkce musi byt licha (coZ snadno
zjistime dvojim otocenim grafu funkce o thel %), tedy f(0) = 0. Také musi byt prosta,
kdybychom méli dva body t1 # t2 takové, ze f(t1) = f(t2) =y, tak otofenim grafu f o Ghel
5 proti sméru hodinovych rudicek dostavidme zaroven f(—y) = t1 a f(—y) = t2, coz je
spor. Pouzijeme tvrzeni, ze kazd4 spojita prostd funkce je bud rostouci, nebo klesajici (toto
tvrzeni se na zbézny pohled muze zdat ,jasné“, ale ve skutecnosti neni tplné jednoduché
ho dokdzat — a neni nasim zadmérem ho zde dokazovat) a dostadvame, Ze graf nasi funkce
f nutné prochazi prvnim a tfetim kvadrantem (pokud je rostouci), nebo druhym a ¢tvrtym
kvadrantem (pokud je klesajici). V obou pfipadech dostaneme spor, oto¢ime-li graf o tihel 3
libovolnym smérem.

(b) Na prvni pohled se to muze zdat prekvapivé, ale takovéa funkce existuje.? Zkonstruujeme
zde funkci g, kterd ma pozadované vlastnosti. Pfedné polozime g(0) = 0. Dale nadefinujeme
funkci g pro « > 0. Nejdiive si uvédomime, Ze existuje thel a € (0, §) takovy, ze

COs & cos (a - %)

cos(a—%) :cos(a—&—%)'

To snadno nahlédneme z Darbouxovy vlastnosti a toho, ze rozdil levé a pravé strany rovnosti
je spojita funkce, nebo prosté tim, Ze rovnici vyfreSime a dostaneme piesnou hodnotu o =

arctg (@ (\/5 - 2)) =17,76°. Detaily si laskavy étenaf rozmysli sam. Dale oznadime

COS ¢ cos(a — %)

t=

@)

cos(a — %) - cos(a + %)

145
2

w - t3*+ pro pravé jedno u € (1,t), z € Z, 1 € {0, 1, 2}. Pro tato vyjadiené x definujeme
g(z) = = -tgla+ §), jelil = 0, g(z) = z-tgla — §), jeli I = 1 a koneéné g(x) =
T - tga, je-li | = 2. Tedy obrazy bodt z > 0 umistujeme stfidavé na primky prochézejici
pocatkem a svirajici s osou z uhly o + %, a — %, «, podle toho, do kterého z intervalu

o (L), (&,t2), (t2,t3),... bod z patii. Pro body = < 0 definujeme g(z) tak, aby byl
graf funkce g symetricky podle po¢atku. Tim jsme definovali funkci g (pro lepsi predstavu
Ti poslouzi obrazek). Jak se snadno pfesvédéime, diky vlastnosti (V) a zpisobu, jakym jsme
definovali funkei g se jeji graf nezméni pii otoceni o thel % okolo po¢atku. Napi body grafu,
které lezi na pfimce svirajici s osu « thel « se pfi otoceni o tthel % proti sméru hodinovych
rucicek dostanou na pfimku, ktera svira s osou x thel a+ % Jelikoz se jejich xz-ova souradnice

Presnou hodnotu 1ze dopocitat, vyjde t = . Kazdé cislo = > 0 lze psat ve tvaru z =

zmensi t2-kréat, vie je v souladu s nasi definici funkce g. Obdobné to funguje i s ostatnimi
primkami, detaily si laskavy ¢tanar jiz domysli sim, vSe je nazorné vidét z obrazku.

2Rozhodné ale nemtize byt spojita, coz lze ovéfit podobnym zpiisobem, jako v &asti (a).
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Poznamky opravovatele: V feSenich prvni ¢asti vyuzivajicich Darbouxovu vlastnost se pii-
li§ mnoho chyb nevyskytovalo. Druhy zpusob svadél mnoho fesiteld k netimérné stru¢nému
dukazu. ,,Intuitivné jasnou® vétu, ze kazda prosta spojitd funkce je bud rostouci nebo klesa-
jici, jsem akceptoval bez diikazu, ale napf. tvrzeni o prostoté hledané funkce by si zaslouzilo
podrobnéji dokazat. Za takovato prili§ stru¢né reSeni jsem strhaval i.

V druhé ¢asti tlohy si mnoho z vas nevsimlo, ze hledana funkce ma byt definovana na
celém R. Néktefi zhruba odhadli tvar grafu hledané funkce, ale pouze tii fesitelé presné
vypocitali pfedpis pro takovouto funkci. AvSak pravé tento vypocet je diikazem, ze funkce,
jejiz graf jste odhadli, opravdu existuje; bez ného je feseni pouhou domnénkou ¢i nastinem.

5. aloha

Kral se chce rozhodnout, kterou ze 100 divek si vezme za zenu. Pochopitelné chce tu nejhezci,
jenze ony k nému chodi postupné a kral musi napadnici hned ¥ict, zda ji chce, nebo ne. Krél
zvolil néasledujici strategii: Odmitne prvnich padesit a z dalSich padeséti si vybere prvni,
ktera bude hezci, nez vSechny predchozi (nebo si, pokud takto odmitne dalsich 49, vybere tu
posledni).

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze si kral vybere tu nejosklivéjsi? (2 body)



(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze si kral vybere tu nejhez¢i? (3 body)

(a) Kral si bude muset vzit nejosklivéjsi princeznu jediné tehdy, kdyz nejkrasnéjsi bude mezi
prvnimi padesati, kral pak v druhé padesatce nenalezne zZadnou krasnéjsi a vezme si proto tu
posledni — ta tedy musi byt nejosklivéjsi. Pravdépodobnost, Ze nejosklivéjsi bude posledni
je 1/100, na nejhezéi pak zbyva 99 mist, a tedy pravdépodobnost, Ze bude mezi prvnimi
padeséti je 50/99 (lze to samozfejmé pocitat i obracens, jednotlivé pravdépodobnosti pak
jsou 50/100 a 1/99). Vysledna pravdépodobnost je 1/100 - 50/99, coz je 1/198.

(b) Pravdépodobnost, ze si kral vybere nejhezéi je souctem pravdépodobnosti, Ze si vybere
nejhezéi, za predpokladu, ze jde 1., 2., ..., 100. ndsobenych 1/100 (coz je pro kazdé k
pravdépodobnost, ze nejhezéi princezna ptijde jako k-td). Pravdépodobnost, ze si ji kral
vybere, kdyz jde 1., 2., ..., 50., je 0. Aby si ji vybral, pokud ptijde jako k-t (kde 50 < k <
100) musi nejkrasnéjsi z téch, co jdou p¥ed ni, jit v prvni padesatce, tedy musi byt na nékterém
z padesati mist z celkovych k—1, pravdépodobnost je %. Celkova pravdépodobnost je rovna

100 100 99

> 1/100-%:1/2- > k7i1:1/2. > 1/k.

k=51 k=51 k=50

Tento vysledek jiz nelze nijak hezky upravit, nicméné jeho hodnotu lze docela presné odhad-

nout integralem 1/2 - fslc?o 1/zdz=1/2-1In2 = 0,35.

Poznamky opravovatele:

(a) Zde se problémy pfili§ nevyskytovaly, jen nékolik Fesitelti si neuvédomilo, Ze umistovani
nejhezci a nejosklivéjsi princezny nejsou nezavislé jevy — lidsky FeCeno: nemohu je obé umis-
titit na jedno misto, tedy umistim-li jednu z nich, zbyde mi na tu druhou uz jen 99 mist
misto pavodnich 100.

(b) V této uloze bylo tieba rozlisovat pozice princezen podle né&jakého klice. Podle toho, jak
sikovny zpusob jste nasli, tak jednoducha vam vysla vyslednd suma. Problém je v tom, Ze
sumy s faktoridly a kombina¢nimi &isly se tézko upravuji (a v této tloze o to ani neslo), proto
jsem hodnotila jen to, zda se vam podafilo najit smysluplny zpisob, jak tlohu fesit, a jeho
spravné matematické vyjadieni; i bez Upravy na nejjednodussi tvar jste mohli dostat plny
pocet bodu.

6. tloha

(a) Necht je ddna pfimka p a rovina g. Sestrojte obraz roviny g v otoceni o 90 stupiitt okolo
pfimky p. (2 body)
(b) Necht je dana ptimka p a roviny o1, 02, 03. Sestrojte krychli®> ABCDEFGH tak, aby
AE €p, B€p1,D € p2 a G € p3. (3 body)

(a) Nejprve sestrojime rovinu o kolmou k pfimce p. Tato rovina protne rovinu g v pfimce ¢
(pokud ji neprotne, je s ¢ rovnobézné a jejim otocenim kolem p je ona sama). Tuto pfimku

3Vrcholy jsou znadeny v obvyklém pofadi.



oto¢ime v roviné o kolem bodu o N p a ziskdme piimku q’. Pokud se ¢ a p protinaji v jed-
nom bodsé, prolozime rovinu pfimkou ¢’ a timto bodem (rovinu o jsme volili tak, aby timto
bodem neprochéazela). Pokud p C g staéi proloZit rovinu pfimkami p a ¢’, které jsou riizno-
bézné. Zbyva pripad, kdy p a g jsou rovnobézné, v tomto pripadé staci sestrojit rovinu, ktera
obsahuje ¢’ a je kolméa k roviné o.

(b) Nejprve g2 otoc¢ime okolo p o —90°, dostaneme g}, na jeji prisecnici s o1 (oznacme ji b)
bude lezet bod B. Nyni oto¢ime rovinu g3 o —45° a navic ji zobrazime takovym zptsobem,
aby obraz libovolného bodu mél od p vzdalenost, kterd je rovna 4/1/2-nasobku vzdélenosti
vzoru od piimky p. Tim dostaneme rovinu gg, v které bude lezet bod F'. Zobrazeni provedeme
tak, ze sestrojime obrazy tfi bodu a témi pak prolozime rovinu. Obraz bodu sestrojime tak,
ze sestrojime rovinu 7 kolmou k p prochézejici timto bodem a v té sestrojime obraz bodu ve
stejnolehlosti se stfedem p N 7 a koeficientem /1/2.

Déle vime, ze BF' bude rovnobézna s AE C p. Protoze B € b, bude bod F' lezet v roviné
rovnobézné s pfimkou p obsahujici pfimku b. Tuto rovinu ozna¢me (3 a jeji prisecnici s rovinou
oF oznac¢me f (rovinu ( sestrojime snadno: nejprve rovinu kolmou k p a pak rovinu kolmou
k této roving, ktera bude obsahovat b). Nyni vime, ze B € ba F € f, kde b a f jsou pfimky.
Rekneme, 7ze B € b a F € f jsou ptatelé, jestlize BF je rovnobézna s AE. Z konstrukce b a f
plyne, Ze v obecném pripadé ma kazdy bod B pravé jednoho pfitele na f a naopak kazdy bod
F € f ma prévé jednoho pfitele na b (k neobecnym pfipadtim se vratime pozdéji). Hleddme
takovy bod B € b, ze vzdalenost B od p je stejnd jako vzdalenost B od jeho pritele F' € f.

Sestrojme nyni rovinu a kolmou k p a uvazujme kolmy primét primky b do této roviny
(je to prusecik rovin o a 3), ozna¢me ho b’. Nyni posuneme kazdy bod piimky f tak, aby si
piatelé zachovali svou vzdélenost, tj. zobrazime dva body a jimi proloZime piimku f’. Nyni
se nam situace zjednodusila tak, Ze misto vzdalenosti B od pfimky p mame vzdalenost B od
bodu A’ = aNp. A kdy% jesté otoéime bod A’ okolo pfimky b’ tak, aby leZel v roviné 3,
mame vSe zajimavé shromézdéno do roviny (3, tj. problém je nasledujici: Dany dvé primky
b, f/ abod A” v roviné a hledame bod B’ € ¥ tak, aby jeho vzdalenost od A” byla rovna
jeho vzdalenosti od ptitele F’ € f’. Pritel F’ je takovy bod, ze B'F’ je kolm4 na b'.

Pokud b’ je rovnobézna s f’, je ziejmé, jak takovy bod najdeme (kruznice se stiedem
v A’"). Pokud jsou riiznobézné: zvolime bod B’ € b’ a najdeme jeho ptitele F’. Sestrojime
kruznici se stfedem B’ a polomérem | B’ F’| a druhou kruznici, Thaletovu nad pramérem B’ X,
kde X = b’ N f’ a priisecik téchto kruZnic (je jedno ktery) oznac¢me F’'. Vedme body F"' a X
pfimku a oznacéme ji f”. Bod F"' je novym piitelem bodu B’, jeho vzdalenost je stejna, jako
ptvodniho pf¥itele, ale nep¥ijemny pravy thel, ktery svirala B’F’ s b/, jsme pfemistili tak,
7e je B'F" kolmé na f'. Ze vsichni novi pratelé bodt z b’ lezi na piimce f” se da ukazat
pomoci podobnosti trojihelnikt.

Novy problém ted vypadé takto: Mame &', f” a bod A” a hleddme bod B’ € V', ktery
mé stejnou vzdalenost od piimky f’/ jako od bodu A”. Vé&Fim, Ze vsem, kteii dodetli aZ
sem (a pochopili),* problém napadné piipomina Appoloniovu tilohu BBp a uméji ho vyfesit
(druhy bod je soumérné sdruzeny s A’ podle primky b’, ozna¢me ho Y, bude se hodit). Staci
prolozit bodem A’ kolmici k ptimce b’ (tj. pfimku A”’Y’) a nalézt jeji priisecik s /' (ozna¢me

40 prazdné mnoziné se da Fict ledacos



ho W). Nyni z mocnosti bodu ke kruznici plyne, ze |[WA"| - |WY| = |[WF"|2, nebot F" je
bod dotyku kruznice s hledanym stfedem B’ o poloméru |B’A”| = |B’Y|. Sestrojime tedy
Thaletovu kruznici nad primérem WA (pokud [WA"| > |WY/|, jinak zaménime Y s A")
a kolmici k WA’ bodem Y a jejich prisedik Z méa od W stejnou vzdalenost jako hledany
F". Sta¢i ho otocit na piimku f” a mame F’'. Odtud jiz snadno dostaneme bod B’, odtud
B a F' a F a dalsi vrcholy krychle.

Nyni néco k poctu feseni: V celém feSeni je mnoho krokt, kde se muze stat, ze se roviny ¢i
primky neprotnou nebo splynou a tlohy bude mit nekone¢né mnoho, nebo 0 feseni. Pokud ani
jeden z téchto pripadi nenastane, dostaneme timto postupem pouze jediné feSeni (na konci
sice ziskdme az 2 body F’', ale chceme-li, aby oznadeni krychle mélo spravnou orientaci,?
bude vyhovovat pouze jeden z nich). Druhé feSeni vSak mtzeme ziskat tak, ze na zaldtku
feSeni neotocime roviny o zaporné, ale kladné uhly. Tj. iloha ma 0, 1, 2, nebo nekonecné
mnoho FeSeni.

Poznadmky opravovatele: Lehéi ¢4st tilohy vétsina Fesiteld zvladla. ReSeni ¢asti (b) bylo
malo, byla vesmés komplikovand a obsahovala vice ¢i méné zdafilé pokusy o diskusi. Ale
diskuse u prikladu byla slozita, takze jsem body nestrhaval.

7.aloha

Najdéte vSechna komplexni ¢isla a takova, ze funkce f(z) = az? zobrazuje &tverec s vrcholy
1+4, 1—4, —1+4, —1—1

(a) do jednotkového kruhu. (2 body)
(b) do sebe. (3 body)
Ctverec i jednotkovy kruh uvazujeme v tomto piikladu uzavieny, tedy obsahujici svoji hranici.

Odstavce nutné k resent ulohy jsou az po symbolu Q. Vsechen predchozi text je o tom,
jak se ma to dd prijit.

Nejprve si rozebereme zadanou funkci. Pokud a = 1, funkce f(z) = 22 zobrazi vrcholy
étverce na body +2i a stfedy hran na body +1. Zbylé body obvodu ¢tverce budou nékde
,mezi“. Vyjde asi takovyhle obrazek (kruznice je jednotkova):

\
/

/
N\

5tj. pokud A je vpfedu vlevo dole a B vpfedu vpravo dole, pak C je vzadu vpravo dole
a nikoli vpfedu vpravo nahore



A co déla nésobeni ¢islem a = A(cos a + isina)? Neni to nic jiného, nez stejnolehlost se
stfedem v poc¢atku s koeficientem A a otoceni o a. (To plyne ze vzorecku

(cosa + isina)(cos B + isin B) = cos(a + B) + isin(a + B),

ktery si snadno dokazete sami.)

(a) Aby se ten obrazek vesel do kruhu, musi se nutné nejvzdalenéjsi bod od pocéatku (tj. £2i)
pfiblizit alesponl na primér kruhu — takze |a| by mélo byt nejvyse % Na otoceni potom
zjevné nezalezi, protoze kruh je kulaty. Hypotéza zni: vyhovuji vSechna a € C takova, ze
la] < %, tj. z kruhu o poloméru %
Q© Korektni ovéfeni provedeme vypoctem. Mé&jme x + iy bod daného ¢tverce, tj. |z| < 1, |y| <
1. Dosadime f(z + iy) = a(x? — y? + 2izy). Aby se vesel do jednotkového kruhu, musi byt

|f(z +iy)| < 1, tedy
1> |a|y/ (22 — y2)2 + 42292 = |a|(2* + ¢?),

jelikoz (22 + y?) nabyvéa nejvétsi hodnotu rovnu 2, nerovnost bude platit pro viechna uvazo-
vand z, y pravé tehdy, kdyz |a| < %

(b) Necht a = u + iv. Pak
f(2) = (w(@? — y?) — 2vzy) +i(v(2? — y?) + 2uzy).

Aby se vesel obraz Etverce do ¢tverce, musi byt |[Re f(z)] < 1 a |Im f(z)| < 1. Nejprve to
zkusim s rohy ¢tverce (x = £1,y = £1). Vyjdou nutné podminky

lu-0+£2v| <1, |v-0+2ul<1.

Takze hypotéza zni: vyhovuji vSechna a € C takovd, ze |Real < % a|Ima| < %, tj. z Ctverce
s vrcholy i% + %1

Zbyva ovérit, ze se obraz ¢tverce vejde do ctverce cely. To ziejmé stac¢i ovéfit pro hrany
obrazu, tj. obrazy hran ¢tverce. Vybereme si jednu hranu, konkrétné z = 1,y € (—1,1).
Ostatni ptripady budou diky symetrii stejné. Potfebujeme zajistit, aby

[u(l —y%) —2v0y[ <1, |v(1—y?) +2uy| < 1.

Vysetiime prvni podminku, druhé se udéla analogicky. Protoze 1 — 2 > 0, mtizeme dosadit
maximalni hodnotu u = % Dale volime v = :I:% tak, aby —2vy > 0. Potom

1 1
lu(l —y?) — 20y| = —§y2 +lyl+ 5

Tato funkce je nezdpornd, na intervalu (—1,0) klesajici a na intervalu (0, 1) rostouci, protoze
ly| > %yz. Takze své maximum (jehoz hodnota je 1) nabyva pro y = £1. Tim je dikaz hotov.



