10. série

Téma: Problémova série

Termin odeslani:

1. 0LOHA (20 BODU)
V kruhu o poloméru jedna je umisténo n stejné velkych kruhi. Jak velké mohou byt? Presnéji:
ozna¢me jako 7, maximdlni takové c¢islo, ze m kruht o poloméru 7, je mozno umistit do
jednotkového kruhu (nesméji se prekryvat, ale mohou se dotykat). Uplnym fesenim by bylo
nalezeni r,, pro vSechna n, ale to je asi prilis obtizné. Jako ¢astecné feSeni muzes poslat néjaké
odhady (tj. nerovnosti pro 7, ), FeSeni pro mald n ¢i néjaky jiny zajimavy postieh.

2. ULOHA (20 BODU)
Pro ktera, ¢isla a # b déli &slo 2% — 2b viechna é&isla n® —nb, kde n probiha vechna piirozena
¢isla? Uplnym feSenim této tilohy by byl popis viech dvojic (a,b), které podminku spliiuji,
jako ¢astecné feseni uvitame jakykoliv vysledek popisujici nékteré dvojice, které podminku
spliuji nebo naopak nékteré dvojice, které ji nesplnuji.

1. tloha

V kruhu o poloméru jedna je umisténo n stejné velkych kruhti. Jak velké mohou byt? Piesnéji:
ozna¢me jako 7, maximalni takové ¢islo, ze n kruhd o poloméru r, je mozno umistit do
jednotkového kruhu (nesméji se piekryvat, ale mohou se dotykat). Uplnym fesSenim by bylo
nalezeni ry, pro vSechna n, ale to je asi pfilis obtizné. Jako ¢astecné feseni muzes poslat néjaké
odhady (tj. nerovnosti pro 7, ), FeSeni pro mald n ¢i néjaky jiny zajimavy postieh.

Tuto ulohu Fesilo Sest Fesitelt, doslo sedm Feseni (Vadim Omelcenko totiz poslal dva sttsky
feSeni). Nikomu se nepodafrilo pfijit na definitivni FeSeni, vSichni maji tedy prostor k dalsimu
badani. Ani my zde definitivni feSeni nepodame, zkusime jen dokazat nékolik nesmélych
vysledki, aby bylo vidét, ze iloha nebyla tplné nefesitelns . ..

Prvni otazkou by mélo byt, zda mé zadani dlohy smysl. Ptadme se totiZ na maximum
z néjaké mnoziny cisel, kdyby ta mnozina byla tifeba interval (0,1/3), tak by maximum
neexistovalo. Tuto otézku si nikdo z feSiteli nepolozil, ani my ji zde nebudeme podrobné
fesit. Poznamenejme jen, ze az se dozvite, co to znamena, ze ,spojita funkce na kompaktu
nabyva maxima“, tak zjistite, ze ¢islo ry, je opravdu dobre definovano.

Nejprve urc¢ime r, pro n < 7. Toto délali mnozi feSitelé, avSsak nikdo nedokéazal, Ze jimi
nalezené zpusoby rozmisténi kruha jsou optimélni. Dokéazali tedy jen, ze ry, je vétsi nez

hodnota, kterou spocitali ze své konstrukce. Zde se pokusime o presvéd¢ivé zduvodnéni.
sinmw/n

Urcité je r1 = 1. Z rozmisténi malych kruha pravidelné na obvod zjistime, ze r, > Trstnr/n



n 1 2 3 4 5 6 7

- 1 1 V3 V2 V2V5-+/5 1 1
n 2 243 2+v2 44+v2/5-/5 3 3

o = 1,00 0,50 0,46 0,41 0,38 0,33 0,33

Ukéazeme, ze pro n < 6 je toto rozmisténi optimalni. Pro n = 7 se vejde jeden kruh mezi
Sest na obvodu. Tudiz r7 > re. Soucasné plati r7 < rg (pro kazdé m > n je jisté rpy < rp,
protoze rozmisténi pro m muiZeme pouzit i pro n vynechanim nékolika kruht). Staéi tedy
zjistit, ze pro n < 6 je uvedené opravdu optimalni rozmisténi. Pro tento ucel nasi ulohu
ponékud pfeformulujeme.

Snazme se umistit do jednotkového kruhu n bodu tak, aby mezi kazdymi dvéma z nich
byla vzdalenost alespon d, pro co nejvétsi d. Maximalni takové d oznacme jako o, .

Tato tloha ptijde fesit o néco snadnéji, napied ale ukazeme, ze je v jistém smyslu ekviva-
lentni s lohou puvodni, presnéji, ze plati

o *i neboli T — o
" 1—7‘n’ " Qn+2'

Ukéazeme, Ze v obou vztazich na pfedchozim fadku je leva strana veétsi nebo rovna pravé,
odsud poplyne, zZe jsou vskutku stejné. Uvazme optimalni rozmisténi pro r,. Stfedy malych
kruhti jsou vSechny v kruhu o poloméru 1 — r,, tedy po zobrazeni stejnolehlosti s koefici-
entem 1/(1 — ry) ziskdme n bodi v jednotkovém kruhu, jejichz vzdjemné vzdélenosti jsou
alespont 2ry, /(1 — ry), tudiz plati ¢, > 27, /(1 — ry). Pro dikaz druhé nerovnosti uvazme
optimalni rozmisténi pro g, body zobrazme stejnolehlosti s koeficientem 2/(on + 2). Vza-
jemné vzdalenosti ziskanych bodw, budou alespoii 29, /(on + 2), vzdalenost bodt od obvodu
alespon on /(on +2), takze kruhy se stfedy v ziskanych bodech a timto polomérem se nebudou
prekryvat. Odsud ziskdme druhou nerovnost.

Spoc¢téme nyni g, pro n < 6. Ukdzeme, ze optimalni rozmisténi je pravidelny n-thelnik
(tedy i v ptivodni tloze budou stiedy optimalné rozmisténych kruznic tvofit pravidelny n-
ahelnik). Mé&jme n&jakych n bod v kruhu, spojme kazdy z nich se stfedem. Ziskané spojnice
vyty€uji n ahld, jejichz soucet je 27. Jeden z thla bude tedy nanejvyse 27/n. Dva z nasich
bodit jsou tedy v kruhové vyseéi s thlem 27 /n, vzdélenost mezi nimi bude maximalni tehdy,
kdyZ budou oba na obvodu (zde vyuzivame toho, Ze n < 6). Dokézali jsme tedy, Ze v optimalni
konfiguraci lezi body na obvodu kruhu, navic zjevné musi byt vzdalenosti mezi nimi stejné.
Tudiz optimalni konfigurace je vskutku pravidelny n-thelnik. (V pravé dokonéeném dikazu je
nepatrné chyba, odhalite ji?) Tim jsme tedy spocitali g, (pfesné vy¢&isleni, tj. spoc¢itani délky
strany pravidelného n-thelnika vepsaného do jednotkové kruznice prenechavame laskavému
&tenati). Podle vyse uvedenych vzoreckd odsud muzeme spoéitat ry. Urdeni rs, rg atd. je
vyrazné obtiznéjsi.

Poéitanim obsaht mizeme snadno ziskat horni odhad pro r, (tj. nerovnost r, < f(n),
kde f(n) je néjaka hezkd funkce). Kazdy z malych kruhtt m4 totiz obsah 772, obsah velkého
kruhu je 7. Tudiz nnr2 < m, neboli r, < 1/4/n.

Hledejme nyni dolni odhad pro rp (tj. nerovnost r, > f(n), kde f(n) je néjakd hezka
funkce). Mé&jme v kruhu rozmisténych n nepfekryvajicich se kruht o poloméru r,. Nyni do



kazdého z nich vepiSeme m kruht o poloméru rp,r, (podle optimalni konfigurace pro m).
Tim ziskdme rozmisténi mn kruht, tudiz jsme zjistili, Ze Tmn > rmrn.

Indukci odsud ziskdme vztah r . > rﬁ, specidlné pro n = 7 zjistime, Ze T > 37k,
Tento vysledek ma nepfijemnou vlastnost — davd nédm dolni odhad jen pro n, které je
mocninou sedmicky. Muzeme ho vSak vyuzit k tomu, abychom nalezli néjaky odhad pro
vSechna 7. M&me tedy né&jaké n a najdéme takové k piirozené, aby 75~1 < n < 7.
Oznaéime-li « = log 3/ log 7 = 0,56, plati

1 1

—k _
2Tk 230 = 2l 2 g

Nyni tedy mame dolni i horni odhad pro r,: vime, Ze pro vSechna n je %n’o‘ <rp, <
n~1/2. Vzhledem k tomu, 7e o je priblizné 1/2, neni to tak Spatny vysledek, nicméné pro
velkad n je rozdil mezi dolnim a hornim odhadem velky, coz vyvolava otazku, zda je skuteéna
hodnota r, bliz§i nasemu hornimu, nebo dolnimu odhadu. Odpovéd dostaneme dokonce
dvéma zpusoby.

Jiz v minulém textu o problémové sérii jsme zminili, ze nasledujici vysledek Vadima
Omelc¢enka. Rozmistéme kruhy ,Sestithelnikovité“ tak, aby za sebou bylo nejvice 2k — 1
kruht (nakreslete si obrazek). Snadno se spocita, ze takto umistime 3k(k — 1) + 1 kruhq,

tudiz n
T3k(k—1)+1 = k1

KdyZ nyni budeme postupovat podobné, jako o dva odstavce vyse, najdeme jako dolni odhad
pro 7y, néco jako ¢/y/n. Vypoclet pfenechdme laskavému ¢tenari.

Druhy postup, kterym lze v jistém smyslu zjistit pfesné chovani r,, pro velkd n, zde jen
naznacime, mj. proto, ze budeme potfebovat jedno tvrzeni, které nedokdzeme. Hexagonalnim
zaplnénim roviny nazveme rozmisténi jednotkovych kruhua tak, Ze stfedy sousednich kruhu
tvofi rovnostranny trojihelnik. Zda se byt intuitivné jasné, ze se jedna o nejhustéjsi zaplnéni
roviny. Dikaz tohoto tvrzeni je vSak dosti obtizny, na prvni pohled neni ani jasné co vlastné
ma znamenat hustota zaplnéni. Kdyz se s témito potiZemi vypordddme (to pfenechame las-
kavému ¢tenafi), dojdeme k tomu, Ze hustota bude néco jako pomér obsahu jednoho kruhu
a obsahu ¢&sti roviny, kterd na néj ,pfipada“. (Neni ovSem viibec jasné, co ma tohle ,p¥i-
padé“ znamenat.) Oznaéme tuto hustotu o. Soudet obsah@l malych kruhii (tj. n7r2) bude
tedy priblizné roven obsahu kruhu velkého o (budou-li kruhy rozmistény hexagonalné), ur-
¢ité nemiZe byt (o mnoho) vétsi, protoZe hexagondlni rozmisténi je optimalni (je tieba si
rozmyslet podrobnosti, protoze tato optimalnost se tyka celé roviny, muze se pokazit kvuli
hranici kruhu). Odsud

Vo

N
pfi¢emz o je hustota hexagonalniho zaplnéni, tj. 7/(2v/3), tedy Ve =0.95.

Tn =

2. dloha
Pro ktera ¢isla a # b déli &islo 2% — 2° vechna &isla n® —n®, kde n probiha viechna, piirozena
&isla? Uplnym fesenim této tlohy by byl popis vsech dvojic (a,b), které podminku spliiuji,



jako Castecné feseni uvitame jakykoliv vysledek popisujici né€které dvojice, které podminku
splnuji nebo naopak nékteré dvojice, které ji nesplnuji.

Druhd tuloha problémové série byla vénovana teorii ¢isel. Teorie ¢isel bezesporu obsahuje
nejvétsi fadu slavnych matematickych problémi. K jejich velké popularité vede i to, zZe jejich
zadani mnohdy pochopi kazdy matematicky laik. Jejich feseni ovSsem matematikim casto
odolava staleti.

Ulohu do problémové série jsme vybrali z knihy Richard K. Guy: Unsolved Problems in
Number Theory, Springer-Verlag, New York, 1981. V této knize je zaznamenana spousta
nevytesenych otazek z teorie Cisel. Je zde uveden i soucasny pokrok v kazdém problému.

V knize Richarda Guye bylo o problému uvedeno jen, ze: ,pro kazdé prirozené n cislo
22 — 2 déli ¢&islo n? — n, déle &islo 22° _ 92 ggli cislo n2° — n2 a konecns &slo 2222 _92?
déli cislo n222 — 2« Tj. byly vyjmenovany t¥i dvojice ¢isel a, b. Cisla a, b byla uvedena
v zajimavém tvaru, ktery napovidal moznost dalsiho zobecniovani. Touto cestou se ovSem
zaddny z FeSiteltl neubiral. Zistava proto pro Tebe vyzvou na dlouhé préazdninové vecery.

Nasi fesitelé se ubirali jinou cestou. Pfedné nalezli celkem 14 dvojic ¢isel a, b (a > b), které
vyhovuji pozadavkim zadéni. Tyto dvojice jsou zapsany v nasledujici tabulce (bez Gjmy na
obecnosti se sta¢i omezit na pfipad a > b.)

a |12 (3|4|5|5|6|7|8[8|9|14|15 | 16
b oj(1|1(2|13|2|3|2]4]3 2 3 4

V tabulce jsou uvedena vSechna feseni pro a < 20, b < 20. Pro ostatni a, b lze ukazat, ze
gislo 2@ — 2b nedéli ¢islo 3% — 3P, tj. tvrzeni ze zadani tlohy neplati uz pro n = 3. To vedlo
Vaska Cvicka ke zformulovéni nasledujici hypotézy (on sam ji nedokazuje, takze opét zistava
jeji dokézani nebo vyvraceni jako velka vyzva pro Tebe na dlouhé prazdninové vedery):

Vaskova hypotéza: Pokud 2¢ —2° dgli 3¢ — 3%, pak 2% — 2b d&li n® —nb pro kazdé pFirozené
¢islo n.
Uloha zatim ztstala nepokofena, myslime viak, Ze mizeme viechny nase fesitele pochvalit,

ze se do ni s chuti pustili, byt jenom s ¢asteénymi vysledky. Je totiz pfece jenom snazsi pustit
se do FeSeni problému seminére ¢i jiné soutéze, kde je znamo, ze feSeni existuje, nez se poustét

pokotovateli ulohy byli Fva Ondrdckova a Josef Cibulka.



