1. seridlova série
Téma: Geometrie

Termin odeslani: 11.LEDNA 1999

1. 0LOHA (5 BODU)
Ukazte, ze libovolna shodnost v e se da ziskat jako slozeni maximalné tii osovych soumérnosti.

2. ULOHA (5 BODU)
V dalsim dile ukdzeme, ze v L jsou usecky pravé tsecky na primkach rovnobéznych s osou
y, a dale ¢asti kruhovych oblouki na kruznicich se stfedem na ose x. Pouzijte tento fakt jiz
nyni a zkonstruujte pro dané dva body a, b stred usecky ab.

3.0LOHA (5 BODU)
Sestrojte kruznici, mate-li dan jeji stred a bod, ktery na ni ma lezet. Pod kruznici rozuméj
mnozinu bodu, které maji od stredu stejnou vzdalenost.

2. serialova série
Téma: Ekvidistanty

Termin odeslani: 15. BREZNA 1999

4.ULOHA (5 BODU)
Najdéte ekvidistanty k libovolné primce. Tj. dokazte poradné to, co bylo v seridlu jen kon-
statovano, pfipadné naznaceno.

5. ULOHA (5 BODU)
Ukazte, Ze nelze ztotoznit (tj. prevést na sebe shodnosti) ani ¢asti ekvidistant o ruznych
vyskéch.

6. ULOHA (5 BODU)
Spoctéte krivost ekvidistant.



3. seridlova série
Téma: Geometrické konstrukce

Termin odeslani: 17.KVETNA 1999

7. ULOHA (5 BODU)
Zkonstruujte rovnostranny trojuhelnik.

8. ULOHA (5 BODU)
Véta ,,Ke kazdému trojuhelniku existuje kruznice jemu opsana.“ je ekvivalentni s 5. Eukli-
dovym postulatem. Najdéte tedy v L trojuhelnik, jemuz se neda opsat kruznice.

9. ULOHA (5 BODU)
Dokazte, ze neexistuje ¢tverec (tj. mnozina bodd ohrani¢end ¢tyfmi na sebe kolmymi udsec-
kami). Sestrojte kosoctverec, tj. mnozinu bodu ohrani¢enou ¢tyfmi riznymi, stejné dlouhymi
useckami.



Reseni seridlové série

1. iloha
Ukazte, Ze libovolna shodnost v e se d4 ziskat jako sloZeni maximéalné t¥i osovych soumérnosti.

Ukazeme nejprve, ze dva shodné trojihelniky na sebe lze pfevést pomoci nejvyse tii
osovych soumérnosti. Budte tedy AABC a AA’B’C’ dva shodné trojuhelniky, pfic¢em# vrchol
A odpovida A’, atd. Zobrazme nejprve AABC osovou soumérnosti podle osy tsecky AA’, jeho
obraz ozna¢me AA1B1C1. Zjevnd A’ = A;. Déle zobrazme AA; B1Cp osovou soumérnosti
podle osy usecky BiB’ (vysledek oznaéme AAzB2C2). Vzhledem k tomu, Ze trojuhelniky
ANA1B1C1 a AA’B’C’ jsou shodné, prochazi tato osa bodem A’ = A1, takze A’ = A, déle
zjevné B’ = Bs. Pokud nyni C’ = Cq, jsme hotovi. Pokud ne, tak trojihelniky AA’B'C’ a
AN A3B2C> jsou osové soumérné podle piimky A’B’ a stadi provést tieti osovou soumérnost.

Zbyva ukazat, ze umét zobrazovat trojuhelniky staci. Méjme libovolnou shodnost s,
zvolme libovolny (nedegenerovany) AABC a zobrazme ho pomoci s na AA’B’C’. Podle
predchoziho odstavce umime AABC pievést na AA’B’C’ pomoci nejvyse t¥i osovych sou-
mérnosti, zbyva ukazat, Ze sloZeni onéch soumérnosti (ozna¢me ho t) se rovna s, ¢ili ze
zobrazuje stejné kazdy bod roviny. K tomu sta¢i nahlédnout, Ze bod v roviné je jednoznac¢né
urcen svymi vzdalenostmi od vrcholi nedegenerovaného trojihelnika. Je-li totiz « libovolny
bod, pak jeho vzdalenosti od vrcholt AABC jsou stejné jako vzdélenosti s(z) od vrchola
AA'B'C’ i jako vzdalenosti t(z) od vrchold AA’B/C’ (uzivame definice shodnosti). Spojenim
poslednich dvou vét zjistime, ze s(xz) = t(z), coz jsme chtéli.

Poznamky opravovatele: Vyskytly se tfi druhy resitela. Prvni napsali, jak zobrazovat troj-
uhelnik, ale vétsina z nich nedokézala, Ze to stadi (ono to Gplné zfejmé neni). (3-5 bodi)

Druzi napsali, Ze existuji nasledujici druhy shodnosti: posunuti, rotace, osova soumérnost,
posunuté osova soumérnost (prip. otocend osova soumérnost) a jednostlivé p¥ipady rozebrali.
Nedokéazali vsak, ze jiné druhy shodnosti neexistuji. Dokazat napf., ze slozenim dvou posunu-
tych osovych soumérnosti nevznikne nic nového, neni trivialni, navic to ani nestaci! Slozenim
dvou posunuti také vznikne jen posunuti, pfesto vSak nemohu tvrdit, ze kazda shodnost je
posunuti! (0-2 body)

Ostatni Feseni tvorila nejméné pocetnou skupinu zajimavych, ale vétsinou chybnych feseni.
(0-3 body)

2. dloha

V dalsim dile ukazeme, ze v L jsou usecky pravé tsecky na primkach rovnobéznych s osou
y, a dale ¢asti kruhovych oblouki na kruznicich se stfedem na ose x. Pouzijte tento fakt jiz
nyni a zkonstruujte pro dané dva body a, b stred usecky ab.

Uvazujme nejprve, ze a,b lezi na primce, kterda je polopfimkou rovnobéznou s osou y,
necht rovnou lezi na ose y. Stred dsecky je takovy bod s, ze o(a,s) = o(s,b), kde o(p,r) je
vzdalenost bodu p,r, tj. existuje shodnost, kterd nechava s na misté a zaménuje body a,b.



Takova shodnost bude kruhovéa inverze o stfedu v pocatku a polomérem r takovym, ze bod
[0,7] je hledanym bodem s. Kdy% oznadim a = [0, a],b = [0,b] tak je r? = a.b, takové &islo r
uz tedy lze zkonstruovat podle Euklidovy véty.

Mam-li dva body nelezici na pfimce rovnobézné s osou y, tak ony stejné lezi na primce,
v tomto pripadé€ je to kruznice k se stfedem na ose z. Jedna se tedy o to, jak k prevést
shodnosti na osu y. To je ale jednoduché. Necht kruznice k protind osu z v bodech ki, k2,
hledana shodnost pak bude kruhova inverze kolem kruznice k se stfedem v k1 a prochazejici
bodem k2, pfipadné sloZena s posunutim (coz je slozeni dvou osovych soumérnosti). Ziskam
tedy stred jako v prvnim pfipadé a inverznimi shodnostmi ho pfenesu nazpét.

Poznamky opravovatele: Vétsina fesitelt pouzivala myslenku uvedenou v autorském feSeni,
tj. v pripadé, ze body lezi na primce kolmé k ose x, pouzili Euklidovu vétu o vysce a v ptipade,
ze body nelezeli na pfimce rovnobézné s osou y, zobrazili je nejprve na takovou pfrimku
vhodnou shodnosti.

Neékolik resiteltt pouzilo alternativni postup a hledali pfimo shodnost, kterd prevadi na
sebe zadané body, oznaéme je A, B. V pfipadé, ze body lezi na pfimce rovnobézné s osou
z je touto shodnosti osovd soumérnost podle pfimky kolmé na x. V ostatnich pripadech je
shodnosti vhodna kruhova inverze. Hledany stfed je pak samodruzny bod shodnosti lezici na
primce spojujici body A a B.

3. tloha
Sestrojte kruznici, mate-li dan jeji stred a bod, ktery na ni ma lezet. Pod kruznici rozuméj
mnozinu bodu, které maji od stredu stejnou vzdalenost.

Nejprve je nutné si uvédomit, co to je kruznice. Jak pozdéji ukadzeme, je to kruznice
v eukleidovském smyslu, jen s ponékud jinym stfedem. Méjme tedy zadany stred s a bod a,
ktery na ni ma lezet, pro jednoduchost zase tak, ze s i a lezi na ose y. Kdyz v obecném
ptipadé takto lezet nebudou, zase si je shodnostmi muzu prenést.

Udélam ted kruhovou inverzi kolem kruZnice se stfedem v pocatku a s takovym polomé-
rem, ze prochazi bodem s. Obraz bodu a je néjaky bod b, ten zase musi lezet na mé kruznici,
protoze méa od s vzddlenost stejnou jako a, ted uz tu kruznici ale z bodu a, b sestrojim lehce —
jako eukleidovskou kruznici prochazejici body a, b a se stfedem na jejich spojnici. Ozna¢me
si tuto kruznici k.

Nyni zbyva nahlédnout, Ze k je i kruznice, ¢ili oznac¢ime-li I kruznici, jiz jsme méli sestrojit,
chceme ukazat, ze k = [. Nejprve ukazme, ze &k C l. Mame tedy body s, a jako vyse a dale
néjaky bod ¢ € k. Chceme ukazat, ze o(s,a) = o(s, ), neboli, Ze existuje shodnost jez prevadi
c na a a nechava s na misté. Za takovou shodnost mizeme volit kruhovou inverzi, jejiz stfed
bude prusecik primky ac a osy x a jejiz polomér bude pravé takovy, aby bod s zustal na
misté. Ovéfeni, ze tato kruhova inverze skutecné prevadi a na ¢ Ti nechavam jako doméci
ukol.

A na konec ukazeme, ze I C k. Necht pro spor existuje bod ¢ € [, ktery na k nelezi. Vezmu
primku p spojujici body s a ¢ a oznacim ¢ ten prusecik p a k, ktery je bodu c blize. Existuje
shodnost, ktera mi zobrazuje a do &, ¢ do a a s nechava na misté. (Viz pfedchozi odstavec.)
Ta ale ukazuje, ze vzdalenost ¢ od s je jind nez a od s, tedy ¢ nemuze lezet na [.



Poznamky opravovatele: Re$eni byla vesmés spravna, pouze bych chtél upozornit na to, ze
prehnané uzivani vypocta skodi.

4. tloha
Najdéte ekvidistanty k libovolné primce. Tj. dokazte poradné to, co bylo v seridlu jen kon-
statovano, pfipadné naznaceno.

Nejprve si uvédomime, jak se vlastné urcuje vzddalenost bodu od primky. K tomu pouzijeme
toto

Pomocné lemma. Bud ddna primka p a bod P. Pak je vzddlenost bodu P od p realizovdna
na usecce kolmé na p. (tj. na primce p lezt jen jeden bod Q, nejblizsi bodu P, a navic, Q
lezi na kolmici spusténé z P na p.)

Dukaz: tvrzeni je témér ziejmé, je-li p kruznice se stiedem v pocatku souradnic a P lezi na
ose y. V obecném pripadé p nejprve prevedu na primku rovnobéznou s y a P pak zobrazuji
tak, abych po zobrazeni prevadéjici p na kruznici o stfedu v poc¢atku dostal predchozi ptripad.

Pro jednoduchost za zdkladni primku vezmeme osu y a méjme dan bod A lezici mimo
y. Chceme sestrojit ekvidistantu e prochéazejici bodem A. Protoze eukleidovské stejnolehlosti
jsou shodonosti, je diky pomocnému lematu patrné, ze pfimka (!) e prochézejici [0,0] a A a
pfimka f s ni soumérné podle osy y je ekvidistanta. Mame ted uz jen ukdzat, ze jiné body
nez ty, které lezi na e a f maji od y jinou vzdalenost nez A. Mé&jme tedy bod B, ten lezi bud
uvnitf nebo vné thlu vymezeného pfimkami e, f.

Vezmu si tedy usecku u prochazejici bodem B a kolmou na y a bez jmy na obecnosti
necht B lezi vné thlu (jinak analogicky). Pak u protne e, resp. f v néjakém bodé C a podle
pfedchoziho lemmatu je vzddlenost C' od y mensi nez B od y, coz je spor.

5. aloha
Ukazte, Ze nelze ztotoznit (tj. pfevést na sebe shodnosti) ani ¢asti ekvidistant o ruznych
vyskach.

Shodnosti zachovavaji krivost (viz druhy dil seridlu) a podle dalsiho prikladu maji rizné
ekvidistanty razné krivosti.

Poznamky opravovatele: ReSeni byla viceméné v potradku, jen obéas jste néktera tvrzeni,
kterd byla bez dikazu uvedena v seridlu, ve svém feSeni téz nedokazovali. Strhaval jsem za
to par bodd, nebot tyto diukazy tvorily samou podstatu prikladu.

6. tloha
Spoctéte krivost ekvidistant.

Miuzeme zase uvazovat jeden specialni pfipad, mam ¢ast ekvidistanty e k ose y (viz Feseni
prvniho pfikladu), jejich vzdjemnd odchylka je a, pocitdm kfivost v bodé X = [tga,1].
V tomto bodé se mé&fi v e stejné jako v L (viz konec prvni €asti seridlu) a proto krivost



e bude stejna jako kiivost kruznice, kterd se v X e dotyka a jeji st¥ed lezi na ose z (v L
se totiz krivost e spocCte prendsenim vektoru pravé po té kruznici, v e se kfivost kruznice
spoCte pomoci pfenaseni vektoru pravé po e; presnéji, vektory se prenasi po velmi podobné
kruznici, resp. velmi podobné primce a ponechavam na rozmysleni ¢tenafi, ze tato odchylka
nemé zadny podstatny vliv).

A protoze kfivost kruznice je %, kde r je jeji eukleidovsky polomér, je krivost e rovna
sin a.

7.aloha
Zkonstruujte rovnostranny trojuhelnik.

Konstrukce je celkem jednoducha. Vezmu dva body a sestrojim kolem nich kruznici pro-
chazejici tim druhym bodem. Je zfejmé, ze takto popsanad konstrukce dé vzdy hned dvé
feSeni, tj. rovnostranny trojuhelnik v L existuje.

8. tloha
Véta ,,Ke kazdému trojuhelniku existuje kruznice jemu opsana.“ je ekvivalentni s 5. Eukli-
dovym postuldtem. Najdéte tedy v L trojuhelnik, jemuz se neda opsat kruznice.

Staci vzit tfi body lezici napf. na pfimce y = z. Tyto body nelezi na primce, takze tvori
trojuhelnik, evidentné se mu ale neda opsat kruznice.

9. tloha
Dokazte, ze neexistuje étverec (tj. mnozina bodu ohranicend ¢tyfmi na sebe kolmymi dsec-
kami). Sestrojte kosoctverec, tj. mnozinu bodt ohrani¢enou ¢tyfmi riznymi, stejné dlouhymi
useckama.

Predpokladejme, ze Ctverec existuje. Mohu ho tedy shodnostmi zobrazit tak, aby jedna
strana lezela na ose y, protéjsi stranu pojmenujme k. Pak ale zbyvajici dvé strany musi byt
fesenim eukleidovské tlohy nalezeni kruznice o stfedu v pocatku, kterd protina k pod pravym
thlem, tato tloha m4 ale jednoznac¢né feseni, coz je hledany spor.



