Povidani k Sesté sérii

Ulohy 6. série se tykaji feseni funkcionalnich rovnic, co# jsou rovnice, ve kterych hledana
neznadma je néjakd funkce. V tomto textu popiseme zakladni metody feseni funkcionélnich
rovnic. Kromé toho se budeme zabyvat vlastnostni spojitych funkci. Vétsinu jejich vlastnosti
nebudeme dokazovat, ale pfi feSeni prikladt se na né muzes bez dikazu odvolavat. Podrobnéji
se problematice funkcionélnich rovnic vénuje napt. knizecka Ljubomir Davidov: Funkciondlnt
rovnice, Mladd Fronta, Praha 1984, Skola mladijch matematiki 55.

Zakladni metoda feseni funkcionalnich rovnic je tzv. substitu¢ni. Spociva, feceno co nej-

obecnéji, v nésledujicim postupu: Predpoklddame, ze uz mame néjaké feseni funkcionalni
rovnice, a vhodnou volbou proménnych se snazime najit explicitni tvar tohoto feseni. Poté
ovéfime, zda takto ziskand funkce dané funkcionélni rovnici skute¢né vyhovuje. Objasnime
to na jednoduchém piikladu.
Priklad: Najdéte vSechny funkce f : R — R, spliujici f(z+y) = f(z)+y pro kazdé z,y € R.
Reseni: Predpokladejme, 7e jiz mame n&jakou funkci f fesici rovnici. Pak musi platit (ozna-
¢ime si ¢ = f(0) a dosadime z = 0 do zadani) f(y) = ¢+ y. Naopak dosadime-li funkci f
v takto zjisténém tvaru do zadani, zjistime, Ze f(y) = ¢+ y fesi rovnici pro kazdé ¢ € R. Tim
je uloha vyftesena.

Ted se budeme zabyvat spojitymi funkcemi. Presnou definici uvadét nebudeme, postaci
nam intuitivni predstava. Spojité funkce si muzeme pfiblizné predstavit jako ty, jejichz graf
Ize nakreslit jednim tahem — je souvisly. V podstaté vétsina béznych funkci je spojitych.
Funkce f(z) = z je spojita. Plati, Ze soudet a soucin dvou spojitych funkei je spojity. Od-
tud lze indukci odvodit, Ze libovoln4 polynomické funkce! je spojitd. Dale pro f(z),g(z)
spojité je funkce % spojitd v téch bodech, kde g(x) # 0. Dalsi spojité funkce jsou napft.
sinz, cos z, a”,log, « pro a > 0. Je-li obor hodnot funkce f(z) ¢asti definiéniho oboru funkce
g(z), pak g(f(x)) je také spojita. Déle je-li funkce f(z) spojitd a ryze monoténni (rostouci
nebo klesajici), pak i funkce inverzni k funkci f(z) je spojitd. Pomoci téchto vlastnosti lze
budovat z uvedenych spojitych funkci funkce nové.

Dulezita vlastnost spojitych funkci je tzv. Darbouxova vlastnost nabyvani mezihodnot.
Je-li f(x) spojité, pak pro x1 < 2, f(x1) # f(x2) funkce f(z) nabyva na intervalu (z1,x2)
vSech hodnot mezi f(z1), f(x2). Disledkem tohoto je tvrzeni, ze je-li f(z1) <0 a f(z2) >0
(nebo naopak), pak existuje ¢islo xg € (z1,x2), pro néz f(xg) = 0.

Dale vylozime tzv. Cauchyovu metodu feseni funkcionalnich rovnic, ve kterych hledame
pouze spojita feseni. Nejdiiv ale budeme potfebovat nékolik pojmut a tvrzeni.

Rekneme, 7e mnozina M C R je hustd v R, jestlize pro kazdé a,b € R, a < b existuje ¢&islo
m € M, pro které m € (a,b).

Tedy kazdy otevieny interval musi obsahovat néjaké ¢islo z husté mnoziny. Lze ukazat, ze
kazdy otevieny interval uz nutné obsahuje nekone¢né mnoho cisel libovolné husté mnoziny.

I Tedy funkce, kterou lze vyjadfit ve tvaru f(z) = ana™ +an—12" "1 +---+ a1z +ag, kde
n €N,a, #0.



Lemma 1. MnoZina Q vsech raciondlnich cisel je husta v R.

Diikaz: Necht a < b jsou libovolna redlna éisla. Jelikoz b — a > 0, tak jisté existuje n € N,
pro které n(b — a) > 1. Pak ale interval (na,nb) nutné obsahuje ¢islo z € Z, konkrétné napf.
z = |na + 1|. Pak ale interval (a,b) obsahuje racionélni ¢islo Z. Tim je lemma 1 dokdzano.

Podobné lze ukazat, ze mnozina vSech dyadickych racionalnich cisel, tedy téch, jez je

mozno vyjadfit ve tvaru o, kde 2z € Z,n € No, je husta v R.

Lemma 2. Necht f,g: R — R jsou spojité funkce a mnozina M C R je hustd v R. Navic
plati f(m) = g(m) pro kazdé m € M. Pak plati f(z) = g(z) pro kazdé x € R.

Toto lemma je intuitivné jasné a nebudeme ho zde dokazovat. Pokud nékoho zajima
precizni dukaz, najde ho napf. v jiz zminéné knizecce Funkcionélni rovnice od L. Davidova.

Ted uz mizeme formulovat samotnou Cauchyho metodu. Reknéme, ze mame funkcionalni
rovnici, u které nas zajimaji pouze spojita feseni. Pak muzeme nejdiive urcit vSechna feSeni
dané funkcionélni rovnice, kterd jsou definovand pouze na néjaké husté mnoziné (nejéastéji
Q) a pak vyuzit spojitosti tohoto Feseni k rozsifeni na celou mnozinu R (lemma 2 ndm ¥ika,
Ze to lze provést nanejvys jednim zpusobem). Objasnime to na nasledujicim pfikladu.
Priklad: Najdéte vSechny spojité funkce f : R — R spliujici f(z +y) = f(z)f(y) pro kazdé
z,y € R.

ResSeni: Piedpokladejme, Ze mame néjaké feseni f této rovnice. Je-li pro néjaké t realné
f(t) =0, pak volbou x = z — t,y = t dostavame f(z) = f(z —t+t) = f(z —¢)f(t) = 0 pro
kazdé z € R. Dale se tedy budeme zajimat jen o nenulova feseni. Pfedné pro kazdé z € R

2
plati f(z) = f(Z+2) = F(2)F(Z) = ( f(g)) > 0. Tedy funkce f(z) nabyvé véude kladnjch
hodnot. Ozna¢me si f(1) = ¢ > 0. Predpokladejme, Ze pro néjaké n € N plati f(n) = ¢". Pak

f(n+1) = f(n)f(1) = c"c = c*t!. Odtud matematickou indukci plyne f(n) = ¢ pro kazdé
n
pfirozené ¢islo n. Analogicky dokézeme f(nx) = (f(x)) pro kazdé n € N,z € R. Tedy jsou-

li m,n € N, pak f(2) = ’;‘/(f(%))n = t/f(n™) = Y/F(m) = Y™ = ¢, Tedy vatah

2
F(z) = ¢® plati pro kazdé kladné racionalni &islo z. Dale f(0) = f(0 + 0) = ( f(O)) >0,
tedy f(0) = 1 = ¢°. Tudiz pro kazdé kladné racionalni = plati 1 = f(0) = f(z —z) =
f@) f(—=z) = f(—=z) = f(lz) = c% = ¢~ *. Tedy jsme dostali platnost vyrazu f(z) = ¢* pro

vSechna racionélni ¢isla z. Definujeme-li funkci g(x) = ¢® pro vSechna x € R, pak f(z) i g(z)
jsou spojité funkce (o f(z) to vime ze zadani), které se shoduji v kazdém racionalnim disle.
Jelikoz mnozina Q vsech racionélnich ¢isel je podle lemmatu 1 hustd v R, tak podle lemmatu
2 plati f(z) = g(z) pro kazdé x € R. Tedy pro kazdé redlné ¢islo = plati f(z) = c¢®, kde
¢ > 0. Dosadime-li funkci f(z) = ¢® do zadani, zjistime, Ze f(x) = ¢® je skuteéné FeSenim
dané rovnice pro kazdé ¢ > 0. Uloha m4 tedy spojita feseni® f(z) = 0 a f(z) = c® pro kazdé
¢ > 0. Tim je uloha vyfeSena.

2Lze ukézat, ze tato funkcionalni rovnice mé mnoho nespojitych feseni.



Pozndmka: V prikladu ¢islo 7 Sesté série se vyskytuje pojem omezené funkce. Pro pfipomenuti
fekneme, ze funkce f : R — R je omezend, jestlize existuje realnd konstanta K takova, zZe
nerovnost |f(z)| < K je splnéna pro kazdé = € R.
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1. 0LOHA (3 BODY)
Naleznéte vSechny funkce f : R — R splnujici

yf(@) +zf(y) = fz+y)

pro vSechna redlna z, y.

2. GLOHA (3 BODY)
Naleznéte vSechny funkce f : R — R, pro které plati

f(2a+0b)=f(2b+a)f(a+b)

pro vsechna redlna a, b.

3.0LOHA (3 BODY)
Najdéte vSechny funkce f : R — R takové, ze f(5z) = f(7%) + = pro vSechna z realn.

4. ULOHA (5 BODU)
Najdéte vSechny spojité funkce f : R — R splnujici pro kazdé realné a, b, ¢, d

fla+b4+c)+ fla+b+d)+ flatc+d)+ f(b+c+d) =
=fla+b)+ fla+c)+ fla+d)+ f(b+c)+ f(b+d)+ f(c+d).

5. GLOHA (5 BODU)
Naleznéte vsechny f : R — R, pro které plati

J@ W) _ —f@)=Ff(¥) _ o (z\/l T2 +yV/1+ x2) ,

pro vSechna realna z, y.



6. ULOHA (5 BODU)
Najdéte vSechny dvojice funkci f,g : N — N (nulu nebereme jako pfirozené ¢islo) takové, ze
pro vSechna z,y € N je

fl@+y) =glzy) + (=D,

7.ULOHA (5 BODU)
Naleznéte vSechny omezené funkce f : R — R spliujici vztah

2f(z + %) = V3f(z) + cosz — sin,
pro vSechna realna x, y.

8. ULOHA (5 BODU)
Najdéte vSechny f : (0,00) — (0, c0) takové, ze pro vSechna z € (0,00), y € (0,2) plati:

2 (5) <anm < s )

Reseni 6. série

1. dloha
Naleznéte vSechny funkce f : R — R splnujici

yf(x)+=f(y) = flz+y)
pro vSechna realna x, y.

Uvazujme funkei f : R — R spliujici yf(z) + zf(y) = f(z + y). Polozime-li v této rovnici
xz =0 ay = 0, dostaneme f(0) = 0. Polozime-li nyni v nasi funkcionélni rovnici yf(z) +
zf(y) = f(z+y) jen y = 0, dostaneme, Ze pro kazdé = € R plati f(z) = zf(0) = 0 (v posledni
upravé jsme vyuzili faktu, ze f(0) = 0). Zatim jsme ukazali: pokud néjaka funkce vyhovuje
nasi funkciondlni rovnici, pak musi byt f(z) = 0. Na druhou stranu snadno nahlédneme,
ze nulovéa funkce nasi funkcionélni rovnici skute¢né spliiuje. Zavérem proto mizeme Fici, ze
existuje pravé jedna funkce vyhovujici nasi rovnici, a to funkce f = 0.



2. dloha
Naleznéte vSechny funkce f : R — R, pro které plati

f(2a+0b) = f(2b+a)f(a+1b)
pro vsechna realna a, b.

Pokud existuje z € R takové, ze f(x) =0, potom Vy € R: f(y) = f(2.(y — z) + (22 — v)),
pouZijeme substitucia = y—z,b =2z —y: f(y) = f(y—2)+2.2z—vy)).f(y—z)+(2z—y)) =
F((y — o) +2.20 — 1))-f(@) = f((y — o) + 2.2 = )).0 = 0.

Zbyva tedy uvazit vSechny funkce, pro néz plati Vz € R: f(z) # 0. Pro libovolné « € R
polozme a = b = 7, dostdvame f(3a) = f(3a).f(2a), a protoze f(3a) # 0, miZeme timto
vyrazem vydélit obé strany rovnice: f(2a) = f(z) = 1. Druhé myslitelné FeSeni je tedy opét
konstantni funkce Vax € R: f(x) = 1, zddné dalsi FeSeni jiz neexistuji.

Naopak tyto dvé funkce splnuji zadani a fesenim jsou tedy pravé tyto dvé funkce.

3. tloha
Najdéte vSechny funkce f : R — R takové, ze f(5zx) = f(n®) + = pro vSechna z realnd.

Podivejme se na hodnoty funkci h(z) = 5z a g(z) = 7®. Jisté pro z = 1 je h(z) > g(z) a
pro z = 3 je h(z) < g(z). Tedy nutné existuje z € (1,3) takové, ze h(z) = g(z) = y. Existuje-
li tedy funkce f spliujici rovnici ze zadani pro vSechna z redlna, musi rovnici spliiovat i pro
x =z, tj. f(5z) = f(7%) + z, neboli f(y) = f(y) + z, coz pro z z intervalu (1, 3) neni mozné.
Dostavame tedy spor, takova funkce neexistuje.

Poznamky opravovatele: VsSechna spravnd feSeni vyuzivala stejné myslenky jako vzorové
feSeni. Nékteri Fesitelé nedostatecné oduvodnili existenci nulovych boda funkce 5z — 7.

4. uloha
Najdéte vSechny spojité funkce f : R — R spliujici pro kazdé realné a, b, ¢, d

fla+b+c)+ fla+b+d)+ flatc+d)+ f(b+c+d) =
=fla+b)+ fla+c)+ fla+d)+ f(b+c)+ f(b+d)+ f(c+d).

Ozna¢me si () vztah v zadani a pfedpokladejme, Ze jiz méme n&jaké feseni f spliiujici
(0). Dosadime-li a = b = ¢ = d = 0 do ([J), dostavame, ze nutné f(0) = 0. Dosadime-li
¢ =d =0 do (), po upravé dostaneme vztah

fla+b) = f(a)+ f(b) ()

ktery f nutné spliiuje pro kazdé a,b € R. Odtud snadno matematickou indukci plyne pro f
platnost vztahu f(x1+x2+---+xn) = f(x1)+ f(x2)+- -+ f(zn) pro kazdou n-tici redlnych
Cisel z1,x2,...,2n (rozmysli si jak). Specialné volbou z1 = z2 = -+ = z, = x dostdvame



f(nz) = nf(z) pro kazdé n € N a € R. Ozna¢me si ¢ = f(1). Z pfedchoziho vztahu volbou
x = 1 dostavame f(n) = cn pro kazdé n pfirozené. Jsou-li m,n € N, pak z pfedchoziho
vztahu dostaneme cm = f(m) = nf(7}), tedy f(7*) = c¢7*. Vztah f(n) = cn je tedy splnén
pro kazdé n kladné racionalni. Platnost pro n = 0 jsme jiz ovéfili. Dale je-li n € QT, pak z (x)
plyne 0 = £(0) = f(n + (-n)) = f(n) + f(—n), tedy f(—n) = —f(n) = —cn = ¢(—n). Vztah
f(n) = cn je tedy splnén pro kazdé n racionalni. Uvazime-li funkci g definovanou pro kazdé
z € R vztahem g(z) = cz, vidime, Ze f i g jsou spojité a shoduji se na mnoziné Q. Z lemmatu
1 a 2 z minulych komentéfa tedy nutné plyne f(z) = g(z) = cx pro kazdé x € R. Naopak
dosadime-li funkci f v takto zjisténém tvaru do (O), zjistime, ze f(z) = cz je feSenim ([J)
pro kazdé c € R. Uloha m4 tedy spojité Feseni f(z) = cx pro kazdé ¢ € R.

Poznamky opravovatele: Nejéastéji se vyskytovala tato chyba. Resitel dosel ke vztahu f(z+
y) = f(z) + f(y) a prohlésil za zfejmé, Ze odtud plyne linearita funkce f. Toto tvrzeni vSak
(bez vyuziti spojitosti funkce f) neplati. Existuji nespojité funkce, které tento vztah spliuji.3
Co se tyce spravnych feseni, jen Jan Housték si vSiml, ze tlohu lze ekvivalentné pfevést na
problém, ktery jsme vyftesili v komentarich se zadanim 6. série a tak si usetfil spoustu prace.

5. aloha
Naleznéte vSechny f : R — R, pro které plati

F@FFW) _ = f(@)=f(y) = o (:):\/1 T2 tyV/1t x2) ,

pro vSechna realna x, y.

Predpokladejme, ze funkce f : R — R vyhovuje nasi funkcionalni rovnici

ef @) _ o= F@)—FW) = 2(24/1T 4 42 + y/1 + 22) (%)

pro vSechna redlna z, y a odvodime nutné podminky, které pak nase funkce musi spliovat.
Nejprve v rovnici (%) polozme z = 0 a y = 0, pak dostaneme rovnost e27(0) _=2f(0) — ¢,
Po drobné tpravé mame e2f(0) = 1 a zlogaritmovanim této rovnosti dostavame, ze nutné
musi platit f(0) = 0.
Nyni budeme uvazovat opét rovnici (*) a polozime v ni y = 0. Pak dostaneme, Ze pro
libovolné redlné x plati vztah (vyuzivame jiz dfive odvozené skute¢nosti, ze f(0) = 0):

ef (@) _e=f(@) = 9g (k)
Rovnost () budeme Fesit substituci. Pouzijeme-li totiz ve vatahu (+*) substituci z = ef (%)
dostaneme po tpravé kvadratickou rovnici pro neznamou z s parametrem x: 22 —2zxz—1 =0

Tato rovnice mé vidy dva kofeny, jeden kladny a druhy zaporny. Jelikoz vak &slo z = e/ (%)

3Nemam vsak zde prostor, abych takovou funkci zkonstruoval. Neni to totiz az tak snadné,
jde o vysledek vyzadujici netrividlni pouziti vysokoskolské matematiky.



musi byt kladné, pfichdzi v ivahu jen kladny kofen nasi rovnice, kterym je z = = + vz2 + 1.
To vzhledem k definici &isla z znamend, ze ef (*) = ¢ + V&2 + 1.

V predchéazejicim odstavecku jsme ukéazali, Ze nase funkce f nutné musi spliiovat vztah
el (*) = ¢ 4+ /22 + 1. Zlogaritmovanim této rovnosti vidime, ze nutng plati

f(z) =In(z+ Vx2 +1). (% * )

Na druhou stranu snadno pfimym dosazenim do na$i rovnice (*) vidime, ze funkce tvaru
(* * *) rovnici (*) skute¢né vyhovuje. Zavérem proto miZeme Fici, Ze vSechna FeSeni rovnice
(*) maji tvar (* * *).

Poznamky opravovatele: Naprosta vétsina feseni byla spravnych. Sec¢télejsi Fesitelé si vSimli,
ze leva strana rovnice je 2sinh(f(z) + f(y)), takze po dosazeni y = 0 = f(0) obdrzeli ihned
vysledek? f(z) = argsinhz = In(z + /1 + 22).

6. tiloha
Najdéte vSechny dvojice funkci f,g : N — N (nulu nebereme jako pfirozené ¢islo) takové, ze
pro v8echna z,y € N je

fl@+y) =glzy) + (=1)".

Dosazenim y = 1 dostaneme (a) f(z+1) = g(z) + (—1)%, a tedy (8) g(zy) = f(zy+1) —
(—=1)*¥ pro kazdé =,y € N. Dosazenim (3) do pivodniho vztahu dostaneme (v) f(z +y) =
Fley+1) = (1) 4+ (—1)™ = f(zy +1).

Z posledniho vztahu nahlédneme, ze hodné hodnot funkce f je stejnych. Dokazeme, ze
dokonce f(a) =b proa € N, a > 5, b= f(4). Dikaz indukci, budeme vyuzivat (v):

L f(5) = f(2-2+1) = f2+2) = f(4) =ba f(6) = F2+4) = f(2-4+1) = /(3+6) =

F(3-6+41) = F(2:9+1) = F(249) = F(2:5+1) = f(245) = F(2:3+1) = £(243) = £(5) = b.
II. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro kazdé a € N, 5 < a < k—1, k > 7 a dokdzeme jej

pro a = k.

(i) k je liché, tj. k = 20+ 1 pro n&jaké [ € N, I > 3. Potom f(k) = f(2l+1) = f(2+1) = b
dle indukéniho predpokladu, nebot 5 <2+1<2/+ 1 prol > 3.

(ii) k je sudé, tj. k = 2l pro né&jaké | € N, [ > 4. Potom f(k) = f(2l) = f((2l —2) +2) =
F2@-2)+1)=f4-(I—-1)+1) = f(4+ (I —1)) = f(I+3) = b dle indukéniho
ptredpokladu, nebot 5 <1+ 3 < 2l pro [ > 4.

Z (o) dostaneme, ze g(4) = f(5) — 1 = b — 1, takze b > 2, protoze g(4) € N. Ozna¢me
fQ) = p, f(2) = ¢, f(3) = r. Z (c) dostaneme stejnym zpisobem, ze r > 2. Snadno si
ovéfime, ze na Cisla p, q, r, b uz nejsou ze zadani kladeny zadné dalsi podminky.

Shrnuti: Resenim jsou viechny dvojice funkci vyhovujici podminkam f(1) = p, f(2) = q,
f@B) =7, f(n) = b pro kazdé n > 4 a g(n) = f(n + 1) — (—1)" pro kazdé n € N, kde

4Funkce sinh se zve hyperbolicky sinus a je definovana piedpisem sinh z = %(ez —e %)
obdobné coshz = %(ez + e~ 7). Funkce argsinh, arg cosh jsou k nim inverzni funkce.



p,q,7,b € N, r > 2 b > 2. Snadno se presvéd¢ime, ze vSechny tyto funkce vyhovuji zadani
ulohy.

Poznamky opravovatele: Vétsina fesitelt odbyla dikaz konstantnosti funkce f tim, ze fekli,
ze rozklad ¢isla na souéin (soucet) pfirozenych ¢isel je nejednoznaény (nebo néco podobného)
— to je sice dobra motivace, ale neni to dikaz (navic to ani Uplné neplati) = 0 bodt.
Nékde bylo jen drobné opomenuti: 4 body. Spravna feseni byla indukci — bud ,,ob tii“ nebo
rozliSenim prvociselnosti a neprvociselnosti. VSechna byla stejné hezka jako autorské feseni,
proto jsem i-Cky Settil.

7.aloha
Naleznéte vSechny omezené funkce f : R — R spliujici vztah

2f(z + %) = V3f(z) + cosz — sin,
pro vSechna readlna x, y.

Po chvilce hadani mizes dojit k zavéru, Ze jednim FfeSenim nasi funkcionélni rovnice je
funkce h(z) = sin(z) + cos(z). Nyni tedy budeme hledat vSechna feSeni ve tvaru f(z) =
sin(z) + cos(z) + g(x), kde g je neznamé (omezend) funkce. Jak ¢tenaf snadno nahlédne, 1ze
v tomto tvaru zapsat libovolné feSeni nasi rovnice. Dosadime-li tvar

f(2) = sin(z) + cos(x) + g(x)

do rovnice

2f(z + %) = V3f(x) 4 cos(z) — sin(z)

dostaneme rovnici pro funkci ¢ v mnohem jednodus$im tvaru
T
29(c + %) = V3g(a).

My vsak hleddme jen omezené funkce f vyhovujici 2f(z+ %) = V3 f(x)+cos(z)—sin(z). Nyni
sporem ukézeme, Ze za tohoto predpokladu musi nutné funkce g byt nulova. Pfedpokladejme,
ze tomu tak neni, tedy existuje zo € R, ze g(z0) = ¢ # 0. Pak oviem ze vztahu 2g(z + §) =

V3g(z) méame, ze

2
E):— c.

(20) = —
6~ I T B

Daéle indukci snadno méame, ze pro libovolné ptirozené k plati

g(zo —

s 2 ™ 2 \*
g(IO*k'g)=%9(10*(]?*1)'6): (%) ¢

Pro rostouci k roste pravéa strana v poslednim vyrazu nade vSechny meze, tudiz funkce g
a potazmo i funkce f nejsou omezené. A to je hledany spor. Proto g(z) = 0 a tim jsme



ukézali, Ze existuje pravé jedna omezend funkce vyhovujici funkcionalni rovnici 2 f(z + %) =
V3f(x) + cos(x) — sin(x) a ze je to funkce f(z) = sin(z) + cos(x).

8. tloha
Najdéte vSechny f : (0,00) — (0,00) takové, ze pro vSechna x € (0,00), y € (0, 2) plati:

2{?;14 f(;%) = (2]0—(2&1)12/2 = \/2?/_7 f(2fy)'

1. Necht ¢ € (0,1). Uvazujme kvadratickou rovnici (a) y2 —2y+c =0 < y(2—y) = c. Pro
y € (—00,0) U (2,00) plati y(2 —y) < 0. Ma-li tedy («) feSeni, pak je z intervalu (0, 2).
Diskriminant («) je roven 4 —4c > 0. To znamen4, Ze (o) ma FeSeni. Z predchoziho plyne,
ze () ma (alespon jedno) feSeni v intervalu (0, 2).

2. Necht 0 < a < b. ReSme soustavu rovnic

/Y —

2—y

Ty = a,

Dosazenim © = % do druhé rovnice mame po snadnych tpravach y(2 — y) = ‘;—;. Podle
1. bodu m4 tato rovnice feSeni v intervalu (0,2). Je x = %, takze x € (0,00). Dosazenim
1ze snadno ovérit, ze takto nalezend x, y vyhovuji ptivodni soustavé rovnic. TakZe soustava
ma FeSeni spliujici z € (0,00), y € (0, 2).

3. Necht 0 < a < b. Resme soustavu rovnic

Obdobné jako u 2. bodu zjistime, Ze soustava ma FeSeni spliiujici z € (0,00), y € (0, 2).

4. Dosazenim nahlédneme, zZe funkce f(z) = kz, z € (0,00), k € (0,00) vyhovuje zadéni
tlohy. Je tedy piirozené hledat feseni ve tvaru f(z) = zg(zx), z € (0,00). Zadné feseni tim
neztratime, protoze pro kazdou funkci f(z) : (0,00) — (0, 00) existuje g(z) : (0,00) —
(0,00) takova, ze f(z) = zg(zx) (konkrétné g(x) = @) Dosazenim f(z) = zg(z) do
nerovnosti ze zadani a snadnymi tpravami zjistime, ze

g(\/g;\{iy) <g(zy) < g(%)

Vezmeme libovolné 0 < a < b. Dle 2. bodu existuji x € (0,00), y € (0,2) takova, ze

a=uzy, b= %, takze

g(a) = g(zy) > g(%) =g(b)



Tedy plati (8) g(a) > g(b). Dle 3. bodu existuji z € (0,00), y € (0,2) takova, Ze a = zy,
b= ﬁ, takze

g9(a) = g(zy) < g(m) =9(b)
a tedy plati () g(a) < g(b). Z () a () méme, 7
(Va,b) 0<a<b= g(a)=g(b)

Z toho snadno plyne, ze g(z) = k, k € (0,00). VSechna FeSeni tlohy jsou tedy tvaru
f(z) = kx, z € (0,00), k € (0,00).



