5-Ta cepunja

Tema: Kom6uraropura (makedonské zadani)
TepMuH 3a ucopakame: 22.2.1999
1-BA 3AIAUA (3)

Ha KOJIKYy HAUMHU MOKE Oda Ce pa3MecTaT Ha ImaX Tabena:

(1) mBa Toma

(2) rom m kpaux

3) TBa TOma M Kpaja
( p

TakKa Ja HUKOU IOBe (i)lfll"yplfl B3aeMHO He ce Hamaraar?

2-PA 3AJIAYA (3)
Ha xonky mauunaum moxke co Tpu 60u na ce o60jaT cTpaHuUTe Ha €HA KOIKA TaKa Oa ABE
crpanu 6umar oboeHu co ucra 60ja? boema Kou ce pa3zaMKyBaaT caMO KakO pe3yiaTarT
Ha poTanuja Ha KOIKATA I'M CMETaMe 33 WUCTH.

3-TA 3AIAUA (3)
Bo remepas mraGor mmano 6 remepanu, 8 mykoBHunu u 10 majopu. Ha koary mHa-
YMHU MOMKEME CO HUB Ja COCTaBUMe OCyMd4JseHa KOHTpoaHa komucuja? (Bo pamknte
Ha apMujaTa CTaHyBa 300D 3a BaskHA (YHKIMja; MMETO HE UTPa yJIOTa.)

4-TA 3AIAYA (5)
36opor DVACETIKORUNY e unTepecer mopanud TOa HOEeKa CUTE CAMOTJIACKA CE€ BO
abenenen pen. Konky uma taksBu moxpenysama (T.e. mepMyTanuu) Ha OyKBUTE Taka
na

(1) abemenuuor pen Ha CaMOTJIACKATE HE € 3a4yBaH?

(2) 6yrsure U u V ce npex C, D, E?

(3) compskar HajMHOI'Y ABE CAMOIJIACKM HEIOCPENHO eXHa N0 Apyra?

5-TA 3AIAYA (5)
Konky pasznuurum cobuponu ke mobumeme cO NONOJHYBaH€ Ha IJIYC WUJIM MUHYC Mery
6poesure 1 2 3 ... n (u upen exmEUnaTa)?

6-TA 3AIAUA (5)

ORTOHO,H CO TpU Kpanu (E,ZLHI/IOT OO HUB € BO I‘I/IHC) Cceé KadyBa IO CEKaJda. Ha CeKOj
YEeRKOp mpeMecTyBa €0€H OO 3ApaBUTE KpaOW €OHO CKAJJXUJIO IOorope, Ipu mTO JOCerorT
Ha KpanguTe € OCTPO nmoMaJ OTKOJIKY TpUIaTU ONaJIedeHOCTTa Mefy ckanugara. Ha
KOJIKY pa3JIMUHU HAYVHU MOMKE ga Ce MCKa4du’d II0 CKaJa CO N cranuua’



T-MA 3AINAYA (5)
Bo kpucramua kyria cme Bupesne nexka Ha 99-ra MeryHAPOLHA MAaTEMATHYKA OJNUM-
nujana Ox HEBelNeCeT U AeBeT YyYeCHUIM, 3a IPB IaT Ke yJyeCcTBYBa U €IeH MapCOBEIl.
He 3maeme kakxo Ke ce miacupa, HO 3HAaeMe IeKa Ipen Hero ke Ounpar pamrupanm 49
MoMuUMBba (HMKO] OA y4YeCHHIMUTe HeMa Oa uMa ucT O6poj Ha moeHn). Ha koaky Ha-
YMHU MOKE Na 3aBPIIN TaKkBa MeryHapomHa MareMarumuka onumMmnujana’ He mpasmme
pa3iuka Mery MOMUYWEa U TEBOJKU.

8-MA 3AJIAUA (5)
Ilon pacman Ha npuponer Opoj moxmpaszbupame m3pa3yBame Ha TOj Opoj Kako 30up on
HEKOJIKYy IPUPOAHU Opoja, Ipu IITO He Hé MHTepecupa HUBHUOT penocien. Jlokaxere
neka, 6pojoTr Ha pacmanu Ha 6POJjoT n Ha PA3JUYHO roleMu OPOEBU € UCT KAKO, OPOjoT
Ha pacmaau Ha Opojor m Ha Hemapuu Opoesu. (Ha mpumep, 3a m = 3 mocrojar asa
pacnanu Ha pasaudHu 6poesu (3 m 2+ 1) m aBa pacnmanu Ha HemapHu Opoesu (3 u
1+1+41).)

5. seria
Thema: Combinatoria (latinské zadani)

Dies traditionis: 22.2.1999

QUAESTIO 1. 3)
Quotis modis in scacario dislocare potestis:

(1) duas turres

(2) turrem et regem

(3) duas turres et régem

Nallus scacus alium non potest periculum obicere.

QUAESTIO 2. (3)
Quotls mddts 1atos cubl cum tribus coloribus colorare possumus (necessarius est quocumque
colore duds latos colorare). Coloratio, qua rotatione cubl ex coloratione alia formata erat,
non est varia.

QUAESTIO 3. 3)
6 universae militiae magistri, 8 praefecti legionis, 10 praefectl superiorés in praetorio erant.
Quotls madis ex iIs octdmembre consilium constituere possumus? (Dignitas necessaria est,
nomen grave non est.)



QUAESTIO 4. (5)
In verbo DVACETIKORUNY omnés vocalés in litteras digestae sunt. Quotas constitiitiones
litterarum existunt cum:

(1) constit@tio alphabetica vocalium non tengtur,
(2) litterae U et V ante litteras C, D, E sunt,
(3) constitlitiones maximé duas vocales statim apud sé continent.

QUAESTIO 5. (5)
Inter numeros 1 2 3 ... n (etiam ante 1) notulas + aut — addicimus. Quotas varias
summas accipimus?

QUAESTIO 6. (5)
Octopus cum tribus tentaculis (Ginus ex iIs in gypso est) positls scalis ascendit. In omné
passi 1 ex validis tentaculis Gno gradu altius transmovet. Expansio tentaculorum acriter
minor quam triplum distantiae inter gradiis est. Quotis varils modis positis scalis (quae n
gradiis habet) octopus ascendere potest?

QUAESTIO 7. (5)
In nonagesimis nonis interanationalibus mathematicis Olympiis (IMO) inter nonagesimas
nonds participés primum tnus civis ex Marte erit. Non scimus, quotum locum is Insidet, sed
scimus exacté 49 puerT ante eum erunt. (Nullus particeps aequalem sériem ut alius particeps
habebit.) Quot is modis 99. IMO evenire potest? (Puerds et puellas non distinguimus.)

QUAESTIO 8. (5)
Dissolutio numerT naturalis significatio istTus numerT summa aliquot numerdrum naturalium
est. (Series gravis non est.) Numerus dissoliitionum numerT n in variés numerds aequalis ut
numerus dissoliitionum numerT n in impares numerds est. Demonstrate! (Ad exemplum: pro
n = 3 duas dissoluitionés in varios numerds (3 et 2 4+ 1) habemus et duas dissolitionés in
imparés numerds (3 et 1 4+ 1 + 1) habemus).



7 =
5.série
Téma: Kombinatorika

Termin odeslani: 22. NORA 1999

1. 0LOHA (3 BODY)
Kolika zpisoby muzete na Sachovnici rozmistit

(1) dve veéze

(2) véz a krale

(3) dveé véze a kréle

tak, aby se zadné dvé figurky neohrozovaly?

2. ULOHA (3 BODY)
Kolika zptisoby muiZzeme obarvit stény krychle tfemi barvami tak, aby kazdou barvou byly
obarveny dvé stény? Obarveni, ktera se liSi pouze natocenim krychle, povazujeme za stejné.

3. ULOHA (3 BODY)
Na velitelském stabu je 6 generald, 8 plukovniktu a 10 majort. Kolika zpusoby se z nich muze
sestavit osmiclennd provérkova komise? (V armdadé je diilezitd hodnost, na jméné viibec
nezalezi.)

4. ULOHA (5 BODU)
Slovo DVACETIKORUNY je zajimavé tim, Ze obsahuje vSechny samohlasky v abecednim
poradi. Kolik je vSech uspofadani (tj. permutaci) pismen takovych, ze

(1) abecedni pofadi samohlasek neni dodrzeno?

(2) pismena U iV predchazeji C, D, E?

(3) obsahuji nejvyse dvé samohlasky bezprostfedné za sebou?

5. ULOHA (5 BODU)
Mezic¢isla 1 2 3 ... n doplnime znaménka plus nebo minus (i pfed jednicku). Kolik
ruznych sou¢tt dostaneme?

6. ULOHA (5 BODU)
Chobotnicka se tfemi chapadly (jedno z nich méa v sidre) leze na Zebiik. V kazdém kroku
pfesune jedno ze zdravych chapadel o pricku vyse, pfiCemz rozpéti chapadel je ostfe mensi
nez trojnasobek vzdalenosti mezi prickami. Kolika rtiznymi zptsoby muze vylézt na zebrik,
ktery ma n pricek?



7. ULOHA (5 BODU)
Z k¥istalové koule jsme vycetli, ze 99. mezindrodni matematické olympiddy se z devadesati
deviti idastnik poprvé zacastni jeden martan. Kolikaty skon¢i nevime, ale vime, Ze pfed nim
se umisti pfesné 49 chlapcti (zadni dva tcastnici neskonéi se stejnym poctem bodi). Kolika
zpusoby mohla takova MMO dopadnout? Chlapce, stejné jako dévéata, nerozliSujeme.

8. ULOHA (5 BODU)
Rozkladem pfirozeného ¢isla rozumime vyjadieni tohoto cisla jako souctu nékolika priroze-
nych ¢isel, pficemz nas nezajima jejich poradi. Dokazte, Ze pocet rozkladu ¢isla n na rtzné
velka ¢isla se rovnd poctu rozkladu ¢isla n na lichd ¢isla. (Napiiklad pro n = 3 mame dva
rozklady na rizna ¢isla (3 a 24+ 1) a dva rozklady na licha ¢isla (3a1+1+1).)

ResSeni 5. série

1. tloha

Kolika zpusoby muzete na Ssachovnici rozmistit
(1) dve veze
(2) véz a krale
(3) dveé véze a kréle

tak, aby se zadné dvé figurky neohrozovaly?

V nasem feSeni budeme predpokladat (jak je ostatné v Sachach zvykem), Ze Sachovnice je
orientovana a jeji policka jsou oznacena po fadé symboly al, a2, ..., h7, h8. Budeme proto
povazovat postaveni figurky v rohu al za odlisné od postaveni té samé figurky v rohu h8.
Samotné véze od sebe odliSovat nebudeme, to znamend, ze v ¢astech (1) a (3) nasi tlohy
budeme postaveni prvni véze na policku al a druhé na policku b2 brat jako tu samou pozici,
jako kdyz obé véze prohodime. Po téchto dulezitych dohodach pfistoupime k feSeni nasi
ulohy.

(1) Prvni véz muZeme poloZzit na Sachovnici na libovolné policko — pro jeho vybér méame
8.8 = 64 moznosti. Pro umisténi druhé véze nam zbyva jiz jen 7.7 = 49 moznosti (jeden
sloupec a jeden fadek mame zakdzany, nebot by se véze vzajemné ohrozovaly). Dohromady
tedy mame 64.49 moznosti pro umisténi obou vézi. Jelikoz vsak véze od sebe nerozlisujeme,
musime jesté toto Cislo vydélit dvéma, jinak bychom pocitali kazdy zpusob dvakrat. Dvé véze
Ize proto umistit na Sachovnici celkem % = 1568 zpusoby.

(2) Pokud vé&z postavime do jednoho ze ¢ty¥ rohtl, zbyva ndm pro umisténi kréle 48 moznosti.
Pokud vé&z ddme ke strané (ale ne do rohu — 24 moznosti), zlistane pro polozeni krale 47
policek a pokud dame v&z na policko nesousedici s okrajem Sachovnice (36 moznosti), zbyva



pro krale 45 policek. Celkem tedy pro umisténi véze a krale, aby se neohrozovaly, mame
4.48 + 24.47 + 36.45 = 2940 zpusobi.

(3) Zpusobem analogickym jako v ¢astech (1) a (2) (nejprve umisti§ krale do rohu, pak ke
strané a nakonec dovnitf Sachovnice a sledujes, kolik policek Ti zbyva pro prvni, respektive
druhou véz) zjistis, Zze pocet zplisobli v tomto pfipadé je 49464.

Poznamky opravovatele: Uloha byla lehka, takze s ni nebyly problémy, pouze si néktefi
fesitelé neuvédomili, Ze véze jsou zaménitelné, takze pokud bez predchoziho upozornéni po-
¢itali s tim, Ze maji dvé rtzné véze, prisli o bod. Vsichni Fesili rizné slozitym rozebiranim
moznosti, jediné odlisné feSeni mél Zden&k Dvoidk (+i) — vychézel nejdiive ze vzidjemné
polohy figur a az potom uvazoval jejich rozmisténi na Sachovnici, ¢imz mu odpadla slozita
diskuse — nap¥. u bodu (3): poc¢et poloh, kde se figury neohrozuji v Fadcich ani sloupcich,
je 82.72.62/2, od toho odedtu polohy, kde kral sikmo ohrozuje véz (4.72.62) a pfictu to, co
jsem pocitala dvakrat, tj. kdyz kral ohrozuje obé& véze (2.62).

2. dloha
Kolika zpusoby muzeme obarvit stény krychle tfemi barvami tak, aby kazdou barvou byly
obarveny dvé stény? Obarveni, ktera se lisi pouze natoCenim krychle, povazujeme za stejné.

Necht pouzité barvy jsou fervend, zelend a zlutd. Stény téze barvy mohou byt bud naproti
sobé, nebo sousedit hranou. Pokud jsou zelené stény naproti sobé a Cervené stény naproti
sobé€, jisté budou i zluté stény naproti sobé — jedno z moznych obarveni. Dalsi moznost
je, ze zluté stény budou naproti sobé a zelené a Cervené budou vedle sebe — to lze udélat
pravé jednim zpusobem. Budeme-li chtit, aby naproti sobé byly zelené, resp. Cervené stény,
dostaneme dalsi dva zptsoby. Posledni moznost je, Ze stény stejné barvy budou vzdy sousedit
hranou. Takova obarveni existuji dvé — natoc¢me si krychli tak, aby pfedni a horni sténa byly
zelené a prava sténa byla ¢ervena (rozmyslete si, ze takové natoceni existuje a to pravé jedno),
pak druhé Gervena sténa mize byt bud ta zadni, nebo ta spodni. Celkem existuje Sest riznych
obarveni.

Poznamky opravovatele: Tato tiloha se hodnotila dosti nepfijemné, nebot bylo t&zké rozlisit,
co je jasné (pfipadné vidét z obrazku) a co ne. TakZe jsem tfemi body hodnotil vSechna
spravna feSeni az na ta, kterd byla pfili§ stru¢na. Nékolik Fesitelu si Spatné prelozilo zadani.
Nejvice se mi libilo FeSeni zaloZené na tzv. Burnsideovu lemmatu z teorie grup (i kdyz to byl
mozna kandn na vrabce), a tak jsem za ngj udélil 3 + 3.

3. tloha
Na velitelském stabu je 6 generalt, 8 plukovnikt a 10 majortu. Kolika zptsoby se z nich muze
sestavit osmiclennd provérkové komise? (V armdadé je dtilezitd hodnost, na jméné viibec
nezalezi.)

Pokud bychom meéli ve Stadbu neomezené vSech hodnosti, jedné se vlastné o tlohu najit
pocet vSech osmiprvkovych kombinaci s opakovanim ze t¥i druhii. To znamena, ze vysledkem

by bylo kombinac¢ni ¢islo (8+g_1) = (180) = 45 (pokud tento vzorec neznas, zkus si jej



dokézat!). Bohuzel (vlastné bohudik) téch vojaki neomezené mnoho neni, proto od naseho
vysledku musime odecist pocet vsech kombinaci, které obsahuji vice nez 6 generali. Takové
zakazané kombinace jsou t¥i (prvni z nich je kombinace tvofena osmi generdly, zbyvajici dvé
obsahuji generalti sedm a osmym ¢lenem je bud plukovnik, nebo major). Celkem lze tedy
provérkovou komisi sestavit 45 — 3 = 42 zpusoby.

Poznamky opravovatele: Tuto tlohu vyfesila vétsina FeSiteli spravné. Tém, ktefi fesili tilohu
jinou (napt. kvili opomenuti pozndmky v zévorce), byl pfidélen jeden bod. Imaginarni body
jsem Set¥ila pro ostatni opravovatele.

4.dloha
Slovo DVACETIKORUNY je zajimavé tim, Ze obsahuje vSechny samohlasky v abecednim
poradi. Kolik je vSech uspofadani (tj. permutaci) pismen takovych, ze

(1) abecedni pofadi samohlasek neni dodrzeno?
(2) pismena U i V pfedchazeji C, D, E?
(3) obsahuji nejvyse dvé samohlasky bezprostfedné za sebou?

(1) Pocet permutaci, v nichz je poruseno abecedni potradi samohlasek, ziskdme jako rozdil
poctu vsech permutaci a permutaci, v nichz je abecedni poradi zachovano. VSech permutaci
je 13! (permutace 13 rtiznych pismen). Permutaci zachovavajici abecedni pofadi je (163).7!,
nebot ke kazdému umisténi 6 samohlasek v jednoznaéném poradi (kombinace 6 tiidy z 13
prvkl) lze doplnit 7 souhldsek v libovolném poradi (permutace 7 prvki). VSech permutaci,
v nichz abecedni pofadi samohlések neni dodrzeno, je tedy 13! — (163) 7! =6 218 372 160.

(2) P&t pozic pro pismena U, V, C, D, E lze z 13 mist vybrat (153) zpusoby. Na prvnich
dvou mistech musi byt U, V, coz lze zaridit 2! zpusoby, na dalsich tfech musi byt C, D,
E v libovolném potradi, coz pfinasi 3! moznosti. Ke kazdému umisténi U, V, C, D, E lze
v libovolném pofadi doplnit zbylych 8 pismen (permutace 8 prvki). VSech permutaci, v nichz
U, V piedchézeji C, D, E je tedy 2!.31.(*%).8! = 13! = 622 702 080.

(3) Odhlédnéme nejprve od jednotlivych pismen a rozliSujme jenom souhlasky (ozna¢me
si je 0) a samohlasky (1). Nyni budeme chtit zjistit, kolik je t¥indctiprvkovych posloupnosti
obsahujicich Sest jedni¢ek a sedm nul takovych, ze se v nich vyskytuji nejvyse dvé jednicky
bezprostfedné za sebou. Z 6 jednicek vytvorime bloky obsahujici nejvyse dvé jednicky. To lze
Ctyfmi zpusoby:

(1) 6 samostatnych jednicek

(2) 1 dvojice a 4 samostatné jednicky

(3) 2 dvojice a 2 samostatné jednicky

(4) 3 dvojice jednicek
Jednotlivé bloky musi byt oddéleny nulou, coZ lze zabezpecit nésledovné. Do fady sedmi
nul (pfipadné na jeji zacatek ¢i konec) budeme vkladat bloky jednicek tak, Zze na kazdém
z vyznacenych mist bude nejvyse jeden.

X0Xx0x0x0x0x0x0 X



Z osmi mist nyni podle varianty (a) — (d) vybereme 6, 5, 4, resp. 3 mista, kde budou bloky
jednicek. Protoze blok dvou jedni¢ek a samostatnou jednicku je tfeba rozliSit, musime vzit
v tvahu razna usporadani blokt. Pocet riznych uspofadani ndm udava pocet permutaci 6, 5,
4, resp. 3 prvki, pfiemz bereme permutace s opakovanim, nebot 2 dvojice ¢i 2 samostatné
jednicky povazujeme za zaménitelné. Mame tedy (2).% + (2) 1?!4! + (i).m‘i! + (g)%: =784
ruznych posloupnosti nul a jednicek, které splnuji podminku zformulovanou v uvodu.

KdyZ nyni navic rozliSime jednotlivé samohlasky a souhlasky, zjistime, ze vSech permutaci,
v nichz jsou nejvyse dvé samohlasky bezprostiedné za sebou je 6!.7!.784 = 2 844 979 200.

Poznamky opravovatele: Dva fesitele napadlo, zda se nemaji pocitat permutace spliujici
vSechny tfi podminky zaroven, ale jen jeden z nich mél odvahu se do tohoto vypoctu pus-
tit. Ostatni Tesitelé spravné pochopili, ze tloha ma tii ¢asti. S prekladem prvni ¢asti meéli
Fesitelé velké potize, vic nez polovina spocitala néco jiného, nez méli (nejcastéji vSechny per-
mutace, nebo permutace, v nich% je abecedni pofadi samohlasek zachovano). V druhé &asti
bylo nejméné Spatnych feseni. Néktera vSak obsahovala vysledek ve tvaru osklivé sumy, nebo
kolik fesitelu si ukol zjednodusilo a pocitali permutace, v nichz se nevyskytuje vic nez jedna
dvojice samohlasek za sebou. VétSina spravnych feseni postupovala podobné jako autorské
feSeni, ¢ast zvolila postup, pfi kterém od poctu vsech permutaci odecitali nevyhovujici. Zcela
originalné ulohu vyftesil Zdenék Dvorak.

5. iloha
Mezic¢isla 1 2 3 ... n doplnime znaménka plus nebo minus (i pfed jednicku). Kolik
ruznych sou¢tt dostaneme?

Nejvétsi cislo ziejmé dostaneme tak, ze ddme vSude plusy, a bude to ¢islo 14+2+4---+n =
én(n + 1). Podobné nejmensi ¢islo, které miizeme ziskat, je —%n(n + 1). Kdyz zménime
znaménko na pravé jednom misté — pred Cislem k — zméni se vysledek o 2k, coz je sudé
¢islo. Odtud plyne, Ze vsechna ¢isla, kterda miuzeme dostat danym zpusobem, davaji stejny
zbytek po déleni dvéma a protoze zname nejvétsi a nejmensi z nich, mize jich byt nejvyse
%n(n +1)+ 1

Nyni je jesté potieba dokazat, ze vSechna cisla z tohoto intervalu a se stejnou paritou
jako én(n + 1) muzeme vyjadfit zplisobem ze zadani tlohy. To provedeme indukci: pro
n = 1,2 je tak vyjadrit mizeme a pokud je timto zpusobem muizeme vyjadfit pro k =
1,2,...,n—1 (kde n > 3), pak i pro k = n tak mizeme uéinit. V pfipadé, ze pfed n dame
znaménko plus (a pred ostatni ¢isla vSechny moZné kombinace znamének), totiz dostaneme

1

véechna ¢isla se spravnou paritou z intervalu (n — 5(n — L)n,n + %(n — 1)n) (to plyne

z indukéniho predpokladu) a v pfipadé, ze pfed n ddme znaménko minus, dostaneme vsechna

éisla z intervalu (—n — %(n — 1)n,—n + %(n — 1)n). Protoze pro n > 3 témito intervaly
pokryjeme vSechna ¢isla z intervalu (7%71(11 + 1), %n(n + 1)), je indukéni krok dokézan a

¢isel je tedy presné %n(n +1)+1.

Poznamky opravovatele: Vétsina fesiteld nasla spravny vysledek této tlohy. Problémy vsak
byly s jeho pfesnym zdavodnénim.



Nejcastéjsi chybou bylo, ze fesitel ukazal, ze vSechny mozné soucty maji stejnou paritu

jako maximalni mozny soucet 1 +2+4+3+4 .-+ n = w

a pak jiz bez dikazu tvrdil, ze
skutecné vsechna cisla se stejnou paritou jako w 1ze ziskat jako vysledek, ktery vznikne
doplnénim znamének mezi ¢isla 1,2, 3,...,n. To vSak neni Uplné zfejmé, jak zkusim ukazat
na nasledujicim prikladé.

Kdybychom méli obdobnou tlohu s posloupnosti 3,4,5,...,n, opét stejnym postupem
ukazes, ze vSechny mozné soucty maji stejnou paritu jako maximdlni mozny soucet 3 +
44+54 - +n= n(nT'H) — 3, ale jiz neplati, ze skutecné vSechna cisla se stejnou paritou
jako % — 3 lze ziskat jako vysledek, ktery vznikne doplnénim znamének mezi éisla
3,4,5,...,n. Napfiklad pro n = 5 nikdy neziskas doplnénim znamének mezi cisla 3,4, 5 cislo
10, ackoliv mé stejnou paritu jako maximalni soucet 12 =3 + 4 + 5.

Predchazejicim prikladem jsem se snazil ukazat, ze v FeSeni je tfeba zduvodnit, ze lze
n(n+1) n(n+1)

5

—5—") se stejnou paritou jakou md

¢islo w Resitelé, ktefi tento krok odbyvali, pfichazeli o body.

ziskat skutecné vSechna éisla z intervalu (—

6. tloha

Chobotnicka se tfemi chapadly (jedno z nich méa v siddre) leze na zebiik. V kazdém kroku
presune jedno ze zdravych chapadel o pricku vysSe, pficemZ rozpéti chapadel je ostfe mensi
nez trojnasobek vzdalenosti mezi prickami. Kolika rtiznymi zptsoby muze vylézt na zebrik,
ktery ma n piicek?

Oznac¢me ay, pocet zpusobi, kterymi se chobotnicka muze dostat do stavu, kdy méa obé
zdrava chapadla na n-té pricce a b, pocet zplsobu, kterymi se muze dostat do situace, ze
maé jedno chapadlo na (n + 1)-ni a jedno na (n — 1)-ni pficce. Jisté plati apt+1 = an +bn a
bp+1 = an + bn. Protoze a1 = b1 =1, je ap = by, = 27—1. Tak by to bylo v pfipadé, kdyby
chapadla byla stejna.

V pfipadé, ze chapadla jsou rozlisitelna, bude feseni vypadat podobné. Pro stejné oznaceni
jako vyse bude platit ap4+1 = 2an + bn (dvojka pied a, znamend, ze miize nejprve posunout
chapadlo ¢islo jedna a pak chapadlo ¢islo dvé, nebo naopak). Pro druhou posloupnost bude
platit b,4+1 = 2a, + by. Protoze b1 = a1 = 2, tak ap, = bp = 3ap—1 a tedy an = 2.3n—1,

Poznamky opravovatele: Uloha byla zadana nejednoznaéné (hlavni nejednoznaénost spoci-
vala v rozliSitelnosti nebo nerozlisitelnosti chapadel) takze ruzni fesitelé fesili rizné tlohy,
néktet{ jich vyfesili nékolik (+4). Zdenék Dvotédk si vsiml, ze v zadani nebylo uvedeno, ze
rozpéti chapadel je vétsi nez dvojnasobek vzdalenosti mezi prickami a zabyval se i pfipadem,
kdy je mensi. Spatné prelozili zadani asi tii Fesitelé, néktefi dalsi se domnivali, e chobotnice
nemad chapadla, ale nohy.

7.aloha (Podle Dity Strachotové)
Z k¥igtalové koule jsme vycetli, ze 99. mezindrodni matematické olympiddy se z devadesati
deviti Gcastniki poprvé ziacastni jeden martan. Kolikaty skoncéi nevime, ale vime, ze pfed nim



se umisti pfesné 49 chlapcti (z4dni dva Géastnici neskonéi se stejnym poctem bodu). Kolika
zpusoby mohla takovd MMO dopadnout? Chlapce, stejné jako dévcata, nerozliSujeme.

Zjistime, kolika zpusoby lze umisit k divek. Protoze poradi divek nijak neovlivni pocet
chlapct pfed martanem, mtzeme mezi divky umistit chlapce a martana pravé jednim zpu-
sobem (martan je na padesdtam zbylém misté). Mezi 99 tcastniku lze k divek umistit (gkg)
zpusoby. Protoze divek je nejvyse 49, dostavame celkem

f: (99)
k=0 k

ruznych poradi. Nyni si sta¢i povSimnout, Ze vySe uvedend suma secte presné polovinu 99-
tého fadku Pascalova trojuhelniku (plati totiz (9:) = 958 4))- Dohromady tedy dostaneme
298 moznosti.

Poznamky opravovatele: Nejcastéjsi chybou bylo, Ze jste zapominali na to, Ze nerozlisSujeme
chapce ani dév¢ata (jednalo se mozné o Spatné pieklady). Nékteii si mysleli Ze nerozliSujeme
chlapce od dévéat (pak ale tiloha nedéva valného smyslu). Reseni, kde byl jako vysledek uve-
den neprthledny vyraz jako 29:0 (43316) 249—F jsem odméiioval dvéma body, nebot vy¢islit
tento vyraz bylo obtizné (vychazelo z toho mé pivodni feseni). V jednom Feseni mé zaujala
véta: Dievcata su ,nuly“, chlapci ,,jednicky*.

8. tloha

Rozkladem prirozeného cisla rozumime vyjadieni tohoto éisla jako sou¢tu nékolika pfiroze-
nych ¢isel, pficemz nas nezajima jejich poradi. Dokazte, Ze pocet rozkladu ¢isla n na rtzné
velkd éisla se rovna poc¢tu rozkladu éisla n na licha ¢isla. (Napfiklad pro n = 3 mame dva
rozklady na rtzna ¢isla (3 a 24+ 1) a dva rozklady na lichd ¢isla (3 a1+ 1+1).)

Na zacatek malé varovani: feSeni je pomérné jednoduché, ale zapsat jej poradné je dost
zdlouhavé. Nejprve si uvedme obecny postup, jak dokazat, ze néjaké dvé mnoziny (oznacme
je A a B) maji stejny pocet prvki. Sta¢i najit zobrazeni f : A — B, které je bijektivni, tj.
prosté a na. Uvédomte si, Ze to presné odpovida predstavé, ze postupné bereme jeden prvek
z A a jeden z B, a zkouméame, zda obé mnoziny vycerpame najednou. To, Ze je f prosté a na
muzeme ovérovat primo z definice, zde bude ale snazsi najit zobrazeni g : B — A takové, ze

(Va € A) g(f(a)) =a (a tedy f je prostd)
(Voe B) f(g(b)) =b  (atedy fjena)

Vezméme nyni pevné n a aplikujme tento postup, pficemz A bude mnozina vSech rozkladi
Cisla n na ruzné scitance a B mnozina vSech rozkladua c¢isla n na liché sc¢itance. Nejprve se
vSak dohodnéme, ze zapisem k x | budeme rozumét vyraz [+ 1+ ---+ 1 (ne tedy vysledny

N—_— ——
k-krat
soulet, ale tento rozpis), Ze vSechna uvazovand ¢isla jsou celd a v§imnéme si nésledujicich
dvou fakti (jejich dikaz by nikomu nemél pisobit vétsi obtize).



Pozorovani 1. Kazdé prirozené cislo n lze psdt prdavé jednim zpisobem ve tvaru 2F1, kde
k je nezdporné cislo a l liché éislo.

Pozorovani 2. Kazdé kladné éislo p lze psat prdvé jednim zpisobem ve tvaru p = 29 +
292 4 ... +29= kde z je kladné a q1, q2, - .. , q- jsou po dvou riznd nezdpornd c¢isla. (Nejde
o nic jiného, nez o zdpis ve dvojkové soustavé.)

Nyni zkonstruujme zobrazeni f a g. Méjme néjaky prvek a mnoziny A, tj. rozklad n =
n1 +n2 + - - - + n¢, kde t je kladné a n; jsou po dvou rtzné kladna cisla. PisSme kazdé n; ve
tvaru n; = 2Fil; a ozna¢me jako f(a) rozklad

n =2k ><l1+~-~+2kf X lg.

Je tfeba si uvédomit, Zze f(a) je prvek B, tj. Ze soucet napravo je opravdu n a ze je to rozklad
na liché cisla, tj. ze vSechna [; jsou licha.

Méjme nyni néjaky prvek b mnoziny B, tj. rozklad (R) n = p1 X L1 +---+ps X Ls, kde s i
vSechna p; jsou kladna éisla, L; jsou po dvou ruzné lich4 ¢isla. (Uvédomte si, ze kazdy prvek
mnoziny B opravdu lze psat v tomto tvaru!) Vyjadfeme kazdé p; ve tvaru z Pozorovéni 2,
tj. p; = 291 + ... 4+ 292 Jako g(b) ozna¢me nésledujici rozklad (S):

n:241,1L1+...+2QI,Z1L1+_,_+2‘15,1LS+_.,+2¢15,zsLS.

Je t¥eba opét oveéfit, ze g(b) € A, tj. Ze souet napravo je roven n (lehké) a ze je to rozklad
na ruzna ¢isla (zde se vyuzije jednoznacnost v Pozorovéni 1 a rtiznost ¢; v Pozorovani 2).

Nyni ovéfme, Ze pro a € A je g(f(a)) = a. UZijme oznadeni jako vySe a vyjadreme f(a) ve
tvaru (R). Oznac¢me I1 = {i : [; = L1}. Zjevné p1 je souctem Cisel 2ki pro i € I;. Vzhledem
k tomu, Ze v A jsou rozklady na riizna &sla, jsou viechna takova 2%i navzajem rtzna &isla,
a mame tedy p1 vyjadieno ve tvaru z Pozorovani 2. Vzhledem k jednoznacnosti takového
vyjadieni g(f(a)) nutné obsahuje ¢leny 2¥il; = n; pro vechna i € I1. Vzhledem k tomu, ze
analogické tvahy lze provést pro La, ..., Ls, a ze kazdé i € {1,...,t} je v pravé jednom
z 11, ..., Is, zjistujeme, Ze g(f(a)) je pFesné a.

Nyni zbyva dokazat, ze pro b € B je f(g(b)) = b. Opét uzijeme oznaleni jako vyse.
Z rozpisu (S) a z definice ¢isel g; ; je vidét, ze dokazované rovnost plati. Sta¢i nahlédnout,
ze k x 1+ K x1je (k+ K) x I, coz je o¢ividné, kdyz si ¢lovék vzpomene, co znaéi symbol
k x I. Nu, a tim je konecné dtkaz hotov. Uff.

Poznamky opravovatele: TTi feseni byla vpodstaté podobna autorskému: fesitelé zkonstru-
ovali vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi dvéma mnozinami rozklad. Dva fesitelé z Kar-
lovych Vart pouzili metodu vytvotujicich funkci (viz Skolu mladych matematikt 29, F.Zitek:
Vytvorujici funkce), ¢imz dlohu vyfesili velice elegantng. Jen piehnané odkazovani se na
literaturu je pripravilo o +21.



