Serial — Lobacevského geometrie

Geometrie a jeji modely:

» ... muze T€ to pripravit o vSechen Tvij ¢as, o Tvoje zdravi, o Tviuj
klid a vSechno Twoje Zivotni §tésti. Tato propastnd temnota by mohla pohltit
i tisice obrovitych Newtoni a nikdy nebude svétlo na Zemi.“

Farkas Bolyai?

Snad kazdy z Vas uz nékdy slysel, Ze to byl Eukleides,? kdo pravdépodobné jako prvni
zformuloval systém Ctrnacti axiomu (z nichz pét nazval postulaty) geometrie ve svych Za-
kladech. Z pohledu dnes$ni matematiky to byl systém znac¢né netplny, nicméné zustal jako
vychodisko i pro dnesni geometrii. A mozné vite i o bouflivych diskuzich, které vyvolal tzv. 5.
Eukleidtiv postulat.? Eukleides sviij slavny postulat formuloval takto: , Dvé primky v roviné,
které protinaji jinou primku této roviny a tvori s ni po jedné strané vnitini uhly, jejichz
soucet je mensi dvou pravych, se vidy protinaji, a to po té strané primky, kde je soucet
mensi.“ Jen pro zajimavost, dalsi postulaty chtéji, aby se kazdy bod dal s kazdym jinym
spojit pfimkou, kazdou tisecku bylo mozno neomezené prodlouzit, kolem kazdého bodu bylo
mozno opsat kruznici libovolného poloméru a konec¢né, aby si vSsechny pravé thly byly rovny.
ze nefika nic jiného nez to, ze k dané primce a bodu mimo ni existuje pouze jedna rovnobézka,
kterd tim bodem prochéazi. Pravé jeho relativni slozitost vedla matematiky k tomu, Ze se ho
snazili dokazat.

1Varovani redaktora: Tento text je plny historickych poznamek a zajimavyjch souvislosti,
proto Ti na nékterych mistech nemusi pfipadat pftili§ srozumitelny. Nenech se proto odradit
tim, ze nékteré odstavce nepochopis ani po nékolikdtém ¢teni. Autor text zéasti napsal tak, ze
nékteré pasize nejsou pro zaciteénika prilis jasné. (To je drobna nevyhoda toho, kdyZz autor
vi, o em pise.) V&fime, Ze ta podstatnd matematickd informace, kterd je potfeba k Feseni
prikladt seridlu, se z textu da vycist. Dalsi dily budou vice o matematice, a tim snad i lépe
stravitelné.

2Farkas (Wolgang) Bolyai [Farkas Bojai] (1775-1856) byl spolu s N. I. Lobadevskym jed-
nim z tvirci neeukleidovské geometrie. Po marnych pokusech dokézat 5. Eukleidiv postulat
se takto snazil, nastésti netispésné, odradit svého syna, Janose Bolyaie [Janose Bojaie] (1802—
1860). Jak se F. B. pfiznal v jiném dopise, tyto marné pokusy ho natolik zniéily, ze se radé&ji
zacCal vénovat poezii.

3Eukleides z Alexandrie (365(?)-300(?) pfed n.l.)

4Je zajimavé, ze nékteré rukopisy Zakladt maji postuldty pouze 4 a tento 5. je uveden
mezi axiomy, nejcastéji jako axiom ¢islo 11, nékdy 9 a zfidka téz 12.



Eukleidovy axiomy, byly viceméné axiomy aritmetiky, tvrzeni typu ,,pokud a = b,b = ¢
pak a = c.“ Je vidét, ze vSechny tyto axiomy a postuldty jsou v jistém smyslu rozumné,
avsak formalné vzato, nefikaji zatim téméf nic,® protoze my zatim nevime, o ¢em vlastné
vypovidaji. Asi si feknete, co to je za nesmysl, kazdy prece vi, co je to bod, pfimka, kruznice,
atd. A to je pravé ta krasa a uskali matematiky, ze ona zpochybriuje ,evidentné jasné a
nezpochybnitelné pojmy*“. Jesté nez budete ¢ist dal, zkuste prijit na to, co ty pojmy vlastné
znamenaji.

Povedlo se? Podivejme se ted na to, jak se s nimi vyporadal Eukleides. Bod je to, co
nema ¢&asti. Cdra je délka bez $iiky. Primka je ta ¢ara, kterd je stejné poloZena vzhledem ke
vSem svym bodum. Plocha je to, co ma délku a sitku, atd. Moc jsme si nepomohli, protoze
co je to cast, délka, sitka? Jisté, najdou se jejich definice, ale co budou ty pojmy, které se
v nich budou vyskytovat? Aby se matematici dostali z tohoto bludného kruhu ven, jednoho
krasného dne prohlasili, ze bod je prosté bod, pfimka je pfimka, jsou to néjaké abstraktni
objekty, které vyhovuji dfive uvedenym axiomiim.

Tim se geometrie stala dokonalou teorii, bez jakychkoliv logickych nedostatkt, ale bohuzel
se tak odtrhla od svéta. A tak zase bylo zapotiebi se realité p¥iblizit a vzniklo néco, ¢emu se
fikd model geometrie. To je formalné feceno néjaky jiny matematicky objekt, ktery je nam
znam i mimo kontext geometrie a ve kterém popiSeme, co to geometrické objekty jsou. Bude
lepsi si to ukézat na prikladé. Modelem eukleidovské geometrie je rovina, tj. mnozina bodu
[z, y] takovych, ze z € R,y € R, bodem bude [z, y], pfimku budeme chapat jako mnozinu téch
[z, y], pro které ax + by = c atd. Jisté kazdy vi, ze takto definované body a piimky spliiuji
axiomy eukleidovské geometrie.

Je nutné si uvédomit rozdil mezi abstraktni geometrii a jejim modelem. Cokoliv dokazu
v geometrii, dokazi i v modelu. Ale pozor, kdyz néjaké tvrzeni dokdzu v modelu, nemusim to
dokézat v geometrii. Jediné, co mohu fici, je to, ze dané tvrzeni nelze vyvratit. Toto je velmi
jemna uvaha a bude dobré si ji peclivé promyslet. Co totiz délala spousta matematiki uz
od dob Eukleida? Podivali se na geometrii bez 5. postulatu, pficemz model geometrie, a to
nasi rovinu, nechali beze zmény. V roviné se dd pomoci aritmetiky ,sporny“ axiom snadno
dokazat, a proto si mysleli, Ze to pujde i v abstraktni geometrii. Byl to omyl, ale pravé tento
omyl byl jednim z divodi, pro¢ se geometrie rozvijela.

Objevilo se mnoho pseudodiikazi 5. postulatu. Na chyby v nékterych z nich se pfislo brzy,
nékteré odolaly déle. I kdyz vSechny byly Spatné, vétSina z nich byla pou¢nd tim, ze ukazo-
vala priklady tvrzeni ekvivalentnich Eukleidovu postulatu. Jednim z nejznameéjsich takovych
tvrzeni je poucka, Ze soucet thli v trojuhelniku je roven 180°. Kupodivu stac¢i pozadovat
pouze to, aby soucet uhl u vSech trojuhelnika byl roven téze konstanté. Eukleidiv postu-
lat také plyne z pozadavku, Ze existuji dva podobné, nikoliv vSak shodné trojuhelniky (tzv.

50 tom, ze axiomy jsou netplné, svédéi nasledujici piiklad: konstruujeme trojuhelnik
podle véty SSS a tfeti bod ziskame jako prusecik dvou kruznic. Kde ale bereme tu jistotu, ze
se kruznice protnou, ze v tom misté, kde by se mély protnout, nema jedna z nich diru a ony se
tak minou? Pro doplnéni, hezké zavedeni geometrie lze nalézt napf. v prvni z doporucenych
knih.



Wallisova® poucka). Na zac¢atku zmitiovany F. Bolyai ukazal, ze 5. postulat je ekvivalentni
s tvrzenim, ze libovolnymi tfemi body nelezicimi v pfimce lze vést kruznici. Dale, jak kazdy
vi, délka strany pravidelného Sestitihelnika je rovna poloméru kruznice jemu opsané, coz je
dalsi ekvivalentni pfepis.

Takto slavni matematikové chrlili jednu vétu za druhou, a protoze nebyli schopni 5. po-
stulat dokazat, dospivali postupné k nazoru, ze se ani dokazat neda. V roce 1829 N. I. Lo-
bacevskij? piisel s prevratnou praci O nacalach geometrii, v niz popisoval neeukleidovskou
geometrii a o kterou, jak to tak byva, nikdo nejevil zdjem. Jeho popis byl ¢isté axiomaticky,
my pro snazsi pochopeni nebudeme budovat teorii, ale rovnou model neeukleidovské geomet-
rie, tj. geometrie, kde je 5. postulat nahrazen pozadavkem:, Ke kazdé primce a kazdému bodu
mimo nit lze vést alesport dvé rovnobézky prochdzejici timto bodem.“

V dalsim textu se budou misty objevovat slova jako ,vezmu dostate¢né malé cislo“ a
»Vyjde mi to témér presnée“. Ti z vas, ktefi uz jsou seznameni s pojmem limita, vzdy si ji tam
v konkrétnim p¥ipadé pfedstavte, ostatni necht to chadpou tak, Ze beru strasné mala &isilka,
tak mald, ze kdyby mi to nevyslo tak pfesné, jak chci, vezmu si je$té mensi. Smysl réeni je
v tom, ze pro dostatecné malé ¢isilko mi to vyjde.

Soubézné s modelem Lobacevského geometrie I budu zavadét model geometrie euklei-
dovské E. To, ze urcity objekt budu chapat ve smyslu Lobacevského geometrie, budu znacit
zménou pisma, tj. budu psat primka, kruznice, apod. Normalni pismo bude znacit geomet-
rické objekty v E nebo tyto objekty chapané obecné. Body v E budou obvyklé body realné
roviny, tj. {[z,y]; z,y € R}, body v L budou body poloroviny, tj. {[z,y];z,y € R,y > 0}, coz
muzeme chapat téz jako {z € C;Re z > 0}, kde C znadi komplexni ¢isla a Re z je redlna ¢ast
¢isla z. P¥imku v E muzeme chéapat jako mnozinu téch bodu [z, y], pro které ax + by = ¢ (a,
b, ¢ jsou realné konstanty). To nadm ale nikterak nenapovida, jak by mély vypadat pFimky
v L. Vsimejme si tedy vlastnosti pfimek v E. Prvni, co nas napadne, je to, Ze ji mtzu po sobé
posouvat, tj. ze je vSude stejné kiiva. V E uz takovou vlastnost maji jen kruznice. V dalsim
ale ukazeme, ze v L takovou vlastnost ma i jiny objekt.

To, ze je pfimka rovna, je v jistém smyslu charakteristika toho, Ze je to nejkratsi spoj-
nice dvou svych bodu, tj. potfebujeme si rozmyslet pojem vzdalenosti. V E se vzdalenost
dvou bodi zavede celkem jednoduse tim, ze feknu: body [z,y], [z’,3'] jsou od sebe daleko
V(x —2")2 + (y — y')2. Existuje ale i jiny, rafinovangjsi zptisob. Vezmu si dva body Ao, Bo
pevné a prohlasim, ze maji vzdalenost 1. Pro kazdé k kladné redlné si vezmu systém zobrazeni
11, jeho prvky (zobrazeni 7 : E — E) nazvu podobnosti s koeficientem k. Pro v§echna takova
7wz 1l a A, BzE definuji, Ze body 7(A) a w(B) jsou od sebe daleko k-krat tolik, co A a B,
Rozmyslete si, ze k tomu, abych mohl urcit vzdalenost libovolnych dvou bodd, mi staci, aby
systém {IIj; k € R"'} mél tyto vlastnosti: z bodi Ag, Bp se musim umét postupnou aplikaci
podobnosti dostat do jakékoliv jiné dvojice bodu a kdyz se do stejnych bodu dostanu vice

6John Wallis (1616-1703), od roku 1643 do smrti profesor geometrie v Oxfordu.

"Nikolaj Ivanovi¢ Lobadevskij (1793-1856), profesor v Kazani. Pozdéjsi prameny vsak
uvadéji, ze se narodil 1. 12. 1792, podle jesté pozdé€jsich dokonce 20. 11. 1792; druha nesrov-
nalost je vSak pravdépodobné zavinéna rozdilem gregorianského a julidnského kalendére.



zpiisoby, vysledny koeficient podobnosti musi byt stejny.® Podobnosti s koeficientem 1 budu
nazyvat shodnosti.

V E se daji vSechny shodnosti ziskat pomoci maximalné t¥ikrat provedeného zrcadleni (viz
pfiklady na konci textu) a zakladni podobnost je stejnolehlost. Na§ model L ted opatiime
témito shodnostmi: eukleidovskou osovou soumérnosti podél primek rovnobéznych s osou
y a kruhovou inverzi kolem kruznic (polokruznic) se stiedy na ose z. Kruhovd inverze je
takové zobrazeni urcené kruznici k se stfedem S a polomérem r, které kazdy bod X mimo S
zobrazi na takovy bod X, ze S, X, X lez (v tomto potadi) na pfimce a |XS|.\)~(S| = r2. Jeji
elementarni vlastnosti jsou tyto: je sama sobé inverznim zobrazenim, kruznice neprochéazejici
bodem S zobrazuje na kruznice, kruznice, které bodem S prochézeji, zobrazuje na primky,
body nalezejici k nechava na misté. Ma tedy podobné vlastnosti jako eukleidovska osova
soumeérnost. Vice se o kruhové inverzi a zejména o jejim pouziti mizes docist napf. v ro¢ence
16. ro¢niku naseho seminére.

Mozna Té napadne, pro¢ za shodnost povazovat néco tak exotického, jako je kruhova
inverze. Ona je totiz z hlediska komplexni analyzy velmi hezké a pfirozené zobrazeni, v C se
da obraz bodu z v uvazované kruhové inverzi chapat jako 7“2/(2— S), kde Z je ¢islo komplexné
sdruzené k z.

Podobnost zavedu jen pro body tvaru [0,a], a to tak, Ze ([0, a]) = [0,a*] je podobnost
s koeficientem k.° Uz mi zbyva jen prohlésit, Ze body [0, 1], [0, ¢] maji vzdalenost 1.

Abych ur¢il vzdalenost dvou bodi a, b, musim na né néjak zobrazit body [0, 1], [0, €].
To se da udélat tak, ze a, b zobrazim na [0, 1], [0, €] pomoci f a vezmu inverzni zobrazeni
f~1. Zobrazeni f najdu takto: necht body a, b lezi na n&jaké polokruznici se stfedem na ose
protinajici osu = v bodech A, B, uvazuji polokruznici k s dvojnasobnym polomérem a stfedem
v A. Kruhové inverze kolem k mi a, b pfevede na body lezici na pfimce rovnobézné s osou v,
pouziji zrcadleni, abych je dostal pfimo na osu y, dale eukleidovskou stejnolehlost (vSimnéte
si, Ze je to slozeni dvou inverzi kolem kruZnic o stejném stiedu a rtizném poloméru), abych
jeden z bodl zobrazil na [0,1] a nakonec pobobnost, abych druhy bod zobrazil na [0, e].1°
Vzdélenost a,b pak bude pfevracend hodnota koeficientu podobnosti, které jsem pouzil. Po
chvili vypoéth se d4 zjistit, ze body [0, z], [0, y] maji vzdilenost |In £|.

Pravé definovana vzdalenost, prestoze se to na prvni pohled nezda, Gzce souvisi s nor-
malni eukleidovskou vzdalenosti. Ono totiz pro dva body, které jsou ds daleko v eukleidov-
ském smyslu (ds malé), vyjde jejich vzddlenost v L skoro ptesné ds/y, kde y je eukleidov-
skd vzdélenost jednoho z bodu od osy z. (Spoéte se to bud pomoci vztahu In(1l + z) =

2 3
z — % + % pro x = 0, nebo to vyplyne z geometrické uvahy.)

8Vsimnéte si, ze je-li m € I, o € II;, a jejich slozeni 7 o o € Il;, pak t = kl.

9Neni to tedy piesné ten systém zobrazeni, ktery jsem uvazoval v obecném piipadé,
podobnost s koeficientem jinym nez 1 totiz neni definovana na celém E. Ukazuje se vSak, ze
systém shodnosti je natolik bohaty, ze vzdalenost muzu korektné definovat.

10Pokud a,b jsou na piimce rovnobé&zné s osou y, tak samoziejmé mam praci snazsi a
nemusim v prvnim kroku délat zddnou kruhovou inverzi; obdobné, pokud a, b lezi pfimo na
ose y, atd.



Krivky a jejich vlastnosti

LAutor, jak se zdd, si postavil za cil psat tak, aby mu nebylo vibec rozumét.“
M.V. Ostrogradskij (1801-1861)

,Ale muze se nékdo zeptat, nacé psat nebo dokonce tisknout takové nejapné fan-
tasie. Na tuto otdzku je tézko odpovédet.“
Neznamy kritik!!

Uz vim, co to je vzdalenost dvou bodu, jesté bych rad védél, co to je délka kiivky. Ki¥ivka
@ pro mé v E i v L bude znamenat mnozinu bod, ktera ,pfipomina zkrouceny provazek.“
V E si mizu ¢ nahradit lomenou ¢arou, tu zméfim a ziskdm tim néco, co je skoro délka ¢.
Udélam to tak i v L, vezmu kone¢né mnoho bodu, zjistim, jak jsou od sebe daleko, a vysledky
poscitam. Tuto proceduru udéldm pro vSechny mozné kone¢né vybéry bodu na kiivce a ze
ziskanych vysledkt vezmu tzv. supremum.'? Laicky feceno, délka krivky je téméf totéz, co
délka lomené cary, kterd ma hodné bodu zlomu, pficemz ty body jsou na kiivce dostatecné
husté.

Vratme se ted k ptivodnimu problému, co to je primka. V E se pfimky shodnosti zobrazuji
na pfimky (obdobné tvrzeni plati i pro jiné objekty: kruznice se zobrazuji na kruZnice, troj-
dhelniky na trojahelniky, ... ), bude tedy rozumné to tak chtit i v L. P¥imky v E realizuji
vzdalenost mezi kazdymi dvéma svymi body — tj. pro libovolné dva body pfimky plati, ze
kiivka nejkratsi délky, kterd je spojuje, je celd ¢asti nasi pfimky. To uz v naSem ptipadé
staci. Protoze jeden z axiomu zni, Ze kazdymi dvéma body lze vést praveé jednu primku, staci
urcit, jakd primka spojuje body [0, 1], [0,2]. VSechny ostatni primky ziskam prenesenim této
vyznacéné primky pomoci shodnosti. A protoze Lobacevského geometrie neni zas tak odlisna,
hledand primka je pravé osa y (pfesnégji ta jeji ¢ast, ktera lezi v nasem modelu, tj. kladna
poloosa; tohoto zjednoduseni se obéas dopustime). Stru¢né ovéfeni by mohlo byt nésledujici
— sporem, necht je to jinad krivka. Vezmu si lomenou cdru, kterd mi jeji délku aproximuje
dostateéné presné. Cdru shodnostmi narovnam tak, aby byla rovnobé&Zné s osou y a pfitom
bod [0,1] zistal na mists. Neni tézké se presvédcéit, ze bod [0,2] se zobrazi na [0,a], kde
a > 2, tj. lomend ¢dra je mezi [0,1], [0, 2] delsi nez tsek na ose y, coz je ve sporu s vlastnosti
primky. Protoze podobnou uvahu mohu provést pro libovolnou dvojici bodi [0, 7],[0, s], je osa
y skutecné primka.

Snadno se presvéddéite, ze primky v L jsou pravé polopfimky rovnobézné s osou y a bez
pocatku, ktery by byl na ose x a polokruznice se stiedy na ose x. To je dalsi paralela s euk-
leidovskou geometrii — v E byly shodnosti osové soumérnosti podél primek, kruhovéa inverze
v L je néco jako osova soumérnost kolem osy tvorené polokruznici.

Jak si prostor L pfedstavit? Rozumnéa pfedstava je napft. takova, ze témér vsechna hmota
je natésnana v blizkosti osy z a ¢im jsem od ni dal, tim je prostor fidsi. Tim se vysvétluje,

110ba citaty pochazi z kritiky na Lobacevského praci O nacalach geometrii, ale hodi se
i na nékteré jiné texty.

12¢j. ¢islo vétsi nebo rovno nez vsechny mé vysledky, ale zaroveii nejmensi ze viech tako-
vych ¢isel, které maji tutéz vlastnost — ucené se tomu fikd nejmensi horni zavora.



Ze pri osové soumérnosti se hmota neztraci, i kdyz skoro cely prostor zobrazim do libovolné
malého pulkruhu (i v ném je hmoty ,nekone¢né*). Obdobné kdyz chci jit co nejsnaze z bodu
A do bodu B, beru to na prvni pohled oklikou, protoze chodim radéji ¥id$im prostfedim, kde
jsem rychlejsi.13

Paralely L s E ovSem nekon¢i u pfimek, pokracuji dale, a to misty az prekvapivé. Kruznice
v L (tj. mnozina bodi, které maji od jednoho pevného bodu konstantni vzddlenost) je opét
kruznice ve smyslu E, avSak s jinym stfedem. Dukaz tohoto faktu je obsazen v feseni 3. tlohy
seridlové série.

Dale splyva i méreni hla. Polozme si otdzku, co to vlastné je thel, resp. jeho velikost?
Uhel, ktery sviraji dvé ptimky, je délka oblouku, ktery vytinaji z kruznice se stiedem v prii-
seciku, délena jejim polomérem. Pro obecné protinajici se kfivky se jejich odchylka definuje
jako odchylka jejich tecen ve spole¢ném bodé. Te¢nou (resp. teénou (v Eiv L ) budu rozumét
pfimku (resp. primku), kterd ma s kiivkou dotek prvniho Fadu, neboli je nerozliSitelnd od
puvodni kfivky, jsem-li dostatecné blizko bodu dotyku. Piesnéji, kdyz jsem ve vzdalenosti ds
od te¢ného bodu, pak pro odchylku dt te¢ny od kiivky plati dt/ds = 0 pro mala ds. Obdobné,
dva objekty maji dotek k-tého Fadu, pokud dt/ds* = 0. To ted vyuziji k obecné definici uhlu:
je to podil délky oblouku, ktery kifivky vytnou na kruznici se stfedem v pruseciku a poloméru
dané kruznice, pro dostateéné maly polomér. V této definici uz nepotrebuji zadnou tecnu,
nezalezi tedy na tom, jsem-li v E nebo ne, mtuzu tak tedy méfit whly v L. Vzhledem k tomu,
Ze na malych vzdalenostech mé¥im v L stejné jako v E (aZ na ndsobeni néjakou konstantou),
tedy i malé kruznice a kruznice jsou hodné podobné, vychazi mi podil pfi pocitani odchylky
kiivek skoro stejné, at se na kfivky divam, jako by byly v E nebo v L (zde by ovSem bylo
tFeba trosku pocitat). Vsimnéte si, ze kruhova inverze zachovava velikosti uhld, ale méni
jejich orientaci.®

Co vlastné z dosavadniho povidani plyne? Kdybych byl tvorecek, ktery nikdy neprekroci
jistou mez (napf. ve vesmiru bych mohl provadét pouze méfeni na Zemi), aplné klidné bych
si vystacil s eukleidovskou geometrii, a nejen to, ani bych nebyl schopen poznat, jestli svét
kolem se fidi zakonitostmi geometrie eukleidovské nebo Lobacevského. Uvédomte si totiz, ze
na dostatecné malych vzdalenostech je i velka kruznice ,k nerozeznani“ od primky.

Budujme model L dal. Eukleides pfimky nazyval rovnobéznymi, pokud se nikde neproti-
naji. Je snadno vidét, ze takovychto rovnobézek lze k dané primce v L vést spoustu. Zkusme
tedy hledat néjakou lepsi definici rovnobéznosti. Rovnobézky maji v E také tu vlastnost, zZe
jsou od sebe vsude stejné daleko. Mnozinam bodu, které maji stejnou vzdalenost od dané
primky, fikejme ekvidistanty; jejich vzdalenosti od ,matefské pfimky“ fikejme vyska. Zkou-
mejme ekvidistanty v L. Pro jednoduchost vezméme za zékladni primku osu y. Tvrdim, ze
ekvidistantou k ose y je pravé kazda dvojice polopfimek s (vynechanym) pocatkem v bodé
[0,0] s odchylkou a od osy y. (Takovyto Gtvar nazvéme ,vécko“.) K tomu staéi ukazat, ze

13Vsimnéte si, ze toto odpovida ,,fyzikalnim piimkam®, tj. kiivkam, po nichz se §ifi svétlo.
Typicky pfiklad ,fyzikalni pfimky*, ktera neni pfimka, je paprsek, ktery se lomi na rozhrani
dvou opticky raznych prostiedi.

14Velikost tihlu je uréena délkou oblouku na kruznici, orientace tihlu zavisi na tom, jakym
smérem ten oblouk prochazim.



podobnosti se stifedem na ose z jsou v L shodnosti. A skuteéné, staéi uvazovat slozeni dvou
kruhovych inverzi kolem kruznic s poloméry \/% a 1 se stejnym stfedem a dostanu podobnost
s koeficientem k. Kolem p7imky ve tvaru polokruznice mé ekvidistanta tvar dvou obloukt
kruznice.

Stoji za povsimnuti, Ze ekvidistanty nejsou primky v L, a presto se daji samy po sobé
posouvat (tj. existuji shodnosti, které je zachovévaji a pfitom jakykoli bod ekvidistanty mtzu
jejich uzitim zobrazit na kazdy jiny). D4 se dokonce dokdzat, Ze v neeukleidovské geometrii
to ani primky byt nemuzou a zZe to s kruZnicemi, primkami a kruznicemi, které se dotykaji
osy x, jsou jediné objekty s konstantni kfivosti

Je vidét, ze kdyz k ,,vécku“ hledam primku, kterd by s nim byla ekvidistantns, najdu vzdy
jen jednu takovou. Dalsi zajimava vlastnost ekvidistant je tato — maji-li riiznou vysku (a
nezalezi dokonce ani na tom, od které ,mateiské piimky“), nemuzu ztotoznit (tj. pfevést na
sebe shodnosti) ani jejich ¢asti, jsou jakoby kruznice riznych polomért. Tady je tfeba opét
peclivé rozlisovat mezi ,shodnosti“ a ,,shodnosti“. Ekvidistanta k primce tvaru polokruznice
tvori dva kruhové oblouky, které jsou uréeny svymi stfedy a poloméry. Neni ale tézké najit
jinou pFimku a k ni ekvidistantu (s jinou vyskou), kterd obsahuje kruhovy oblouk stejného
poloméru. Eukleidovskymi shodnostmi jsou tedy na sebe pfevoditelné (alespon jejich &asti),
shodnostmi v L vSak nikoli.

Fakt, ze se d& krivka po sobé libovolné posouvat, tizce souvisi s tim, jak je ta krivka
Hkfiva“. Polozme si tedy opét zasadni otazku, co je to vlastné kfivost. V E se da krivost
chépat takto: v daném bodé s kiivky ¢ sestrojim kruznici, kterd ma s kfivkou dotyk druhého
fadu a vezmu prevracenou hodnotu jejiho poloméru — ¢im prudceji zahybam, tim je kiivost
vétsi. P¥imka (chdpand jako kruznice s nekoneénym polomérem) mé kfivost 0. Podrobnéjsi
analyzou slov ,prudce zahybat“ dostaneme toto — vezmu si jeden vektor s pocatkem v s
pevné (fikejme mu ¥), zméfim tGhel 0(s) mezi nim a te¢nou k ¢ v s, posunu se do bodu s+ds,
zméFim 0(s+ds) a spoétu k(s) = W pro malé ds.'® Cislo k(s) prohlasim za k¥ivost
@ v bodé€ s. Predpoklddam, ze ds je ve vSech bodech s stejné, tj. ze probiham kiivku porad
stejnou, jednotkovou rychlosti.

Dopustil jsem se mensiho podvodu, kdyz jsem tvrdil, ze zméfim 6(s + ds). V bodé s + ds
totiz zadny vektor nemam, musim néjak popsat, jak tam vektor ¢ dostat. To je kli¢ k definici
k¥ivosti v obecném pripadé. Mam bod s a s+ ds, v bodé s vektor ¥(s). Body s a s+ ds mam
spojeny primkou p, a tak vektor ¥(s + ds) definuji jednoduse tak, aby s p sviral stejny thel
jako ¥(s). Ucené se tomu Fika paralelni pfenos, a i kdyz je tento zpusob pfirozeny, rozmyslete
si, ze obecné neni jednozna¢ny (napt. kdyz jsem na kouli a chci se dostat z rovniku na pdl,
tak zélezi na cesté, kterou tam vektor pfenasim). Ted uz je jasné, jak zméfit 0(s + ds) a pak
spocitat k(s).

Aby pristé bylo lépe vidét do definice kfivosti plochy, uvédomte si, ze jsem-li v E, tak
vlastné misto libovolného vektoru ¥ lze vzit jeden specidlni, a to jednotkovy tecny vektor.
Neékde vedle si nakreslim jednotkovou kruznici a v jejim stfedu jednotkovy vektor w rov-
nobézny s U. Jak po pfimkéich pfenasim ¢ do sousednich bodu kfivky ¢, koncovy bod w

15k(s) sice zavisi na tom, jak velké si zvolim ds, ale d4 se ukazat, ze pro dostateén& mala
ds uz se k(s) téméf neméni.



rotuje po jednotkové kruznici a ja zkoumam, jak velkou ¢ast z ni objel. To je pravé hodnota
0(s + ds) — 0(s).

Kdyby kfivka byla uloZena v prostoru vétsi dimenze nez 2, nahradim ji kfivkou, kterd uz
v roviné lezi — vezmu tfi dostatecéné blizké body, ty mi uréi rovinu, kiivku do této roviny
kolmo promitnu a kfivost méfim uz jen na té promitnuté kiivce.

Z obrazku se dé zjistit, ze kruznice (v E i v L) maji kiivost rovnu 1/r, kde r je euklei-
dovsky (!) polomér. Pfirozeng, pfimky maji kfivost 0. I v obecnych p¥ipadech jsou k¥ivky
s nulovou kfivosti praveé ty, jez jsou pro dostatecné blizké body jejich nejkratsi spojnici.

Kdyz dvé kiivky maji dotyk druhého fadu, tak maji "
v bodé styku stejnou k¥ivost (protoze jsem ji métil jen ve
veli¢inach prvniho ¥ddu). Odtud pak plyne puavodni na-
vod na pocitani k¥ivosti — pro kazdou rozumnou kiivku
totiz v kazdém bodé& najdu vhodné se primykajici kruz- v(s)

nici nebo primku.
[0,1]=s

Popis obrazku: k£ je kruznice, jejiz kfivost méfrime,
Se jeji eukleidovsky stied, S; jeji stied v L. Buno je bod
s = [0,1] (diky pfenaSeni pomoci shodnosti). Po¢atedni SK
vektor ¥ je ,teény“ ke k, do bodu s 4+ ds ho prenasim \
pomoci kruznice K. Déle # znad¢i ,teéng® vektor ke k v s + ds, & je odchylka (s + ds) a t
Pro mald « plati: ds=ra a protoze K mé dostateéné velky polomeér, je a=d&. Tedy kiivost
v s je skuteéné rovna r— 1.

Plochy

»Na pruni pohled se dd Tici, Ze poucky geometrie, jiz jsem nazval pomysinou geo-
metrii, jsou vieobecné protimysiné; tu musim podotknout, Ze i kdyz sebevic odporuji
nasim predstavdm a zvykum, prece jen jsou po logické strance zcela bezesporné.“

Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij

Na uvod malé opakovéani. Zavedli jsme model L, umime v ném méfit vzddalenosti a uhly,
vime, co je primka a jak vypadaji kruzZnice, umime urcit krivost krivky. Dalsi pfirozenym
pojmem pro zkoumaéni je krivost plochy.

Pro jednoduchost uvazujme kouli o poloméru R v eukleidovském prostoru R3. V§imnéme
si zakladniho rozdilu mezi sférou a kruznici. Cast kruznice mizu narovnat, nikdy se mi to ale
nepovede u sféry. Zakfiveni tedy je vlastné to, jak moc se lisi sféra od svého jakoby narovnani.
Presnéji, kdyz si vezmu kruh s (malym) polomérem r (méfeno na sféfe), zméfim jeho obsah
a porovném s obsahem kruhu v E se stejnym polomérem, zjistim, ze se lisi az v fadu 3, a to
o) R2 (krat nepodstatna konstanta) Pfesné feceno, obsah kruhu o velmi malém poloméru r

na sféie je mr2 — r3 4 cosi.rt + - - -. Pro malé r jsou ¢leny s r* mnohem mensi nez ¢leny

12R2
s r3, 1ze je tedy ,,s klidnym svédomim® zanedbat.
Kfivost muzu charakterizovat i tak, ze vezmu kruznici, zméfim jeji délku na sféfe, po-

rovnam s odpovidajici kruznici v E a vyjde mi, Ze se zase lisi az u koeficientu u 73 a az



#. Pak mé napadne porovnat polomér r s Cislem % (k je k¥ivost mé

kruznice), coz, jak jsme vidéli, je eukleidovsky polomér kruznice se stejnou kfivosti. A opét

na konstantu zase o

dostanu tentyz vysledek. Ukazuje se, zZe to neni ndhoda a ze ¢islo ﬁ je pro sféru charak-
teristické (je to i logické, jestlize si uvédomime, ze kfivost kruznice je %) a je to pravé jeji
kiivost; k4 se ji hlavni (nékdy Gaussova) kiivost.16

Gaussova kfivost se fadi mezi takzvané vnitini vlastnosti plochy, tj. takové, které zavisi
jen na plose a nikoli na tom, jak je plocha ulozena v prostoru.l? Napf. rovina, valec i kuzel
maji stejnou, nulovou kfivost. To je zpusobeno tim, ze se daji na sebe vzdjemné rozvino-
vat. Obecné, dvé plochy maji stejnou kiivost pravé tehdy, kdyz jednu z druhé lze dostat
,kroucenim*, které zachovavéa délky.!8

Vratme se opét k nasemu modelu. Porovnanim poloméru v L a poloméru stejné kruznice
v E dostaneme, Ze kiivost L je —1. Skuteéné, vezméme kruznici se stfedem v [0, 1] a s malym
(eukleidovskym) polomérem r. Tato kruznice protne osu y v bodech [0,1 — 7] a [0,1 + 7]
Chapéana jako krunice ma tedy polomér (pro Upravy vyuzijeme tzv. Taylorova rozvoje funkce
In)

1 1+r 1 r2 r3 r2 r3 r3
21 [ T [ — ..
2n(1fr) 2((1" 2+3 ) (T 2 3 )) 7"+3+

A protoze tentokrat je ,nepodstatnd“ konstanta rovna —3, je kfivost naseho modelu —1.

Tady je duvod, pro¢ se Lobacevského geometrii fikd hyperbolicka. Sedlovy bod hyperbo-
loidu'® ma totiz zapornou kiivost. K nasi smiile cely hyperboloid neni model L, ale alespoii
lokéalné jej za model mtizeme brat. Stoji za zminku, Ze v R3 neexistuje plocha, ktera by méla
presné stejné vlastnosti jako L, da se vSak ukazat, ze v R™ pro n > 4 uz takova plocha existuje
(a jeji projekce do R? p¥ipomina hyperboloid).

Uvazujme trojuhelnik, tj. trojici bod, navzdjem spojenych ¢astmi primek. Ted si miizu
zaCit trochu hrat, vezmu si néjaky vektor ve wvrcholu trojihelnika, pfenesu ho do druhého,
pak do tretiho a nakonec zpatky. Ke svému zdéseni ale zpozoruji, ze jsem nedostal puvodni
vektor a ze odchylka od ptivodniho vektoru je?° a + 8+ v — m, kde «, 3, v jsou vnitini
thly trojuhelnika. Gauss—Bonnetova véta (pochézi z aparatu diferencidlni geometrie a pfi
diisledném zavedeni kiivosti je to jen trividlni diisledek definice) tvrdi, Ze to tak je spravné a ze
tento rozdil se rovna kfivosti modelu ndsobené obsahem trojuhelnika. Tedy obsah trojuhelnika
jerm—(a+p+7)

16Vgechny tyto postupy na vypodet kiivosti spadly z nebe. Pfesto véf, Ze maji logicka
vysvétleni a neuvadim je zde jen proto, Ze jsem v téchto mistech opravnénost vycitek svych
kolegii ohledné nesrozumitelnosti uznal.

17 V praxi“ to znamena, ze jako dvourozmérny ¢loviek zijici na té plose jsem schopny
jeji krivost né€jakymi prostfedky zmérit, aniz plochu opustim.

18Toto ,krouceni“ zachovava viechny podstatné lokalni vlastnosti, tj. ty, které mohu zjis-
tit, kdyZ zndm byt jen malilinky kousek plochy. Bohuzel uz nezachovava vlastnosti glob4lni,
takze tfeba na viélci existuje uzaviend geodetika, zatimco v roviné ne.

19T z Vas, kdo nevi, co je hyperboloid, si jej mohou p¥edstavit jako jezdecké sedlo.

20V3e se bere v radidnech.



Na jednu stranu na tom neni nic prekvapivého, uvazujeme-li sféru o poloméru 1, pak ma
kfivost 1, trojuhelnik je na sféfe trojice bodu spojend hlavnimi kruznicemi, jeho obsah se da
relativné snadno spoéitat a vyjde (a + 3 4 v — 7).12. N4a§ model Lobadevského geometrie se
da formalné zavést uplné stejné jako geometrie sférickd, s tim rozdilem, ze polomér sféry, po
které se pohybuji, je imaginarni jednotka?! i. Radéji nebudu rozvadét, co to piesné znamena,
uvedu pouze, ze kiivost imaginarni sféry pak je —1 a existuje tedy jakési ,krouceni“, které ji
pfevede na model L (pfesnéji na plochu v R™ zminénou vyse). A protoze obsah trouhelnika
na imaginarni sféfe vysel (o + 8 + v — 7).i2, je to pfesné to, co jsme ziskali pomoci Gauss—
Bonnetovy véty.

Vsimnéte si nékolika véci. Za prvé, v roviné je odchylka vektort nulova — mam krasny
zpusob, jak prenaset vektory, délam to jednodusse po primkach, prenaseni muzu libovolné
skladat a kdyz méam vice moznosti, jak se nékam dostat, nezédlezi na tom, kterou z nich si
vyberu. Na obecné plose jsme si sice také ukédzali v jistém smyslu kanonicky zpisob (pfendseni
po pfimkéch), je ale vidét, ze pfendseni uz nemuzu skladat a ¢ekat pfi tom hezké vlastnosti.

Za druhé, rovina ma kfivost 0, je to jako bychom byli na povrchu koule s nekonec¢né
velkym polomérem.?2 To, e se pak nedaji pocitat obsahy z Gauss-Bonnetovy véty je zptiso-
beno tim, Ze vSechny trojuhelniky jsou vzhledem k poloméru nekoneéné malé a jako takové
nerozlisitelné. To je pfiklad toho, Ze s nekonecnem si nelze jen tak beztrestné pohravat.

Za tteti, predchozi odstavec dava navod, jak (v L spocitat obsah libovolné oblasti ohra-
ni¢ené primkami (tfeba tim, Ze pouziji triangulaci) a protoze prakticky kazdou kfivku mtzu
libovolné pfesné nahradit lomenou carou, spoctu tak obsah kazdé oblasti.

Dale, jestlize po podobnosti chceme, aby natahovala vSechny wvzddlenosti a tedy i obsahy,
a pritom zachvavala uhly, nezbyva nam nez konstatovat, ze zadné takové zobrazeni v L
neexistuje. Proto jsem v prvni ¢asti seridlu ,podobnosti “ definoval tak zvlastné.?3 Neexistence
existence takzvané absolutni délky.

Priblizme si to nejprve v eukleidovské geometrii na thlech. V roviné totiz nezavisle na tom,
jaké mam méritko (a to jak thlové tak délkové), existuje konstrukce, kterd mi vzdy sestroji
thel g, resp. 90 stuprid. Je proto logické, vzit pravy thel za jednotku méfeni (ale kdo by
dnes pouzival gradidny, ze?). Neni tplné jednoduché to dokazat, ale neexistuje konstrukce,
kterd by bez pouziti mérfitka zkonstruovala tisecku délky 1. Situace v nasem modelu L je
zcela odlisna. Pro snazsi vyjadfovani definujme pojem soubézky k dané primce. Je to takova
primka, kterd puvodni primku neprotind, ale protina (tj. mé s ni spoleény bod pravé na ose
z). Je to vlastné krajni piipad rovnobéznych primek.

V L nejenze umim sestrojit thel Z, umim téz sestrojit nasledujici (jedna se vlastné o mezni
pfipad trojihelnika) — piimky p, q, k, ze p je soubéznd s g, k je kolma na p a k protina q pod
hlem?4 7+ Vlivem neexistence podobnosti je tato konstrukce jednoznacna v tom smyslu, ze

21Plati 2 = —1.

22Nebo na nekoneéné velikém hyperboloidu.

23Ve skutecnosti jsem definoval podobnosti jen jako zobrazeni z osy y do osy v.
24Toto &islo je tam viceméné z historickych diivodi.



usecka, kterou mi na k vytnou primky p a ¢ ma poiad stejnou délku.2® Je nutno poznamenat,
ze ta délka neni 1. Rozmyslete si, Zze pfi zméné méritka tak, aby pravé sestrojend tisecka méla
délku 1 se v nasem modelu zméni pouze jeho kiivost, a to jesté jen co do velikosti, zaporna
zustane i nadale.

V tomto okamziku uz tedy mame vybudovany pomeérné silny aparat ke zkouméani naseho
modelu. Stéle je ale tfeba mit na paméti rozdil mezi modelem LL a Lobac¢evského geometrii jako
takovou. V L se mi kromé existence nekone¢né mnoha rovnobézek povedla dokazat neexistence
podobnosti, ukazal jsem, Ze existuje absolutni délka a ze obsah kazdého trojihelnika je shora
omezen Cislem 7, to jesté ale nemusi znamenat, Ze tomu tak je i v Lobacevského geometrii.
V L jsem pouzival mocny nastroj — diferencialni geometrii, vSe z toho, co jsem zatim udélal,
by slo provést i Cisté abstraktné, kdyz bychom vysli z axiomi a postupovali deduktivnim
zpusobem.

Zavér

Do celého seridlu se mi nepovedlo vmeéstnat aplikace probirané teorie. Na prvni pohled
se totiz muze zdat, ze je to pouze matematickd hricka bez praktického uplatnéni. Skutecné,
v pocatcich této teorie na ni bylo takto opovrzlivé pohlizeno. Az s rozvojem moderni fyziky
se neeukleidovské geometrii dostalo zadostiucinéni, stala se zakladnim nastrojem pro popis
gravitace. A mezi ndmi matematiky, obecna teorie relativity neni nic jiného nez geometrie.

Zajemcum o neeukleidovskou geometrii bych viele doporudil dalsi studium literatury
s touto tématikou. Jedna se napt. o tyto knihy:

Jan B. Pavlicek: Zdklady neeukleidovské geometrie Lobacevského,

B. V. Kutuzov: Lobacevského geometrie, elementy zdkladi geometrie,

Viclav Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie.

257jisténi, Ze nezijeme v eukleidovském svété by tedy vedlo k masovému propousténi
v Gstavech pro miry a vahy a k jejich nasledné pfeméné na muzea.



