Teorie graft (povidani ke tfeti sérii)

Ke zformulovani aloh této série je vhodné seznamit T€ se zédkladnimi pojmy teorie grafi.
Nejprve bychom si méli Fici, co je to graf.! Popularné feceno: na papife mame nakresleno
nékolik puntikt (tém budeme Fikat vrcholy), nékteré dvojice puntikii jsou spojeny arami?
(tzv. hranami). Pfitom mezi dvéma vrcholy vede nejvyse jedna hrana (v grafu nejsou tzv.
ndsobné hrany) a zddnad hrana nemd oba konce stejné (nejsou tam tzv. smycky). Takovy
systém vrcholi a hran budeme nazyvat graf (pokud bychom povolili i nidsobné hrany a
smycky, dostali bychom tzv. multigraf).

Nyni popiSeme graf formélné. Graf G je usporddand dvojice (V, E), kde V je libovolna
mnozina a F je mnozina, kterd obsahuje nékteré (pfipadné zddné) dvojprvkové podmno-
ziny V. (Pokud {u,v} € E, fikdme, Ze vrcholy v a v jsou v grafu G spojeny hranou.) Prvky
mnoziny V jsou vrcholy grafu G, prvky mnoziny3 E jeho hrany.*

Neékolik dulezitych graft:

Uplng graf Kn, V ={1,...,n}, E={{i,j}:1<i<j<n}

Ks Ky Ks Ke
Kruznice (cyklus) C, V ={1,...,n}, E={{i,i+1}:1<i<n}U{{l,n}}

Cs Cy Cs Cs domecek

Dale je jesté potfeba uvést nékolik grafovych pojmi. Stuper vrcholu u (zna¢ime d(u)) je
pocet hran, které z ného vychéazeji. Skore grafu je soupis stupnii jeho vrcholt. Napt. skére
Cy je 2, 2, 2, 2, skére domecku je 4, 4, 3, 3, 2. Grafu fikdme k-reguldrni, pokud vSechny jeho
vrcholy maji stupen k. Napt. Cy, je 2-regulérni, K, je (n — 1)-regularni.

Graf nazveme bipartitni, pokud lze jeho vrcholy rozdélit do dvou mnozin (tzv. partit) tak,
ze vSechny hrany vedou z jedné partity do druhé. Jinak feceno: lezi-li v a v v téZe partité,
pak uv neni hrana. Napf. cyklus je bipartitni, pravé kdyz méa sudou délku.

Grafu fikdme rovinng, pokud ho lze nakreslit do roviny (tj. vrcholy budou body v ro-
ving, hrany k¥ivky spojujici pfislusné body) tak, ze se zddné dvé hrany nek¥izi (ani zaddna
hrana neprotind sama sebe). Napf. vSechny kruznice, domecek, K3, K4 jsou rovinné, Ks

1Preventivni varovéni: grafem se v teorii grafti rozumi néco tplné jiného, nez tieba ve
vété: ,Nakreslete graf funkce z2.“ Nenech se tim zmaést.

2Neni dulezity tvar ¢ar, podstatné je jen to, zda p¥islusna dvojice vrchold je spojena.

3Pismena V a E pochézeji z anglickych slov vertex=vrchol a edge=hrana.

4Spravné bychom tedy hranu spojujici vrcholy u a v méli oznacovat {u,v}. Casto viak
pro zkraceni tuto hranu znacime jen uv.



neni rovinny (zkus si rozmyslet, pro¢). Pfi daném nakresleni nazyvame sténou kazdou (i tu
vnéjsi) z oblasti roviny omezenych nakreslenymi kiivkami (pfedstavte si, Ze rovinu podél hran
rozstiihdme). (Napf. libovolné nakresleni cyklu ma dvé stény, nakresleni Ky ¢ty¥i stény.)

Rekneme, 7e graf H = (V/, E’) je podgraf grafu G = (V,E), pokud V' C V a E' C E.
Podgrafy domecku jsou napi. C3, C4, Cs, K4. Misto ,graf H je podgraf grafu G“ fikdme
také ,,G obsahuje H“. Takto chipej zadani druhé ulohy.

Tento Gvod musi byt hodné struény, proto jsi mozna trochu zmaten zaplavou novych
pojmu. Pokud se bude$ chtit o teorii grafti dozvédét vice, doporuéuji Ti zejména knihu Jir7
Matousek a Jaroslav Nesetril: Kapitoly z diskrétni matematiky, Matfyzpress, Praha, 1996.
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3. série
Téma: Teorie grafu

Termin odeslani: 15. PROSINCE 1997

1.ULOHA

(1) Existuje graf se skére 3, 3, 3, 3, 5, 6, 6, 6, 6, 6, 67

(2) Existuje bipartitni graf se skére 3, 3, 3, 3, 3, 5, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 67
(3) Existuje graf se skére 1, 1, 3, 3, 3, 3, 5, 6, 8, 97

2. ULOHA
Graf je bipartitni pravé tehdy, kdyz neobsahuje lichy cyklus. Dokazte.

3. 0LOHA
Kolik vrchold mize mit (1) 3-regularni (2) k-regularni graf?

4. 0LOHA

Pokud ma rovinny graf vSechny stupné sudé, pak lze (v jeho libovolném nakresleni) obarvit
stény dvéma barvami tak, Zze sousedni stény (tj. takové, které maji spole¢nou hranu) maji

ruznou barvu.

5. ULOHA

Prochazime labyrintem podle nésledujicich pravidel. (Na zac¢atku jsme na k¥izovatce S.)

(1) Nikdy neprojdeme toutéz cestou timtéz smérem dvakrat.

2) Kdykoli pfijdeme na kfizovatku K # S, kterou jsme dosud nenavstivili, oznacime
Y pry J
cestu, po niz jsme prisli. K odchodu z K pouzijeme tuto cestu jen tehdy, kdyz

nemame jinou moznost.

(3) Kdyz v odchodu z kfizovatky, na niz se nachézime, brani pravidlo (1), skon¢ime.

Dokazte, ze pokud existuje vychod z labyrintu, pak ho timto postupem najdeme, jinak skon-

¢ime zpatky na kfizovatce S.

Reseni 3. série

Ke stru¢nému zapisu feSeni této série je vhodné zavést nékolik pojmu:

e (estou v grafu G rozumime ,prochdzku po grafu, pfi niz zddny vrchol nenavstivime

dvakrat®, coz lze formalné chapat tieba jako posloupnost vrchold (vo,v1, ..

. 7””)7



takovou, Ze v; a v;41 jsou spojeny hranou a v; # v; pro ¢ # j. Délkou cesty rozumime
pocet proslych hran, ¢ili v nasem ptipadé n.

o Graf je souvisly, kdyz mezi jeho libovolnymi dvéma vrcholy existuje cesta.

e Komponentou v nesouvislém grafu G rozumime takovy jeho podgraf K, ze K je
souvisly a ke K nelze uz nic pfidat, aby souvislym zutstal.

1. dloha
(1) Existuje graf se skére 3, 3, 3, 3, 5, 6, 6, 6, 6
(2) Existuje bipartitni graf se skére 3, 3, 3, 3, 3,
( 3,5,6,8

, 6, 67
57
3) Existuje graf se skére 1, 1, 3, 3, 3, , 97

6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 67

y Uy Uy

(1) Lemma: Pro libovolny graf plati, Ze soucet stupiii vSech jeho vrcholi se rovna dvojna-
sobku poctu hran, neboli (pro G = (V, E)) > cod(v) =2]E|

Driikaz: Stupen vrcholu je pocet hran, které z ného vychazeji. Pfitom kazd4 hrana vychézi
ze dvou vrcholi. Secteme-li tedy vSechny stupné, zapocteme kazdou hranu dvakrat, a tedy
dostaneme dvojnasobek poctu hran.

Nyni zpét k nasemu prikladu. Postupujeme sporem: predpokladejme, ze takovy graf exis-
tuje. Se¢teme-li vSechna uvedend ¢isla, dostaneme liché éislo (protoze lichy pocet uvedenych
Cisel je lichy). Liché ¢islo nemlze byt dvojnasobkem poctu hran — spor. Tedy neexistuje
graf s uvedenym skdre. (Stejné se dokaze obecnéjsi: kazdy graf obsahuje sudy pocet vrcholi
s lichym stupném.)

(2) Opét sporem. Necht takovy bipartitni graf existuje. Ozna¢me di, ..., d} stupné vrchol
v jedné partité, ej,...,e; stupné vrcholia v druhé partité. Stejnou tvahou jako v dikazu
lemmatu zjistime, ze jak di + --- 4 dj tak e; + --- 4 ¢; je poCet hran grafu. Musi tedy platit
di+---+dy=e1+---+e, kdedr,...,dg,e1,...,e jsou (v néjakém poradi) ¢isla ze zadani
(tj. 3,3,3,3,3,5, 6, 6,6, 6,6, 6,6, 6). To vSak neni mozné — soucet na té strané rovnosti,
v niz se vyskytuje 5, neni délitelny t¥emi, zatimco soucet na druhé strané ano. Cili neexistuje
bipartitni graf s uvedenym skére.

(3) Ani tentokrat takovy graf neexistuje. Zase sporem: necht existuje takovy graf. Oznaéme
a, b, ¢, d po fadé vrcholy se stupni 1, 1, 8, 9. Z vrcholu d musi vést hrany do vsech deviti
ostatnich vrcholt, tedy i do a a b. Tudiz z ¢ uz nemutze vést hrana do a ani do b, takze zbyva
jen 7 vrcholt, kam by z ¢ hrana vést mohla. Proto ¢ nemize mit stupenn 8 — mame hledany
spor.

Pozndmky opravovatele: Prvni ¢4st jste fesili bud tvahou (soucet stupit vrcholu je lichy)
nebo pomoci Havlovy véty. Nezbyva nez zopakovat, abyste psali jméno véty, nazev dila,
autora, nakladatelstvi a ¢islo stranky, kde je mozno danou informaci najit.

Podobné i posledni ¢ast jste fesili bud Gvahou (postupné jste generovali hrany z vrcholu
se stupniem 9, pak 8 a ukazali jste na spor pfi vrcholech se stupniem 1.

Prostfedni ¢ast byla nejniro¢néjsi. Nasla se FeSeni pomoci Havlovy véty (ta fika, jak
poznat, zda existuje graf s danym skére), v nichz autofi zapomnéli, Ze se ve vété o vlastnosti
bipartitnost nehovofi. Dalsi fesitelé pfevedli tlohu na tlohu rozdélit mnozinu {6, 6,6, 6, 6,6, 6,
6,5,3,3,3,3,3} na dvé podmnoziny se stejnym sou¢tem prvkid a pouze konstatovali, Ze to



nejde. Nejlepsi feseni byla takova, kde se ona nemoznost dokazala, nap¥. pomoci délitelnosti
tfemi.

2. aloha
Graf je bipartitni pravé tehdy, kdyz neobsahuje lichy cyklus. Dokazte.

Kdyz graf obsahuje lichy cyklus (tj. vrcholy v1, va, ..., van4+1 takové, Ze z v1 vede hrana
do v2 a van+1, z v2 do vy a v, ... ), pak neni bipartitni. Je-li totiz v1 v jedné partité, musi
byt v2 v druhé (jinak by mezi dvéma vrcholy z téze partity vedla hrana), vs v prvni (z téhoz
dtivodu), vg v druhé, ... , ve, v druhé, van+1 v prvni, a to nejde: v1 a va,4+1 jsou oba z prvni
partity a pritom jsou spojeny hranou.

Nyni dokazeme, ze neobsahuje-li graf (ozna¢me ho G) lichy cyklus, pak je bipartitni. Pred-
poklddejme, ze G je souvisly, jinak mtizeme rozdélovat kazdou komponentu zvlast. K vlast-
nimu rozdéleni uzijeme K — libovolnou kostru grafu.5 K, coby graf bez cykld, je zjevné
bipartitni, miZzeme tedy jeho vrcholy (¢ili i vSechny vrcholy G) rozdélit do partit. Vime, ze
mezi dvéma vrcholy z téze partity nevede zadna hrana v K, potfebujeme ukazat, ze ani v G.
Necht pro spor existuji vrcholy u, v z téze partity, které jsou v G spojeny hranou. Strom
je souvisly, takze mezi u a v vede cesta v K. Podobnym postupem jako v prvnim odstavci
zjistime, ze tato cesta mé sudou délku, takze spolu s hranou wwv tvofi lichy cyklus — spor,
v G nejsou liché cykly.

Poznamky opravovatele: Nejcastéjsi chybou bylo, ze jste z bipartitnosti sudého cyklu a
necyklickych grafi usoudili bez dalsiho odivodnovani, ze to, co vznikne jejich ,slozenim*
(takovym, Ze nevznikne lichy cyklus) je také bipartitni graf. To dle mého nazoru neni o mnoho
jednodussi, nez tvrzeni tlohy. Dalsi ¢astou chybou bylo, Ze jste za cyklus povazovali néco, co
cyklem neni (konkrétné uzavienou cestu, v niz se mohly opakovat vrcholy).

3. tloha
Kolik vrcholt mize mit (1) 3-regularni (2) k-reguldrni graf?

(1) Ozna¢me n pocet vrcholll takového grafu. Dle lemmatu z FeSeni 1. tlohy

musi byt 3n a tedy i n sudé. Dale musi byt n > 4, jinak by z zadného vrcholu

nemély ty tii hrany kam vést. Ukazeme, ze tyto podminky pro existenci grafu

postacuji, ¢ili ze pro kazdé sudé n > 4 existuje 3-regulérni graf o n vrcholech.

Mohli bychom se pochopitelné odvolat na ¢ast (2), ale zkonstruujeme jiny

graf. Pro n = 4 vezmeme K4. Pro n > 4 vezmeme dva cykly o délce n/2 (coz je celé &islo),
hranou spojime 1. vrchol z jednoho cyklu s 1. vrcholem z druhého cyklu, 2. vrchol z prvniho
cyklu s 2. vrcholem z druhého cyklu, ..., viz obrazek (kde n/2 = 5). Z kazdého vrcholu
vedou dvé hrany v prislusném cyklu a jedna hrana mezi cykly, graf je tedy 3-regularni.

57 grafu umazavame hrany, az nezbudou zadné cykly. Uéené Feceno: kostra je maximalni
podgraf, ktery je strom.



(2) Stejné jako v (1) zjistime, Ze nk musi byt sudé a k < n. Nyni pro vSechna n, k, ktera toto
splnuji, zkonstruujeme k-regularni graf s n vrcholy. Na obrazcich jsou ilustrovany pfipady
n=8 k=4an=8,k=>5.

Nejprve probereme pfipad sudého k. Vezméme vrcholy pravidelného n-thelniku a kazdy
vrchol spojme s jeho sousedy, druhymi sousedy (tj. sousedy sousedi), ..., g—tjrmi sousedy.
Protoze k < n, nevzniknou nasobné hrany, a tedy dostaneme k-regularni graf.

Necht je nyni k liché, a tedy n sudé. Pouzijeme konstrukci
z predchoziho odstavce pro n a kK — 1. Protoze k < n, jsou
nejdelsi diagonaly neobsazené. Po jejich doplnéni ziskame k-
regularni graf.

Poznamky opravovatele: Naprosta vétSina fesitela se spokojila s dikazem, ze pro k-regularni
graf na n vrcholech musi byt kn sudé (a k < n). To v8ak vypovida pouze o k-regularnich
grafech, kde kn je liché — totiz takové grafy nemohou existovat. Nic to vSak nefika o tom,
ze takovy graf existuje tfeba pro k = 4, n = 6. Tito fesitelé se museli spokojit s dvéma body.
Zv1astné také pusobilo, kdyz fesitel po upréavach dospél v pfipadé 2|k k tomu, ze n € N.
Nebylo to jasné uz od pocatku?

Podobné to, ze se vam néjaky graf nepodatilo najit, nezarucuje jeho neexistenci. K ¢astym
chybam také pattilo, ze jste pri diikazech neexistence grafii mimodék predpokladali dalsi
omezujici podminky (obsahuje cyklus, je Gplny, ... ). Také prohlasite-li, Ze jisté umime vybrat
hrany s néjakymi vlastnostmi, méli byste si kontrolovat, zda-li to neni problém pfinejmensim
stejné slozity, jako vyfesit celou tlohu (a je-li to viibec mozné).

Také bych znovu upozornil na to, ze plati-li néjaké tvrzeni pro prvnich nékolik ptipadi,
nevyplyva z toho pravdivost pro pfipady vsechny. Davejte si vétsi pozor na pouzivani zakli-
nadel ,analogicky dokazeme* popiipadé ,je zfejmé“. Jisté neni nutné psat do feseni vse, nez
ale takovéto zaklinadlo napiSete, mélo by byt pravidlem, Ze si onen ,zfejmy“ dukaz udélate
stranou. Vyhnete se tak nepfijemnym situacim, kdy ,ozfejmite“ néco nepravdivého.

4. uloha

Pokud mé rovinny graf vSechny stupné sudé, pak 1ze (v jeho libovolném nakresleni) obarvit
stény dvéma barvami tak, Zze sousedni stény (tj. takové, které maji spole¢nou hranu) maji
ruznou barvu.

Diikaz provedeme indukci podle poctu hran. Pro graf bez hran (tedy s jedinou sténou)
tvrzeni jisté plati. Nechf tvrzeni plati pro vSechny grafy s méné nez n hranami. Mé&jme
nyni libovolny rovinny graf G se sudymi stupni a s n hranami, dile mé&jme jedno jeho
nakresleni. Zvolme v tomto nakresleni libovolnou sténu a oznacme ji F', dale oznacme
e1,€2,...,exhrany, které F ohrani¢uji. Uvazme graf G’, ktery vznikne z G vypus$ténim hran
€1,€2,...,em. V dalsim odstavci ukdZeme, Ze i G’ mé vsechny stupné sudé, a protoze ma
méné hran nez G a je zjevné rovinny, lze (mj. i v nakresleni uréeném nakreslenim G) vSechny
jeho stény obarvit dvéma barvami tak, Ze sousedni stény nebudou stejnobarevné. G’ m4 na-
sledujici stény: (1) sjednoceni F' a jeho sousedil a (2) ostatni stény G. Zménime barvu F' na



opacnou, vsemu ostatnimu nechame stejnou barvu. Takto dostaneme zadané obarveni stén
v daném nakresleni G. Tim je dikaz indukci proveden.

Zbyva ukazat, ze G’ mé skuteéns sudé
stupné, ¢ili ze kazdého vrcholu v v grafu G
se dotyka sudy pocet hran z e1,e2,...,em.
Oznacme k pocet ,,cipi®, jimiz se F' dotyka
v (pro vysrafovanou sténu na obrazku je
k = 3). Zadné dva cipy nemohou mit spo-
le¢nou hranu e (takze obrazek je vlastné
Spatng). Po odebrani hrany e by se totiz
komponenta obsahujici v rozpadla na dvé
(rozmysli si, pro¢) a v obou by byl pravé
jeden vrchol s lichym stupném, coz neni
mozné dle lemmatu v FeSeni tlohy 1 (1).
Takze kazdy cip pouziva ,své“ dvé hrany
ze1,ea,...,emavsedotykd 2k z nich. Tim
je dtkaz u konce.

Poznamka: mozna Ti pripadalo zbytecné mluvit stale o sténdch v néjakém nakresleni grafu
a ne piimo o sténach toho grafu. Potiz je v tom, ze tyz graf mizeme nakreslit rizné. Existuje
naptiklad graf, ktery lze nakreslit tak, Zze vSechny jeho stény jsou pétithelniky, ale také tak,
Ze mezi jeho sténami jsou &ty¥-, péti- i Sestitthelniky. (Zkus néjaky takovy graf najit.)
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Poznamky opravovatele: Vétsina uspésnych fesitelt bud dokazovala indukci podle poétu
hran, (,umazévali“ hrany nalezejici vnéjsi sténé), nebo dokazovala bipartitnost duédlniho
grafu za pouziti tvrzeni druhé tlohy — v tomto pfipadé pokud nebylo dokazano, ale bylo
pouzivano tvrzeni, Ze sjednoceni sudych kruznic neobsahuje lichou kruznici, strhavala jsem
2 body.

Hezky napad, ze rovinny graf se sudymi stupni je sjednoceni hranové disjunktnich kruznic,
a tedy lze jeho stény obarvit podle parity poc¢tu kruznic, ve kterych dana sténa lezi, zdarné
dokazala jen Lenka Zdeborova, a obdrzela za to +i.

Co se mi nelibilo: asi ¢tvrtina ,feseni“ vypadala tak, Ze bylo ukdzano jak lze obarvit stény
v okoli jednoho (libovolného) vrcholu a dtikaz byl odbyt tvrzenim, Ze takto postupné obarvim
okoli vSech vrcholi a tedy cely graf. Tohle ale nemusi obecné jit (takze 0 bodd). To, Ze umim
obarvit okoli kazdého vrcholu zv1ast jesté neznamena, zZe to lze pro vsechny vrcholy zaroven!
Naptiklad okoli kazdého vrcholu rovinného grafu lze zfejmé obarvit tfemi barvami, ale pro
cely graf uz to jit nemusi — zkuste to tfeba pro Kjy.

5. aloha
Prochazime labyrintem podle nasledujicich pravidel. (Na za¢atku jsme na kfizovatce S.)

(1) Nikdy neprojdeme toutéz cestou timtéz smérem dvakrat.

(2) Kdykoli pfijdeme na kiizovatku K # S, kterou jsme dosud nenavstivili, oznac¢ime
cestu, po niz jsme prisli. K odchodu z K pouzijeme tuto cestu jen tehdy, kdyz
nemame jinou moznost.



(3) Kdyz v odchodu z kfizovatky, na niz se nachézime, brani pravidlo (1), skonéime.

Dokazte, ze pokud existuje vychod z labyrintu, pak ho timto postupem najdeme, jinak skon-
¢ime zpatky na kfizovatce S.

Nejprve si upfesnime, co je to labyrint. Pro nas to bude koneény souvisly graf. (Labyrint
by mohl byt i multigraf: mezi dvéma kfizovatkami muze vést vice cest. To by v nasem du-
kazu prili§ nevadilo, presto si radéji vystacime s ,obycejnym* grafem. Do piebytecné hrany
muzeme umistit pomyslnou kfizovatku stupné dva a tim z multigrafu udélat graf. Tato na-
hrada je korektni: pfi prvnim pfichodu na kfizovatku stupné dva musim odejit jinudy nez
jsem prisel, pfi druhém rovnéz tak. Tedy tato kfizovatka se z hlediska popsaného algoritmu
»,chova jako by nebyla“.) Dvé kiizovatky jsou specidlni: S — tam zadindme a V — tam je
vychod.

Vzhledem ke konec¢nosti grafu a k tomu, Ze kazdou hranu projdeme nejvyse dvakrat,
jednou urcité skonéime. Nejprve ukdzeme, ze skonéime v S. Uvazme néjaké K # S, pro néz
hrozi, ze v ném skonéime, tj. vSech d(K) cest k odchodu z K uz bylo pouzito. Pokud jsme
z K odesli, museli jsme do néj predtim i pfijit, takze k pfichodu do K jsme pouzili také vSech
d(K) cest. Protoze zadnou cestou nejdeme dvakrat tymz smérem, po d(K)-tém odchodu z K
se do K uz nikdy nemtzeme vratit, nemizeme v ném tedy ani uvaznout.

Nyni zdtvodnime, pro¢ musime najit vychod. Ukazeme, Ze pfedtim, nez skoncime v S,
projdeme kazdou hranu (a to v obou smérech) i kazdy vrchol. Nazvéme vrchol dobry, pokud
jsme v8echny hrany z néj vychézejici prosli obéma sméry. Ukazeme, ze kazdy vrchol je dobry.
S je jisté dobry: az v S skoncime, budou pouzity vSechny hrany sousedici s S smérem od S.
Takze jsme z S odesli d(S)-krat, a tedy jsme také d(S)-krat ptisli, neboli prosli jsme vSechny
cesty sousedici s S smérem dovnitf.

Nyni ukdzeme, Ze vSechny vrcholy, které jsme pfi priuchodu grafem navstivili, jsou dobré.
Pro spor predpokladejme, ze jsme navstivili néjaky Spatny vrchol a ozna¢me X prvni z nich.
Protoze X # S, vesli jsme do X poprvé z néjakého vrcholu Y (a hranu z Y jsme v X
oznagili). Vrchol Y je dobry (dle volby X), takze jsme pouzili hranu XY (v tomto sméru).
Podle pravidla (2) to ovSem znamend, Ze jsme z X odesli vemi d(X) chodbami, a tedy jsme
i vSemi d(X) chodbami vesli. Tudiz X neni $patny — spor.

Zbyva ovérit, Ze nemuze existovat vrchol, ktery bychom viibec nenavstivili. Opét sporem:
necht existuje vrchol N, ktery jsme nenavstivili. Graf je souvisly, tedy existuje cesta P z S
do N. Poc¢atek P jsme navstivili, konec nikoliv, proto na P existuji va sousedni vrcholy A a
B, kde A jsme navstivili a B ne (vezmeme tieba za A ten nenavstiveny vrchol na P, na néjz
pfi prochézeni P narazime naposledy). A je navstiveny, tedy dle pfedchoziho odstavce dobry,
a proto jsme navstivili i vSechny jeho sousedy, specidlné i B. A to je spor, ktery dokazuje, ze
vSechny vrcholy jsme navstivili.

Poznamky opravovatele: Vétsina spravnych feseni pouzivala podobnou myslenku jako au-
torské feseni. Objevilo se také nékolik dikazii matematickou indukci podle po¢tu hran (hranu,
kterou jsem proSel smazu, na mensi graf aplikuju indukéni predpoklad, ... ).

Za dukaz toho, ze skon¢ime na S jsem daval 2 body. Nékolik fesitelt tvrzeni vyvratilo —
podafrilo se jim totiz nalézt protipiiklad. Navsimli si vsak toho, zZe pfi své prochazce porusili
pravidlo (2) = dostali 0 bod. Co se mi nelibilo:



Mnozi resitelé si vibec neuvédomili, ze je tfeba néco dokazovat. Jejich feseni vypadalo
vpodstaté takto: pofad jdu, jdu a az dojdu na konec (pficemz projdu vSechny vrcholy), tak
se vratim. Bylo potfeba dokazat, ze nemohu skoncit, dokud jsem neprosel vSechny vrcholy;
déle to, ze nemohu skonc¢it mimo S. V FeSenich ohodnocenych 0 body jsem toto pfi nejlepsi
vuli nenasel.

Casty obrat byl: graf si rozdélim na strom®

a cykly. Pak rozeberu zvlast stromy, zvlast
kruznice a feknu, Ze pak uz je to jasné. Tato feSeni vSak vétSinou uz neuvadéla, jak graf na
strom a na cykly rozdéli, a hlavné, jakou souvislost to méa s nasi ulohou — jak zarudi, ze

¢lovicek bloudici labyrintem bude respektovat jejich rozdéleni.

6tj. souvisly graf bez cykli (=kruznic)



