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2. série
Téma: Mmnoziny boda

Termin odeslani: 27.RiJNA 1997

1. 0LOHA
V prostoru je dano 7 vrcholi krychle. K této mnoziné budeme postupné pridavat body tak, ze
kazdy novy bod vznikne jako obraz bodu z mnoziny ve stfedové soumérnosti podle jednoho
z bodi mnoziny. Muzeme timto zptisobem po kone¢né mnoha krocich ziskat i osmy vrchol
krychle?

2. ULOHA

Pro mnozinu M, kteréd se skldda z kone¢né mnoha bodu roviny, plati: Pro kazdé dva body
z M existuje tieti bod z M, ze tyto body tvofi rovnostranny trojuhelnik. Urcete nejvétsi
mozny pocet bodu takovéto mnoziny M.

3. ULOHA

V roviné je dano 3000 primek tak, ze zadné 2 nejsou rovnobézné a zadné 3 neprochazeji jednim
bodem. Takto se ndm rovina rozpadne do mnoha tutvara. Dokazte, Ze timto zptisobem vznikne
minimélné 1000 trojuhelniku.

4. ULOHA

Mnozinu M bodu roviny nazveme tupou, tvoti-li kazda trojice bodi z M tupouhly trojihelnik.
Dokazte, ze plati: Ke kazdé tupé mnoziné M s konecné mnoha body existuje bod P z dané
roviny, ze P ¢ M a M U {P} je také tupé. Zjistéte, zda bude tvrzeni platné, nahradime-li
slovo konec¢ny slovem nekonecny.

5. ULOHA

Bud M mnozina n bodt v prostoru (n > 2). Spojnice téchto bodti (=tsecky) necht jsou rizné
dlouhé a r z nich je obarveno. Déale budiz m nejmensi celé cislo, pro které plati: m > %
Dokazte, ze existuje tah (tj. lomend ¢ara, kterd miize sama sebe libovolné protinat) z m
obarvenych usecek, ve kterém jsou tyto vzestupné usporddany podle délky.



Reseni 2. série

1. iloha
V prostoru je dano 7 vrcholu krychle. K této mnoziné budeme postupné pridavat body tak, ze
kazdy novy bod vznikne jako obraz bodu z mnoziny ve stfedové soumérnosti podle jednoho

z bodi mnoziny. MiZeme timto zpuisobem po koneéné mnoha krocich ziskat i osmy vrchol
krychle?

Odpovéd zni ne. Stac¢i zavést systém soufadnic tak, Ze vrcholy krychle maji soufadnice
(¢,4,k), kde 4,7,k € {0,1}, pfiemz naS osmy vrchol lezi v poéatku, tj. v bodé (0,0,0).
Zobrazime-li bod (p1,p2,p3) podle bodu (z1,z2,23), bude mit obraz soufadnice (2z1 —
p1,222 — p2,223 — p3). Jsou-li tedy pi,p2,ps, 21, 22,23 celodiselné, zlstane pii pfechodu
z (p1,p2,p3) na obraz zachovana parita vSech soufadnic. Jelikoz zadny ze sedmi vrcholi
vychozi mnoziny nema vSechny tfi soufadnice sudé, nemizeme ani po kone¢né mnoha kro-
cich takovy bod dostat. Specialné neziskdme tedy ani osmy vrchol (0,0, 0).

Poznamky opravovatele: Az na par vyjimek zodpovédéli vsichni FeSitelé otazku ze zadani
spravné. Problém vsak byl ve zd@ivodnéni spravnosti této odpovédi. Reseni obsahujici pouze
odpovéd dostala nula bodti, stejné jako nékolik Fesiteld, ktefi tlohu §patné pochopili. Mnoho
fesiteld zdivodiiovalo svoji odpovéd pouze obrazkem (obdrzeli az tii body podle toho, jak
daleko byli od spravného feseni). Nékolik Fesitelt zalozilo svtij diikaz na matematické indukei.
Ti si za mnohdy neobratny a zdlouhavy postup vyslouzili —i. ReSeni vyuzivajici stejnou
myslenku jako autorské reseni byla vesmeés spravna a dostala 5 bodi.

2. dloha

Pro mnozinu M, kterd se skldda z kone¢né mnoha bodu roviny, plati: Pro kazdé dva body
z M existuje tfeti bod z M, ze tyto body tvori rovnostranny trojihelnik. Urcete nejvetsi
mozny pocet bodu takovéto mnoziny M.

c B’

A

Hledand maximalni mnozina M obsahuje ziejmé alespon
tfi body. Je tedy nepriazdna a koneCnd, procez mizeme vy-
brat dva body A, B tak, Ze vzdalenost |AB| je maximalni
vzdalenosti dvou bodt z M. K bodiim A, B existuje dle zadani
bod C, ze ABC je rovnostranny trojihelnik. Vsechny body M
lezi v tseku omezeném oblouky AB, BC a AC (neboli v pri-
niku kruZnic opsanych kolem A, B, C' s polomérem |AB]|).
Kdyby lezely vné, mame spor s maximalitou AB. Obsahuje-1i
M kromé bodu A, B, C jesté dalsi bod P, mizeme bez Gjmy na obecnosti Fici, ze lezi ve
srafovaném tseku ABZ. Otoceni o 60° kolem C pfevede tento isek na tisek BB’Z’. Piimka
BZ' je kolmé4 na AB a je tedy te¢nou ke kruZnici se stfedem A a polomérem AB. B je tedy
jediny bod, ktery lezi v priniku tseku BB’Z’ s tisekem omezenym oblouky AB, BC, AC.

A I



Dle zadéni vSak vime, Ze ke kazdym dvéma bodim (tedy i k C'P) musi existovat tfeti s nimz
tvori rovnostranny trojuhelnik. Takovyto tieti vrchol by musel lezet v BB’Z’ (nebo v tseku
ziskaném jako obraz tseku BB’Z’ v osové soumérnosti dle osy C'Z), coz by (jak jsme jiz
uvedli vySe) byl spor s maximalitou AB.

Poznamky opravovatele: Skoro vSetky riesenia, ktoré som ohodnotil 0407 boli chybné v tom,
ze sa mohlo stat, ze existuje takd mnozina o n bodoch, ale o n — 1 bodoch nie a o n — k
bodoch zase moze existovat. A tento pripad nikto neuvazoval.

Mnoho z vas napisalo, ze minimalny pocet bodov je tri, ale podmienka zo zadania plati
aj pre jeden bod.

3. aloha

V roviné je dano 3000 piimek tak, ze zadné 2 nejsou rovnobézné a zadné 3 neprochazeji jednim
bodem. Takto se ndm rovina rozpadne do mnoha utvart. Dokazte, ze timto zptisobem vznikne
minimalné 1000 trojuhelnikda.

Ke kazdé pfimce p muzeme najit jiné dvé primky g, r takové, Ze prusecik ptrimek g, r
(nazvéme ho A) mé od p nejmensi vzdalenost (tj. mensi nebo rovnou nez pruseéiky jinych
dvou pfimek). Oznaéme B a C body, v nichz pfimky ¢ a r protinaji p. Trojuhelnik ABC
jiz z4dna dalsi pfimka neprotind (dostali bychom spor s tim, Ze A mé nejmensi vzdalenost
od p). Pro kazdou z 3000 pfimek takto dostaneme jeden trojuhelnik, pfi¢emz do celkového
mnozstvi mizeme jeden trojuhelnik pocitat az tiikrat (s kazdou jeho stranou). Presto vSak
ziskdme minimalné 1000 trojuhelnika.

4. dloha

Mnozinu M bodu roviny nazveme tupou, tvoti-li kazda trojice bodd z M tupouhly trojihelnik.
Dokazte, ze plati: Ke kazdé tupé mnoziné M s kone¢né mnoha body existuje bod P z dané
roviny, ze P ¢ M a M U {P} je také tupa. Zjistéte, zda bude tvrzeni platné, nahradime-li
slovo kone¢ny slovem nekonecny.

Nejprve rozeberme koneény pripad. Pro kazdé dva body A, B muzeme vytvofit pés, ktery
je ohrani¢en primkami prochazejicimi A, resp. B a kolmymi na spojnici AB. Lezi-li bod
C mimo tento pas a mimo pfimku AB (ve skutecnosti také lezi-li uvnit¥ kruhu opsaného
nad usec¢kou AB), trojuhelnik ABC je tupotuhly. Tedy pro kazdé dva body existuje ,necely“
pas (plus pfimka), kam nemtzeme umistit tfeti bod, nebot bychom porusili tupost. Jelikoz
bodt mame konecné mnoho, mame koneéné mnoho i jejich dvojic a koneénym sjednocenim
yhecelych past (plus pfimky) nepokryjeme rovinu. Stéle nam tedy zbyde misto, kam miizeme
umistit dalsi bod, aniz bychom porusili tupost.

Tvrzeni pro nekone¢ny pripad neni pravdivé. Jako protiptiklad si staci pfedstavit pil-
kruznici nad néjakou tseckou AB, ze které odebereme krajni bod B. Rozmysli si prosim,
proc¢ jde o protiptiklad.

Pozndmky opravovatele: Prvni éast (pro M kone¢nou) jsem hodnotil tfemi body a druhou
¢ast dvéma body. Jeden bod jsem strhaval za chybéjici duikaz tvrzeni: ,kone¢né mnoho pastu



konecné sitky nemuze pokryt celou rovinu“. Dikaz nebyl uveden ve vzorovém feSeni, ale
tady je: jisté existuje primka p, kterd neni rovnobézna s zadnym pasem, kazdy péas na ni tedy
vytne tsecku koneéné délky a tyto tsecky jisté nepokryji celou pfimku (soucet jejich délek
je kone¢ny), proto na pfimce p najdeme bod P, jehoz existenci jsme chtéli dokazat.

5. aloha

Bud M mnozina n bodt v prostoru (n > 2). Spojnice téchto bodi (=tsecky) necht jsou rizné
dlouhé a r z nich je obarveno. Dale budiz m nejmensi celé ¢islo, pro které plati: m > %
Dokazte, ze existuje tah (tj. lomend Gara, kterd muZze sama sebe libovolné protinat) z m
obarvenych tsecek, ve kterém jsou tyto vzestupné usporadany podle délky.

Predstavime si obarvené tsecky jako sit r cesti¢ek a body jako lidi. Nejprve si mohou
vyménit mista lidé stojici na krajich nejkratsi cesticky, pak lidé stojici na krajich druhé
nejkratsi cesticky, ... , az nakonec lidé na krajich nejdelsi cesticky. Timto zptisobem projdou
kazdou cestickou pravé dva lidé, celkové se tedy procestuje 2r cesticek. Dle Dirichletova
principu! tedy musi né&jaky ¢lovék projit aspoti 27’ cesticek. Jelikoz se cesta kazdého Clovéka
sklada z na sebe navazujicich cesticek rostouci délky, je zarucena existence obarvené cesty
z minimalné m usecek rostouci délky.

Jiné feseni: Uvazujme pro kazdy bod P z M tahy, které zacinaji v P, skladaji se pouze
z obarvenych usecek a v nichz jsou tyto tsecky usporadany vzestupné dle délky. Pro kazdy
bod P ozna¢ime maximalni pocet tiseCek v takovémto tahu s(P). Pak sta¢i dokdzat platnost
této nerovnosti:

Z s(P)>2r

PeM

Pak totiz musi dle Dirichletova principu existovat takovy bod Py, pro né&jz plati s(Pp) > %T
tedy i s(P) > m.
Diikaz nerovnosti si zkus sdm (uzije se indukce podle r).

Poznamky opravovatele: Od této ulohy jsme obdrzeli pouze dvanéct feseni. Bohuzel zadny
z TeSitell nevyfesil tlohu dle nasich predstav, a tak jsem udélil pouze nula nebo jeden bod.
Nejcastéjsi chybou bylo Spatné pochopeni zadéni. V nékolika pripadech mi téz nebylo jasné,
jakou ma souvislost pfedkladané reseni s nasi tlohou. Nékteri fesitelé pouzivali rovnéz k feseni
nékteré ,zjevné“ geometrické skutecnosti. Ve vétsiné pfipadt se mi podafrilo nalézt protipti-
klad, ale i pfi té nejlepsi vife se mi nékteré myslenky nepodafilo pochopit (a to jsem nad
nékterymi (i na prvni pohled nelogickymi) vétami prosedél i hodiny). Kazdopadné jsem tato
feSeni jesté s jinymi opravovateli konzultoval. Pokud se i pfesto citi§ ukfivdén, klidné nam
své feSeni s trochu lepsim vysvétlenim posli zpét, ja se nebojim priznat chybu ...

IDirichlettv princip ika celkem pfirozenou véc: kdy# rozdélujeme n piedmétii do k pii-
hradek, je v alespon jedné pfihraddce alespon n/k predméti.



