6. série
Téma: Finalni my$(mas)

Datum odeslani: 18. KVETNA 1997

1. 0LOHA (5 BODU)
Najdéte vSechna « € (0, 27) takova, ze ¢isla V2 cosa a sin « jsou raciondlni.

2. ULOHA (5 BODU)
Hamizny general prohral sazku a byl nucen vyplatit né€kolika vojacktiim po k korunach. Nechtél
se ale penéz tak snadno vzdat, proto si vzal svych k korun, posadil se s vojacky (kazdy z nich
mél k korun od generéla) okolo kulatého stolu a hrali nasledujici hru. General ndhodné uréi dva
vojacky (vCetné sebe), ti si stiihnou a vitéz dostane korunu od souseda po levici a porazeny
da korunu sousedovi po levici (pokud ten, co mé platit, ma penize, jinak se nestane nic). Toto
opakuji, dokud to generala nepfestane bavit. General hru prerusil ve chvili, kdy mél pravé kn — 1
korun a vSichni vojacci se tvari, ze uz nemaji viibec nic. Poradite hamiznému generalovi, kdo méa
posledni korunu?

3. ULOHA (5 BODU)
a) Uvazujme ¢&islo A zapsané v dekadickém zépise ve tvaru

1348

A =7
Oznaéme symbolem A, jeho posledni trojcisli v r-adické soustavé. Vyjadrete v dekadické soustaveé
¢islo

B = max A,

2<r<7

(tj. B je maximum z Cisel Ay, pror € {2,3,...,7}).
(b) Uvazujme Ludolfovo ¢&islo 7 zapsané ve dvojkové soustavé a oznacme jeho i-tou &islici za
desetinnou ¢arkou symbolem a;. Rozhodnéte, zda existuji takova pfirozena cisla c, d, ze

A <c<d a (ac@ct1Gc42...a4—1a4)7 je ndsobkem déisla B,

kde A, B jsou ¢isla z bodu (a).

(c) Cislo A nam pFipomina, ze 7. dubna 1348 cisai ¥imsky! a kral desky Karel IV. zalozil prazskou
univerzitu, prvni vysokou skolu tohoto druhu ve stfedni Evropé; dnes je pojmenovana na jeho
pocest. Jaké vyroci oslavi Univerzita Karlova pristi rok?

4. ULOHA (5 BODU)
V roviné jsou kruznice k1, ..., k4, l tak, ze

(1) k; se dotykd I v bodé A; (i =1, 2, 3, 4), A; jsou po dvou rizné

(2) k1 se dotyka ko, ko se dotyka k3 a ks se dotykad kg4 (vSechny doteky jsou vnéjsi)

I PY¥esnéji, 7. dubna 1348 zalozil Karel IV. univerzitu z moci ¢eského krale (jiz 26. ledna 1347
k tomu dal svou listinou souhlas papez Kliment VI.) a 14. ledna 1349 potvrdil z moci fimského
krale vsechna jeji prava a svobody (tzv. eisenassky diplom). Cisaiské koruny dosahl Karel IV. az
pozdéji pri své fimské jizdé 5. dubna 1355.



Bod, ktery je na kruznici [ naproti A; ozna¢ime B, te¢nu k | v B nazvéme b. Pruseciky pfimky
ba A1 A; ozna¢me B; (i =2, 3, 4).

Kruznice k1, k4 a l jsou pevné, ko a k3 se méni (pfi zachovani vySe uvedenych pravidel).
Ukazte, ze pomér |B2 B3| /|B3Ba| nezéavisi na volbé ka a k3.

5. ULOHA (5 BODU)
Necht Fp =3, F1 =0, Fo =2 a Fy43 = Fp+1 + Fy,. Dokazte nebo vyvratte nasledujici tvrzeni:
»Necht p je prvocislo. Pak p déli Fp.“

6. ULOHA (5 BODU)
Maly certik dostal k VAnoctiim novy aero-hydroplan a nyni planuje vylet po realné ose. V kazdém
bodé této osy muze mit libovolnou nadmorskou vysku, pohybovat se vSak musi spojité. Z kolika
ruznych moznosti si muze vybrat?

Pro suchary: necht C zna¢i mnozinu spojitych funkci R — R, dokazte, ze C < R.

Reseni 8. série

1. tloha
Najdéte vSechna o € (0, 27) takova, ze Cisla V2cosa a sin « jsou racionalni.

Polozme = = v/2cosa a y = sin o. Potom

22

1 42 =1.
1) 5 T

Hledame tedy na elipse E o rovnici (1) v8echny body [z, y], jejichZ obé& soufadnice jsou racionalni.
Uvazujme nasledujici zobrazeni ¢ : R — E

44 A% -2
2 A= | —— =
(2) ©(A) A2 AT 2
Geometricky vyznam: bod na ose z o soufadnicich [A, 0] spojime s bodem elipsy [0, 1] pfimkou.
Tato pfimka protind elipsu E ve dvou bodech. Jednim z nich je zfejmé [0, 1], soufadnice druhého
jsou dény vzorcem (2). Ovéite vypoctem a uvédomte si, ze ¢ prosté zobrazi R na E \ {[0,1]}.
Inverzni zobrazeni je pak dano predpisem

x
1—

®3) A= N zy)) =

Z vzorcu (2) a (3) snadno plyne, ze

4A A2 -2

Aje racionalni < m a m

jsou racionélni

Vsechny body o racionalnich soufadnicich na E najdeme tak, Zze do vzorce (2) dosadime za A
vSechna racionalni ¢isla:

4pg  p? —2¢°

) s EZ, eN
p2 + 2q2 p2 + 2q2 p q



Uvédomte si, ze jsme takto nasli i vSechna celociselné feSeni rovnice
a? 4202 =¢2.

Jsou to trojice
[4pq,p® —2¢>,p> +2¢°], p€Z, geN.

Kone¢né hledané uhly « nalezneme uzitim cyklometrickych funkci (pozor na znaménka a kvad-
ranty!).

2. aloha

Hamizny general prohral sazku a byl nucen vyplatit nékolika vojackim po k korunach. Nechtél
se ale penéz tak snadno vzdat, proto si vzal svych k korun, posadil se s vojacky (kazdy z nich
mél k korun od generala) okolo kulatého stolu a hréli nasledujici hru. General ndhodné uréi dva
vojacky (véetné sebe), ti si stfihnou a vitéz dostane korunu od souseda po levici a poraZeny
déa korunu sousedovi po levici (pokud ten, co mé platit, méa penize, jinak se nestane nic). Toto
opakuji, dokud to generala nepiestane bavit. Generdl hru prerusil ve chvili, kdy mél pravé kn —1
korun a vSichni vojacci se tvari, ze uz nemaji viibec nic. Poradite hamiznému generalovi, kdo méa
posledni korunu?

Vojacky si oc¢islujeme ¢isly 1 az n — 1 po fadé tak, jak sedi kolem stolu, generdlovi dame ¢islo
0. Kazdé koruné pak piitadime éislo vojacka, ktery ji pravé vlastni. Cisla vSech korun secteme.
Zbytek tohoto ¢isla (ozna¢me ho ¢) po déleni n se béhem hry neméni. Kazdé kolo jedna koruna
zvysi své ¢islo o jednic¢ku a druhd jej o jednicku snizi, pfipadné jedna snizi (resp. zvysi) o jedna
a druhd snizi (resp. zvysi) on — 1.

Na za¢étku hry je & = k+2k+- -+ (n— 1)k = k™1 — n 2D Ny konci je ¢ rovno &slu
vojacka, ktery vlastni posledni korunu. Vidime, Ze pokud je n — 1 nebo k sudé, pak ¢ mod n =0
a posledni korunu by mél na konci hry general, coz neni mozné. Pokud jsou n — 1 i k liché déisla,
pak jisté ¢ mod n = % a posledni korunu tedy méa vojacek s ¢islem %

Posledni korunu mé vojacek sedici naproti generalovi a spravna odpovéd zni: ,,Ne, hamiznému
generalovi neporadime.“

Poznamky k doslym resenim:

Prisla celkem ¢tyfi feseni. Nikdo z téchto Ctyt Fesiteld spravné nepochopil zadéani, takze chyba
asi nebude na vasi strané. Formulaci ,, ... jinak se nestane nic* jsem myslel, Ze v tomto pfipadé
zadny z vojacku nic neposle.

3. aloha
a) Uvazujme ¢islo A zapsané v dekadickém zapise ve tvaru
]
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A =7
Oznaéme symbolem A, jeho posledni trojcisli v r-adické soustavé. Vyjadrete v dekadické soustaveé
¢islo

B = max A,

2<r<7

(tj. B je maximum z ¢isel Ay, pror € {2,3,...,7}).
(b) Uvazujme Ludolfovo ¢islo m zapsané ve dvojkové soustavé a oznalme jeho i-tou &islici za
desetinnou ¢arkou symbolem a;. Rozhodnéte, zda existuji takova ptirozena cisla c, d, ze



A <c<d a (ac@ct1Gc42...a4—1a4)7 je ndsobkem déisla B,

kde A, B jsou ¢isla z bodu (a).

(c) Cislo A nam pi¥ipomina, ze 7. dubna 1348 cisaf ¥imsky? a kral desky Karel IV. zalozil prazskou
univerzitu, prvni vysokou skolu tohoto druhu ve stfedni Evropé; dnes je pojmenovana na jeho
pocest. Jaké vyroci oslavi Univerzita Karlova pristi rok?

(a)

Lemma (Eulerova véta). Oznacéme pro m € N symbolem p(m) poéet prirozenych éisel men-
Sich neZ m a s m nesoudélnych. Necht a je nesoudélné s m, pak

a?™ =1 (mod m).
Diikaz: Je jednak v kazdé pfirucce o elementarni teorii ¢isel, a neni zas tak néaroc¢ny, aby ho

laskavy ¢tenal nemohl vymyslet jako cviceni.
Dale nepiilis tézkou kombinatorickou tvahou snadno nahlédneme, Ze pro m s prvociselnym

rozkladem m = p¥1pf? ... pl" l1ze Eulerovu funkci p(m) ziskat pomoci vztahu
1 1 1
e(m)=m(l-—)1-—)...(1-—).
p1 p2 Pn

Nyni se vratime k nasi tloze. Budeme-li A, vyjadfovat v dekadické soustavé, staci pouze
pocitat zbytek pii celoéiselném déleni ¢isla A &islem 3. K tomu vyuzijeme Eulerovu vétu a
znamych vlastnosti kongruenci.?

41348 41348

(A2): A=T =(-1) =1 (mod 8) = Az =1

(A3): Eulerova funkce? &isla 3% = 27 je 18. Vyuzitim ziejmé identity 27 = 2 (mod 18) mame
41348 _ 92696 _ 9557741 _ 956 — 98 — 4 (mod 18),

proto
A=7"" =74 2492 = (=52 =25 (mod27) =  As =25

(Aq): 43 = 64, a proto vyuzitim ziejmé® identity 78 = 1 (mod 64) mame
A=74"" o p8 —94 _ (mod64) = Ag=1.

2Pfesnéji, 7. dubna 1348 zalozil Karel IV. univerzitu z moci ¢eského krale (jiz 26. ledna 1347
k tomu dal svou listinou souhlas papez Kliment VI.) a 14. ledna 1349 potvrdil z moci ¥imského
krale vSechna jeji prava a svobody (tzv. eisenassky diplom). Cisaiské koruny dosahl Karel IV. az
pozdéji pfi své fimské jizdé 5. dubna 1355.

3Uvédomte si, Ze z binomické véty mame (m - p + ¢)" = ¢" (mod m), pro p, g, r, m € N,
m > 2.

47de i déle lze k rychlému vy¢isleni Eulerovy funkce vyuzit vyse uvedeny vztah.

5Ztejmé?! Nonono. Dejme tomu, %e neni t&7ké ji ovéfit, po jistém uvazovani i bez kalkulacky.
Podobné chapej toto slovo i dale. Poznamka svédomitého Roberta.



(As): Eulerova funkce ¢isla 53 = 125 je 100. Vyuzitim zfejmé identity 45 = —4 (mod 100)
mame
41848 _ 4224.64+4 — 4228 _ 4386

438 =48 = (—4)® =36 (mod 100),
proto
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A=T =736 =756 =246 =742 = 101 (mod 125) = Az = 101.

(Ag): Eulerova funkce ¢isla 63 = 216 je 72. Vyuzitim zfejmé identity 4° = 42 (mod 72) mame

41348 — 4269454»3 — 4269-2+3 — 4108»5+1 — 4108-2+1 — 443»5+2 — 443-2+2 — 417<5+3 —

= 417243 — 47542 Z 47242 — 43541 =47 = 4% = 40  (mod 72),

proto

A =747 =740 _ 7410 — 9510 — 492 — 95 (mod 216) =  Ag = 25.

_ 41348

(A7) : A=7 =0 (mod 7)3 = A7 =0

Proto” B=101.

(b)  Uvazujme (B + 1) ¢isel tvaru (arar+1...a4+B-164+B)7, kde k nabyva hodnot A, A +
1,...(A+ B). Mezi témito ¢isly existuji z Dirichletova principu dvé (rtzna), ktera davaji stejny

zbytek po déleni ¢islem B, necht to jsou &isla (acact1 ...aa+B-104+B)7, (@d+10d+2 - - aA+B—104+B)7)
kde ¢ < d. Jejich rozdil (ac@ces1 - .- ag—1a400...00)7 je délitelny B. Vzhledem k tomu, Ze B neni
délitelné sedmi, nalezli jsme takova c, d, ze plati podminky pozadované zadanim.

(c) 650
4. uloha
V roviné jsou kruznice k1, ..., ka4, l tak, ze

(1) k; se dotykd I v bodé A; (i =1, 2, 3, 4), A; jsou po dvou rizné
(2) k1 se dotyka ko, ko se dotyka k3 a ks se dotyka kg4 (vSechny doteky jsou vnéjsi)
Bod, ktery je na kruznici [ naproti A; ozna¢ime B, te¢nu k | v B nazvéme b. Pruseciky pfimky
ba A1 A; ozna¢me B; (i =2, 3, 4).
Kruznice k1, k4 a l jsou pevné, ka a k3 se méni (pfi zachovani vySe uvedenych pravidel).
Ukazte, ze pomér |B2 B3|/ |B3Ba| nezéavisi na volbé ks a k3.

SRychleji by nAm pomohla k cili téz identita 414 = 42 (mod 72), ale o té si myslim, ze jeji
nalezeni bez kalkulacky jiz neni tak jednoduché.

"Vzhledem k tomu, e As = 101, je pocitani Aa, A3z a A4 pro feSeni nasi tlohy naprosto
zbyteéné (tato éisla totiz mohou byt nejvyse 43 -1 = 63). Bylo uvedeno pro pouéeni ¢tenéfe.



Lemma. Necht k, | jsou kruznice o polomérech m, n; t je jejich spoleénd vnéjsi teéna; K, L
jsou prislusné dotykové body. Pak |KL| = 2y/mn.

Driikaz: zvladnete sami, nejslozitéjsi, ¢eho se pouzije, je Pythagorova véta.

Nyni k vlastni tloze. Doporucuji kreslit si pfi ¢teni obrazek. Provedeme kruhovou inverzi
se stfedem v A; a polomérem |A;B|, zinvertované utvary zna¢me Carkou. Zjevné I’ a kj jsou
rovnobézné piimky, b’ = [ (a tedy i I’ = b). Z posledniho vztahu a z toho, Z%e pro libovolny bod
X lezi X' na poloptimce —A1 X, je vidét, ze A = B; (i = 2, 3, 4). Tak#e (pro i = 2, 3, 4) bude
K. kruznice dotykajici se I’ v B;, pficemz k}, se dotyka obou z piimek U, kf; k% se dotyka kf a
k. Ozna¢me r; polomér k; Uzijeme dvakrat Lemma, a zjistime, ze

|B2Bs| _ 2yTars _ [r2
| B3 B4| 2./1374 T4

Ovsem k4 je pevna, tedy i k) a r4 jsou neménné. Kruznice k} se sice méni, jeji pramér je vsak
roven vzdalenosti pfimek I’ a ki, tedy i 72 je neménny. A jsme hotovi.

Poznamky k doslym tesenim: VSechna spravnd reseni vyuzivala kruhovou inverzi. Kromé vyse
uvedeného postupu nékteri fesitelé provedli inverzi podle bodu B, ¢imz si feSeni ponékud ztizili.

5. lloha
Necht Fp =3, F1 =0, Fo =2 a F4+3 = Fp+1 + Fy,. Dokazte nebo vyvratte nasledujici tvrzeni:
»Necht p je prvocislo. Pak p déli Fp.“

Hledejme feSeni rekurentni rovnice ve tvaru a, = A"™. Pak
AT _ Al _ A" =0 atedy X2 -Al-1=0

Kofeny této rovnice (ozna¢me je A1, A2 a A3) nejsou prilis hezké (ujasnéte si alespori, ze jsou to
t¥i rlizna redlna cisla), nicméné k vyfeSeni nasi tlohy je nepotiebujeme znat. Staci si uvédomit,
ze

(V) e1: =AM +A+A3=0, e2:=AA2+AA3+A2A3=—-1, e3=A1dA3=1

Obecné feseni rekurentni rovnice je tvaru AA} + BA} +CAY, z podminek ap = 3, a1 =0, a2 = 2
a ze vztahtl (V) nahlédneme, ze A = B = C = 1. Nyni uzijeme Waringovu formuli®

1 n n n n—oa— (0‘+B+7_ )
= (AT + A3 +)\3)=Z( 1) = WT!’Y!qegeg

pficemz se sCita pfes vSechny trojice nezapornych cisel o, B a v takovych, ze a + 28 + 3y = n.
Zvéazime-li, ze e; = 0, formule se zjednodusi

3

Jr
AP+ AS A =0 (1) By o) g?fy! Legey

a sCita se pres vSechny dvojice nezapornych ¢isel 8 a v takové, ze 23 + 3y = n. Odsud jiz snadno
odvodite pro prvociselna n kyzené tvrzeni.

8Viz napt. SMM svazek 52: Alois Kufner Symetrické funkce



6. tloha
Maly certik dostal k VAnoctim novy aero-hydroplan a nyni planuje vylet po realné ose. V kazdém
bodé této osy muze mit libovolnou nadmorskou vysku, pohybovat se vSak musi spojité. Z kolika
ruznych moznosti si muze vybrat?

Pro suchary: necht C zna¢i mnozinu spojitych funkci R — R, dokazte, ze C < R.

Reseni tlohy je zaloZeno na tom, #e zname-li hodnoty spojité funkce f : R — R v racionalnich
bodech (tj. znadme-li funkci g = f|Q, tzv. restrikci f na @), umime si zbyvajici body funkce f
doplnit pfedpisem

f(a) = lim g(a).
zeQ
Z toho, je vidét, ze oznacime-li C mnozinu vsech spojitych funkci f : R — R a Q mnozinu vSech
funkci g : Q — R, pak C < Q. Podotykam, Ze nerovnost R < C je dostatecné ziejma. K feSeni
tlohy nadm tedy staci dokdzat Q < R.

Jako lemmaéatko dokazme nésledujici vétu. Necht S zna¢i mnozinu vSech posloupnosti nul a
jednicek. Pak S =< R. Zakazeme-li ve dvojkovém desetinném zapisu c¢isla periodickou jednicku,
ma kazdé éislo z intervalu (0, 1) jednoznaény dvojkovy zépis, ktery lze chapat jako posloupnost
nul a jednicek, z toho® R < (0,1) < S. Vezmeme-li ale posloupnost z S jako trojkovy rozvoj &isla
z intervalu [0, 1], dostavame téz S < [0,1] X R, tedy S < R.

Protoze Q < N a R < S, md mnozina Q stejné prvka jako mnozina vsech posloupnosti prvka
S, to je totéz co posloupnost posloupnosti jedni¢ek a nul. Takovou posloupnost posloupnosti
lze chapat jako zobrazeni N x N — {0,1}. Protoze N < N x N, je téchto zobrazeni stejné jako
zobrazeni N — {0,1}. Tim tedy dostdvdme

RC<O=<{f|f:N=>S=<{f|f:N={0,1}} =S =<R.

Zavér: C < R.

Poznamka ke znaceni: symboly <, < jsem si vybral z jen estetickych davodi, nejedna se o
78dné standardni znaceni (vlastné nevim o nikom, kromé fesitelti PraSete, kdo by jej pouzival).
Napt. v Teorii mnozin od panti Balcara a Stépanka najdete < a ~.

Poznamka k feSitelim: mnozina vSech funkci f : R — R nema stejnou potenci jako mnozina
R x R. Mnozina R x R muze napiiklad reprezentovat mnozinu bodu v roviné. Realna funkce f je
ale podmnozina (s nékterymi pozadovanymi vlastnostmi) mnoziny R X R, mnozina vSech funkci
z R do R je tedy ¢éasti potenéni mnoziny R x R — takZe muze mit vétsi mohutnost, nez R x R.
Zkuste si rozmyslet, ze tomu tak skutecné je.

9To, 7e plati R < (0,1), je zdtvodnéno v Feseni piikladu 6.2



