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2. série
Téma: Ulohy o vojaécich

Datum odeslani: 28. RiINA 1996

1. 0LOHA (5 BODU)
V fadé stoji n vojacku. Trpélivy general hleda dobrovolniky pro nebezpec¢ny tkol. Vsichni vojacci
vystoupi z fady o jeden krok dopfedu. Po chvili si to néktefi rozmysli a kazdy druhy udéla krok
zpét. V zapéti kazdy tfeti zméni nazor (to znamend — kdo byl vepfedu, udéla krok vzad a
naopak). Pak zméni nazor kazdy étvrty, paty, Sesty, ..., n-ty'l. Ze kterych vojackt bude moci
nakonec general vybirat?

2. ULOHA (5 BODU)
Sileny general nechal nastoupit svoji jednotku ¢&itajici n = 1155 vojackt do fady. Pak velel:
,Kazdy prvy necht udéla krok vpred, kazdy druhy krok vzad, kazdy tfeti krok vpred, kazdy
&tvrty krok vzad, ..., kazdy (n — 1)-ty krok vzad a kazdy n-ty krok vpred“. Ktery z vojacku
bude po provedeni vsech téchto rozkazti nejdale vepredu?

3.ULOHA (5 BODU)
Zcela sileny generdl chce rozdélit svoji armadu o sile n muzi na t¥i ¢éasti (n je liché). Necha je
proto nastoupit do fady doprostied zdkopu, ktery je Siroky jen na dva kroky (to znamend —
vojacek muze ze zakladni pozice udélat pouze jeden krok vzad ¢i vpred, pak narazi na sténu
zdkopu). Pak generél veli stejné jako jeho kolega z druhé tlohy. Rozhodnéte, v které fadé bude
nejvice a v které nejméné vojacka?

4. ULOHA (5 BODU)
Sadisticky generdl hraje svou oblibenou hru s dezertéry. Neché si n dezertérii nastoupit do kruhu.
Zvoli pocatek a smér a pak kazdého druhého posle na muceni. Jen poslednimu zbylému dezertérovi
udéli milost. Ktery z dezertéri bude mit to $tésti? Urcete jeho poradi od pocatku v zavislosti na
n.

5. ULOHA (5 BODU)
N&as posledni general ma rad pouze dokonalé vojacky. Jejich dokonalost testuje touto metodou:
postavi svoji n-¢lennou jednotku do fady. Pak prvni udélad dva kroky vpred, druhy ctyfti, tfeti

Sest, ¢tvrty osm, ..., n-ty 2n krokt vpred. Poté vSichni provedou ¢elem vzad. Nyni kazdy -ty
udéla ¢ kroku vpred, pro i = 1, 2, 3, ..., n. Vojacek, ktery skonéi na svém puvodnim misté, je
dokonaly.

a) Kolik dokonalych vojicki se bude vyskytovat ve sto¢lenné jednotce? (n = 100)
b) Pokuste se popsat dokonalé vojacky pro libovolné n.

WARNING! Upozornujeme radéji pfedem vsechny fesitele, ze s ohledem na specificky cha-
rakter tloh v této sérii feSeni opirajici se pouze o pocitadovou simulaci nemaji (bez ohledu na
spravnost vysledku) Sanci dosahnout jiného hodnoceni nez 0 — 2i. Jedna se o seminaf matema-
ticky, nezajima nas rychlost ani pamétova kapacita tvého pocitace. Pokud Té nase podeziravost
urdzi a zminovany zpusob feSeni by Té ani ve snu nenapadl, tim lépe.

lkazdy n-ty znamend (zde i v dalsich tlohach) n-ty, 2n-ty, 3n-ty, ...
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Reseni 2. série
Vojacky si ve vSech ulohach ocislujeme 1, 2, ..., n. Dale ztotoznéme vojacka s Cislem jemu
pfifazenym (vojacek n je délitelny ¢islem k, pravé kdyz k déli n).

1. tloha

V radé stoji n vojacku. Trpélivy general hleda dobrovolniky pro nebezpecny ukol. Vsichni vojacci
vystoupi z fady o jeden krok dopfedu. Po chvili si to néktefi rozmysli a kazdy druhy udéla krok
zpét. V zapéti kazdy tfeti zméni nazor (to znamend — kdo byl vepfedu, udéla krok vzad a
naopak). Pak zméni nazor kazdy étvrty, paty, sesty, ..., n-ty2. Ze kterych vojackt bude moci
nakonec general vybirat?

Kazdy vojacek zméni nazor tolikrat, kolik mé délitelt (kazdy i-ty znamend vSechna déisla,
kterd jsou délitelna &islem 4), proto vpfedu ztstanou ti, ktefi maji lichy pocet délitela. Ale ke
kazdému déliteli k ¢isla m (takovému, Ze k < y/m) miZeme vzajemné jednoznac¢né prifadit ¢islo
1 (I > /m) takové, ze k -1 = m, tedy pocet délitel ¢isla m riznych od y/m bude sudy. Potom
pocet déliteltt bude lichy, pouze kdy% /m bude celé &islo.

General bude moci vybirat samoziejmé ze vsech vojacku, ale sami se mu nabidnou pouze
vojacci, jejichz cislo je druhou mocninou.

2. tlloha

Sileny general nechal nastoupit svoji jednotku ¢&itajici n = 1155 vojackt do fady. Pak velel:
»Kazdy prvy necht udéld krok vpred, kazdy druhy krok vzad, kazdy tfeti krok vpred, kazdy
&tvrty krok vzad, ..., kazdy (n — 1)-ty krok vzad a kazdy n-ty krok vpred“. Ktery z vojacku
bude po provedeni vSech téchto rozkazt nejdale vepredu?

Kazdy vojacek udéla tolik krokt, kolik ma déliteldi (jako v minulé dloze), a to za kazdého
lichého délitele to bude krok vpred a za kazdého sudého krok vzad. Zfejmé pokud je m sudé, pak
pro kazdého lichého délitele k ¢isla m najdeme I sudé (toto zobrazeni je prosté) tak, ze k-1 = m,
odtud plyne, ze sudi vojacci nebudou na konci vice vpredu nez na zacatku, zatimco lisi urcité
ano, protoze budou délat jen kroky vpied.

Cislo m = p{* - p3? ... ~p(;j mé (a1 +1)- (a2 +1) ... (a; + 1) délitela (v déliteli mize byt
kazdé prvocislo obsazeno v nulté az a;-té mocning). Dale jisté (a +1)(b+1) > a+ b+ 1, tedy
dvé rizna prvocisla obsazené v prvociselném rozkladu v mocninach a a b nam daji vice délitela
nez jedno prvocislo obsazené v mocniné a + b.

Cislo 1155 = 3-5-7- 11 ma tedy 2% = 16 délitelt. Vice déliteltt uz muzou mit uz pouze &isla,
ktera lze rozlozit na souéin vice nez ¢ty¥ (nikoli rtiznych, takové liché éislo by totiz muselo byt
vétsi nez 1155) prvodisel: 3-3-3-5-7 (také 16), 3-3-3-3-5 (jen 10) nebo 36 (7 délitelir). Cisla
32.52.7,35.5a 37 a tudiz ziejmé i viechna dalsi jsou vétsi nez 1155.

Vidime, ze nejdale vpfedu budou vojacci s ¢isly 1155 a 945.

3. aloha

Zcela sileny generdl chce rozdélit svoji armadu o sile n muzi na t¥i ¢éasti (n je liché). Necha je
proto nastoupit do fady doprostied zdkopu, ktery je Siroky jen na dva kroky (to znamend —
vojacek mize ze zakladni pozice udélat pouze jeden krok vzad ¢i vpred, pak narazi na sténu
zdkopu). Pak generél veli stejné jako jeho kolega z druhé tlohy. Rozhodnéte, v které fadé bude
nejvice a v které nejméné vojacka?

2kazdy n-ty znamend (zde i v dal$ich tlohéch) n-ty, 2n-t§, 3n-ty, ...



Za kazdého sudého délitele udéla vojacek krok vzad. Pokud je vojacek délitelny ¢tyfmi, udéla
posledni dva kroky vzad (2 nejvétsi délitelé ¢isla 4n jsou 2n a 4n) a skonéi tedy v zadni fadé.
Pokud je vojacek lichy, déla jen kroky vpfed (a to aspoii jeden) a skonéi tedy v predni fadé.

Stadi zjistit chovani zbylych vojacki, tedy vojacka typu 4k + 2. Ti budou mit stejné sudych
a lichych déliteld, to vsak jesté neznamend, ze skon¢i v prostfedni Fadé. Nejvetsi délitel cisla
4k + 2 je 4k + 2 (sudé ¢&islo) a druhy nejvétsi délitel je 2k + 1 (liché éislo). Pokud jim budou
predchéazet dva sudi délitelé (dva kroky vzad), skonéi vojacek jisté v posledni fadé. K tomu staci,
aby dva nejmensi (kromé dvojky) prvociselni délitelé p1, pa &isla 4k + 2 spliiovali podminku
p1 < p2 < 2p1, pak tieti a Etvrty nejvétsi délitel budou 4’%2 a 4’;—;2 (obé &isla jsou jisté suda).
Nejmensi dvojice prvodéisel s touto vlastnosti je 3 a 5, proto ¢islo 30 (2 -3 - 5) je nejmensi ¢islo
ve tvaru 4k + 2, které skonci v posledni fadé. VSechna cisla tvaru 4k + 2 mensi nez 30 skonci ve
druhé fadé, jak si miZeme snadno vyzkouset.

Zéavér: Nejvice vojackt bude vzdy v prvni fadé (vSichni lisi). Nejméné vojackda bude pro
n < 30, n = 4k 4+ 1 ve druhé a tieti fadé, pro n = 4k + 3 bude ve treti fadé o vojacka méné nez
ve druhé. Pro n > 30 bude nejméné vojacka ve druhé radé.

Poznamky k doslym Tesenim: Mnozi FeSitelé si mysleli, ze vepfedu budou ti vojacci, jejichz
poradové ¢islo mé vice lichych nez sudych déliteli, a vzadu ti, jejichz pofadové ¢islo ma vice
sudych nez lichych délitela. Tito resitelé si asi neuvédomili, Ze ne kazdému déliteli odpovida
né&jaky krok (Stoji-li vojacek napi. pred sténou zdkopu, nemlze uz udélat krok vpred, a tudiz
v piipadé lichého délitele ziistane stat.)

Chtél bych upozornit nékteré resitele, ze za Setfeni papirem zadné body neziskaji(ani imaginarni).
Reseni by se méla psat na format A4 a ne na prouzek papiru o sifce 5 cm.

4. dloha

Sadisticky general hraje svou oblibenou hru s dezertéry. Necha si n dezertért nastoupit do kruhu.
Zvoli pocatek a smér a pak kazdého druhého posle na muceni. Jen poslednimu zbylému dezertérovi
udéli milost. Ktery z dezertérti bude mit to stésti? Urcete jeho poradi od pocatku v zavislosti na
n.

Pokud je dezertérti n = 2% pak jako posledni zbyde vojacek 1. Cely proces vyFazovani vojacki
z kruhu si rozdélme na kola (jedno kolo znamena jednou dokola). Pokud je v i-tém kole v kruhu
sudy pocet vojackl, pak jisté prvniho v (¢ 4+ 1)-nim kole pfesko¢ime. Dale pokud do i-tého kola
postoupi 27 vojacki, pak do (i + 1)-niho kola postoupi 271 vojackt (pro j > 0). Odtud plyne,
ze prvniho budeme stéale preskakovat, az nakonec v kruhu zbyde sam, a tedy dostane milost.

Dale dokazeme matematickou indukci, e pokud je vojacka v kruhu 2% +m (m < Qk), pak
milost dostane vojacek s ¢islem 2m 4+ 1. Pro m = 0 jsme tvrzeni dokazali, staci provést indukeni
krok: Necht pro 2¥ + m vyslovené tvrzeni plati, pak chceme dokazat, Ze bude platit i po pFidani
dalsiho vojacka, tedy pro 25 +m + 1 (m + 1 < 2k).

Mgjme v kruhu 2% + m + 1 dezertérii, vojacka 2 posleme na muceni a mame kruh s 2% +m
dezertéry, zacCinajici ¢islem 3. Pak jako posledni musi jisté zbyt vojacek s Cislem o dvé vétSim,
nez pro kruh s 28 4+ m dezertéry zacéinajici ¢islem 1. Pokud pro m byl vysledek 2m + 1, pak pro
m+ 1 to bude 2m + 1+ 2 = 2(m + 1) + 1, coz jsme chtéli dokdzat.

Tim je diikaz téméF hotov, staéi ovérit, ze &islo, které dostaneme, neni rovno 2% +m+2, na jeho
misté v kruhu je totiz jedni¢ka. Pokud m+1 < 2¢, pak 2(m+1)+1 = m+1+m+2 < 2F +m+2.
(Je vidét, #e pro m + 1 = 2% by milost dostalo ¢islo 2 - 25 + 1 = 25 4+ m 4 2, které zde nahrazuje
jednicka, a tedy pro 28 + m + 1 = 2k+1 yojackt dostane milost vojacek 1.)



Zévér: Pokud je v kruhu 2% +m dezertérii (m < 2*), pak milost dostane (2m + 1)-ni vojacek
od pocatku.

5. illoha
Nas posledni general ma rad pouze dokonalé vojacky. Jejich dokonalost testuje touto metodou:
postavi svoji n-Clennou jednotku do fady. Pak prvni udéld dva kroky vpfed, druhy ¢tyfti, tfeti

Sest, Ctvrty osm, ..., n-ty 2n krokt vpred. Poté vSichni provedou ¢elem vzad. Nyni kazdy -ty
udéla ¢ kroku vpred, pro i = 1, 2, 3, ..., n. Vojacek, ktery skonéi na svém puvodnim misté, je
dokonaly.

a) Kolik dokonalych vojicki se bude vyskytovat ve stoc¢lenné jednotce? (n = 100)
b) Pokuste se popsat dokonalé vojacky pro libovolné n.

Oznac¢me pocet zpatecnich krokt vojacka s ¢islem k. Pokud je vojacek délitelny cislem ¢, pak
udélé ¢ krokt zpét (proi =1,2,...,n), to znamena, ze o(k) je rovno sou¢tu vsech délitelu &isla k.
Vojacek s ¢islem k skon¢i na svém pivodnim misté, pravé kdyz o(k) = 2k.

Cisla spliiujici tuto podminku se nazyvaji dokonala. Budeme tedy hledat dokonala ¢isla do
sta. Jeden zpusob, jak to udélat, je prozkoumat délitele vSech cisel. Druhy zptsob je vyrazovat

Zékladni véta aritmetiky (ZVA) nam iika, ze kazdé pfirozené &islo n > 1 lze zapsat jedinym
zpusobem ve tvaru

_ 01,02 ay
N =p; Py~ - Pg >
kde p1 < p2 < --- < pg jsou prvodisla a ai,az,...ar € N. (Tato véta je rovnéz vyuzita v Feseni
druhé tulohy.)
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Rozmyslete si, ze po roznasobeni zévorek ve vzorci (O) dostaneme soucet viech délitelu &isla n.
Jednoduchou upravou tohoto vzorce dostaneme ().

V1. Jestlize n > 1 je liché dokonalé ¢islo, pak musi byt tvaru n = p**+t1. N2, kde p je prvocislo
tvaru 4s+1 (s > 1), k je celé nezdporné a N je prirozené ¢&islo, které neni délitelné prvocislem
p.

Diikaz: Necht n = p{ips?...pi* (dle ZVA), pak aby n bylo dokonalé, musi platit o(n) = 2n.
Na pravé strané mame sudé &islo, které vSak neni délitelné ¢tyfmi (n je liché), totéz musi platit
pro o(n). Proto ve vzorci (¥) musi byt pravé jedna zavorka (i-td) délitelnd dvéma = a; je liché
(vSechny s¢itance jsou liché, musi jich tedy byt sudy poéet). Vyrazy v ostatnich zavorkdch musi
byt sudé, proto zbyld prvocisla v jsou rozkladu éisla n dle ZVA obsazena v sudych mocninach
(Vj # i : ajsudé) a jejich soucin je tudiz druhou mocninou pfirozeného Cisla (IV), které neni
délitelné prvocislem p;.

Stac¢i dokdzat, Ze p; je tvaru 4s 4+ 1 (jinak by bylo tvaru 4s — 1, a pak by i-t4 zavorka byla
délitelnd ¢tyfmi) a Ze a; je tvaru 4k—+1: zfejmé 1+p; +- - ‘er?"' = (pi+1)(1+pl2 +p?+~ . ~+p?i71),
kde p; +1 je sudé, tedy druhé zavorka musi byt lichd = pocet s¢itanci v ni je lichy = a; = 4k+1.
Tim je dikaz hotov.



V2. Sudé prirozené &islo n je dokonalé pravé tehdy, kdy md tvar n = 2571(2% — 1), kde s € N
a 2% — 1 je prvocislo.

Diikaz: Pokud je n v uvedeném tvaru, pak sta¢i dosadit do vzorce (9). Nyni se budeme zabyvat
obracenou implikaci: pfedpoklddejme, Ze n je sudé dokonalé ¢islo. Jisté o(n) = 2n je éislo sudé,
n =2%.L, kde L = p{tp3? ...pZ’“, k>1,a=s—12>1. Pak ze vzorce ({) pro o(n) a (L)

plyne
|

o(n) = —5———o(L) = (2 ~ )o(L) =2n = 2°L.

Z rovnosti
(1) (2° =1)o(L) =2°L

plyne 2%|0(L), tedy existuje ¢ takové, ze o (L) = 2%q. Po dosazeni do (1) za o(L) dostavame:

(2) (2°-1)g=1L,
(3) 2°¢q=L+q,
(4) o(L) =L +q.

Protoze s > 2, plyne z (3) L # ¢, Jisté L|L a q|L, proto ze (4) plyne, ze L nema4 jiné délitele nez L
aq, proto ¢ = 1 a L (ze (2) plyne L = 2% —1) je prvoéislo. Tim jsme dokézali, ze n = 2571(2% —1),
kde 2% — 1 je prvocislo, coz jsme chtéli.

Z veéty V2 plyne, ze nejmensi sudd dokonald ¢isla jsou 2-3 =6, 4-7 = 28 a 16 - 31 = 496.
Z véty V1 plyne, ze licha dokonald &isla (pokud vitbec existuji®) musi byt tvaru 12k + 1 nebo
36k + 9. Prvocisla (kromé 2 a 3) jsou tvaru 6k & 1, tedy N? je jisté tvaru 61 + 1 (pokud neni
délitelné tiemi) a p je tvaru 4k + 1, pak jisté pN?2 je tvaru 12m + 1. Pokud 3|N?, pak i 9|N?2
a pN? = 36m + 9. Dale je zfejmé, 7e prvodisla nejsou dokonala (nebot o(p) = p + 1 < 2p).

Staci vyzkouset ¢isla?: 13 (p), 25 (N2), 37 (p), 49 (N2), 61 (p), 73 (p), 85 (5-17), 97 (p), 45
(5-32), 81 (N?2). Je vidét, Ze jediné 45 by mohlo byt dokonalé (je ve tvaru pozadovaném vétou
V1), ale souc¢tem délitelu zjistime, Ze neni.

Zavér: Dokonala ¢isla mensi nebo rovna 100 jsou pouze 6 a 28.

Pozndmky k doslym tesenim: a) Ti z vés, ktefi dostali 0 bodt, si §patné precetli zadani. Podi-
vejte se, co bylo mysleno jako ,kazdy n-ty“!

b) Vysvétleni pro ty, ktefi dostali 2 az 5 bodt: Pijit na to, Ze dokonali vojacéci jsou pravé ti,
jejichz potadové ¢islo je ¢islo dokonalé, nebyl pro toho, kdo zné definici dokonalych &isel, zadny
problém. Takové zjisténi nebylo vrcholem tulohy, proto ti, ktefi se jiz dale nesnazili, neobdrzeli vice
nez 2 body. (Naopak, kdo definici dokonalych ¢isel neznd, nebyl nijak postihovan; neni ucelem
seminére, abyste jen prohlédavali knihy a zjistovali, jak se Gemu Fika.) Pfinejmensim jste se méli
snazit néjak vyjadrit obecné dokonalé &islo (alespor u sudych to lze, a i u lichych se d& na néco
prijit) a hlavné sva tvrzeni dokazat. Zde byl pravé kamen urazu: vétsina z vas totiz nasla jakasi
tvrzeni v jakychsi knihach a slepé jim véfila. Najdete-li nékde néco a opisete to, musite to také
dokazat a nebo alesporl napsat, ze dikaz je tam a tam a nechce se vdm ho opisovat (i mé to

3Zatim neni 74dné znamo, ani neni dokdzéano, ze takové neexistuje.
4Symbolem p znaéime prvoéislo, N znaéi pfirozené ¢islo.



ptripada trochu zbytecné, takze takova feseni jsem uznéval, ale museli jste projevit alespon to, ze
si uvédomujete, ze diikaz by do FeSeni patfil, a zminit se o ném). Plny pocet bodu tedy dostali
jen ti, ktefi nejen pfisli na obecny vztah pro sudd dokonalé cisla, pfipadné i na néco pro licha,
ale ktefi se ho snazili také dokazat, nebo uvedli pfesné, kde lze diikaz najit. Kdo uvedl vztah,
nedokazal jej a ani se nezminil o tom, kde se dikaz naléza, dostal zhruba 3 body. Mnoho z vas
pak také dokézalo jen jednu implikaci (tedy Ze jste nasli suda dokonald éisla, ale ne Ze jind suda
neexistuji, to jest tu leh&i), ti pak dostali zhruba 4 body (nebo 3 nebo dokonce 5, podle toho,
jak se snazili pro licha ¢isla).

c) Stale v&tsi Gast z vas posild sva FeSeni na listech nestandardnich forméta. Kazdou ulohu
mate psat na zvlastni list formatu A4! Pokud poslete papir jiného formatu (zpravidla mensiho),
pak kromé toho, ze znepfijemnite zivot opravovatelim, také riskujete, ze pii tfidéni vase feseni
vypadne a mnohem snadnéji se ztrati.



