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[{omplexni ¢isla

N HONOTING vieeh dvojic realngeh Ssel zavedemne s¢itani a ndsobeni timto predpisern:
Na Sl : CIn:

(21, 22] + (w1, wa] = [21 + w1, 22 + w3

(21, 22] - [w1,w2] = [21w1 — 22wa, 21w3 + 22w

(stiténi je po slozkach, nésob?nf V\fypadé na ’prvzzf pohled troch.u divng). KaZdou dvojici
2= (21, 73] nazveme komple:c?zr’n C’fSlEﬂ-l, prvni slozku Re 2z = z}‘ jeho redlnou &4stf, druhou
Im z := 22 jeho imagindrni édsti. Cl’slo Z:= [21.,’—?] se nazgva ¢islem komplezné sdruenym
K z. Snadno ovéfime, Ze s¢itani a nasobeni maji vechny bé&Zné vlastnosti s¢itani a ndsobeni

O{eélnjrch tisel a Ze vztahy

S 21, z2] + (w1, w2] = [21 + w1, 22 + wo]
[21)22] e 2129 + WiWy 2W] — 21W3
[wi, ws] witw? | w4wl

definuji odZitani a dsleni s rozumnymi vlastnostmi. Déle snadno ovéfime, Ze ztotoZnime-li

[2,0] s relnym &islem x, jsou nové definované operace rozsifenim ptvodnich, definovanych

na R. Ozna&ime-li komplexni Cislo [0, 1] symbolem i (nazyva se imagindrni jednotka), miZeme

psat (jak je take zvykem) misto [z,y] pohodIn&ji z+iy. VSimnéte si, Ze plat{ i? = —1. Mnofina

ch komplexnich &isel se obvykle znativa C.

Geometricky miZeme znazornit komplexni &fslo z +iy jako bod o (kartézskych) soufadni-
cich [z, y] v roviné. V rovind ale také miZeme zavést polarni soufadnice. KaZdé komplexni &islo
Ize tedy psét ve tvaru z = 7 (cosp +isingp), kde r a ¢ jsou vhodna redlnd &sla. Pfiddme-li
podminky r > 0a ¢ € [0,2), bude pro z # 0 toto vyjadfeni dokonce jednozna&né (rozmys-
lete si detaily). Cislo r = Vz2 + y? se nazyva absolutni hodnota (modul) &sla z, &slo ¢ pak
argument. Cislo s absolutni hodnotou rovnou jedné (tedy &islo tvaru cos ¢ +ising) se nazyva
komplezni jednotkou. « v

Ka#dé zobrazeni f : C — C tak mZeme chapat jako zobrazeni roviny do sebe. Rozmyslete

si, Ze pii¢teni komplexni konstanty odpovida posunuti, ndsobeni kladnou realnou konstantou
stejnolehlosti se stfedem 0, nasobeni komplexni jednotkou cos ¢ + isin ¢ otoceni okolo nuly
o tihel & a konetné f(z) = 7 je osova symetrie podle redlné osy. Rozmyslete si, jak se popise
ototeni okolo obecného stfedu nebo osova symetrie podle obecné osy.

'\J’- Méme-li nésobeni, miiZeme pfirozenym zplsobem definovat i mocniny s pfirozenym ex-
ponentem. PouZitim goniometrickych vzoreckd a matematické indukce se ukéZe, Ze

vie

[r1 (cos 1 +ising1)] - [ra (cos gy +isinpa)] = r173 (cos (1 + p2) +isin (p1 + ¢2))
[r (cos ¢ +ising)]™ = r" (cos(nyp) + isin(nep))

(Moivréova véta). Odtud snadno nahlédneme, Ze definujeme-li exponenciélni funkei pfedpi-
sem

(*) Y .= ¢® (cosy +isiny),
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bude rozifenim cxponencidly v realném oborn a zachova si jeji nejpodstatnéjsi vlastnosti.
tedy hlavnd et +v = e%et 7 definice (*) snadno odvodime. Ze pro realné &slo . plati

(**) cosT = -ﬁ- (eiT i e-i?) ’ sing = _2_1; (elr _ e—m) ’

Rovnostmi (**) mfiZeme definovat funkce sinus a kosinus i pro komplexn{ z. Ovéfte si, Ze pak
bude platit i vztah (*) pro libovolna komplexni z, y.

Specidlnim druhem funkci jsou polynomy. Polynomem s komplexnimi koeficienty budeme
rozumét funkci tvaru P(z) = apz™ +--- + ag, kde a; € C, an #0. Cislo n budeme nazyvat
stupném polynomu P. 7 technickych dfivodt se ukazuje, Ze je praktické mezi polynomy
poditat i identicky nulovou funkci. Jeji stupeh se nékdy definuje jako —1, nékdy jako —oo,
obcas se ik, Ze neni definovan. e

Derwaci polynomu P(z) = an2™ + - + ag nazveme polynom P'(z) = nanz""! + (n —
an-12""2 + .. 4 ay. Snadno ovéfime zdkladni vlastnosti: (P£Q) =P £, (PQ) =
P'Q+ PQ'.

Cislo & € C nazveme r-nasobnym kofenem (r > 1 celé) polynomu P, jestliZe existuje po-
lynom @Q takovy, ze P(z) = Q(z)(z — a)", Q(z) # 0. Jednou z nejvétsich vyhod komplexnich
Cisel oproti redlnym se zabyva fundamentdlni véta algebry:

Vé&ta Bud P : C — C polynom s komplexnimi koeficienty, jeho? stupeii je aspofi jedna
(neni to konstanta). Pak existuje komplexni &slo z takové, e P(z) = 0.

Podotykam, Ze to je opravdu velmi hlubokéa véta. V oboru realnych &isel obdobné tvrzeni
pochopitelné neplati, protipfikladem je tfeba polynom P(z) = z? + 1 (mimochodem, jaky
ma komplexni kofen?).

Za pomoci této véty uz se snadnym postupem (pro zajemce viz. tfeba V. Jarnik, Integralni
pocet L, kap.IV., §1) ukaZe, Ze

(i) existuji &isla avq, ..., an tak, Ze P(z) = an (2 —a1)...(2 — ay);
(ii) &sla a; jsou (aZ na pofadi) uréena jednoznaing, jsou to kofeny P a kaZdy se vysky-
tuje tolikrat, kolik Cini jeho nésobnost.
Tomuto zapisu se obvykle fika rozklad polynomu na kofenové &initele. Nékdy se pise také ve
tvaru P(z) = an (z —01)™ ... (2 — am)™, kde o jsou (riizné) kofeny, m jejich pocet a T
prislusné nasobnosti. Ziejmé pak plati @1 + -+ - + an, = n.
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