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I{oIT1plexni cisla. 
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[z1,z2J + [w1,w2J = [z1 +w1,z2 + w2] 

[z1, z2] · [w1, w2] = [z1 w1 - z2w2, z1 w2 + z2wt] 

( 
"'t'nf je po slozkach, nasobeni vypada na prvnf pohled trochu divne). Kazdou dvojici 

sci a l , "' l , I "k R • h i, " , , _ [ z
2

] nazveme komp exmm cis em, prvm s oz u e z := Zt Je o re<ilnou cast1 druhou 
z - zt, ' 
l z :== Z2 jeho imaginarni casti. Cislo Z := [zt, -z2] se nazyva cislem komplexne sdruienym :Z. Snadno overime, ze scitani a nasobeni maji vsechny bezne vlastnosti scitani a nasobeni 

.ealnych cfsel a ze vztahy 

[z1, z2] + [w1,w2] = [zt + Wt, z2 + w2] 

[zt, z2] = [ztz2 + Wt w2 z2wt - Zt w2 l 
[ l 2 2' 2 2 wt,w2 wt +w2 wt +w2 

definuji odcitani a deleni s rozumnymi vlastnostmi. Dale snadno overime, ze ztotoznime-li 
(x, o] s realnym cislem x, jsou nove definovane operace rozsirenfm puvodnich, definovanych 
na JR. Oznacime-li komplexnf cislo (0, l] symbolem i (nazyva. se imaginami jednotka), muzeme 
psat (jak je take zvykem) misto [x, y] pohodlneji x+iy. Vsimnete si, ze platf i2 = -1. Mnozina 
vsech komplexnich cfsel se obvykle znaciva C. • • 

Geometricky muzeme znazornit komplexni cislo x + iy jako bod o (kartezskych) souradni
dch [x, y] v rovine. V rovine ale take muzeme zavest polarnf souradnice. Kazde komplexnf cislo 
lze tedy psat ve tvaru z = r ( cos cp + i sin cp ), kde_ r a cp jsou vhodna. rea.lna cisla. Prida.me-li 
podminky r > 0 a cp E (0, 21r), bude pro z -::p 0 toto vyja.dreni dokonce jednoznacne (rozmys
lete si detaily ). Cislo r = J x 2 + y 2 se nazyva absolutni hodnota ( modul) cisla z, cislo cp pak 
argument. Cfslo s absolu~nf hodnotou rovnou jedne ( tedy cislo tvaru cos cp + i sin cp) se nazyva. 
komplexni jednotkou. -

- Kazde zobrazenf f : C --t C tak muzeme cha.pat jako zobrazeni roviny do sebe. Rozmyslete 
si, ze pricteni komplexnf konstanty odpovfda posunuti, nas~beni kladnou rea.lnou konstantou 
stejnolehlosti se stredem 0, nasobeni komplexni jednotkou cos cp + i sin cp otoceni okolo nuly 
o uhel a a konecne f(z) = z je osova symetrie podle realne osy. Rozmyslete si, jak se popise 
otoceni okolo obecneho stfedu nebo osova symetrie podle obecne osy. 

• Mame-Ii nasobeni, muzeme prirozenym zpusobem definovat i mocniny s prirozenym ex
ponentem. Pouzitim goniometrickych vzorecku a matematicke indukce se ukaze, ze 

[r1 ( cos 'Pl + i sin C()t)] • [r2 ( cos cp2 + i sin <p2)] = Tt r2 ( cos ( !pt + cp2) + i sin ( C()t + <p2)) 

[r ( cos cp + i sin cp)] n = r n ( cos( ncp) + i sin( ncp)) 

(Moivreova veta). Odtud snadno nahledneme, ze definujeme-li exponencialni funkci predpi
sem 

(*) e:i:+iy := e:i: (cosy+ i sin y), 
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bude rozsfrenfm cxponencialy v realnem obor11 a zachova si jejf nejpodstatnejsf vlastnosti. 
tc•d~r hl;\vne pJ·+y = f>:r~y. z rlefinice (*) snadno odvodfrnc. ze pro realm~ rfslo ,,. platf 

(**) cosx = ½ ( ei:r + e-i:r), • 1 ( i:r - ix) smx = 2i e - e , 

Rovnostmi (**) muzeme definovat funkce sinus a kosinus i pro komplexnf x. Overte si, ze pak 
bude platit i vztah (*) pro libovolna komplexnf x, y. 

Specialnim druhem funkci jsou polynomy. Polynomem s komplexnimi koeficienty budeme 
rozumet funkci tvaru P(z) = anzn + ... + ao, kde aj E IC, an -f:. 0. Cislo n budeme nazyvat 
stupnem polynomu P. Z technickych duvodu se ukazuje, ze je prakticke mezi polynomy 
pocftat i identicky nulovou funkci. Jeji stupen se nekdy definuje jako -1, nekdy jako -ooa:\ 
obcas se rfka, ze nenf definovan. • I 

Derivad polynomu P(z) = anzn + • .. + ao nazveme polynom P'(z) = nanzn-l + (n -
l)an-1 zn- 2 + · · · + a1. Snadno oveffme zakladni vlastnosti: (P ± Q)' = P' ± Q', (PQ)' = 
P'Q + PQ'. 

Cislo a E IC nazveme r-nasobnym kofonem (r ~ 1 cele) polynomu P, jestlize existuje po
lynom Q takovy, ze P(z) = Q(z) (z - ar, Q(z)-::/= O. Jednou z nejvetsfch vyhod komplexnfch 
cisel oproti realnym se zabyva fundamentalni veta algebry: 

Veta Bud' P : IC ---+ C polynom s komplexnimi koeflcienty, jehoz stupeii je aspoii jedna 
(neni to konstanta). Pak existuje komplexni cislo z takove, ze P(z) = 0. 

Podotykam, ze to je opravdu velmi hluboka veta. V oboru realnych cisel obdobne tvrzeni 
pochopitelne neplati, protipfik.ladem je treba polynom P(x) = x2 + l (mimochodem, jaky 
ma komplexni koren?). 

Za pomoci teto vety uz se snadnym postupem (pro zajemce viz. tfoba V. Jarnik, Integralni 
pocet I., kap. IV., §1) ukaze, ze 

(i) existuji cisla a1, ... , an tak, ze P(z) = an (z - ai) ... (z - an); 
(ii) cisla ai jsou (az na poradi) urcena jednoznacne, jsou to koreny Pa kazdy se vysky-

tuje tolikrat, kolik cini jeho nasobnost. 

Tomuto zapisu se obvykle rika rozklad polynomu na korenove cinitele. Nekdy se pise take ve 
tvaru P(z) = an (z - a1 r1 ... (z - amrm, kde aj jsou (ruzne) koreny, m jejich pocet a ri 
pffslusne nasobnosti. Zrejme pak plati a1 + · · · + am. = n. 
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