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Zvolime-li vhodn& soufadnice v roving, budou vrcholy naSeho n-Ghelnika pravs koge,
rovnice z" = 1 (to je snadny diisledek Moivréovy véty). Vybereme-li nyni n&jakych k; jeho
vrchold, které jsou vrcholy pravidelného k;-tihelnika, bude mit tento k;-uhelnik st¥ed v bods
a bude vepsan do jednotkové kruZnice. Jeho vrcholy pak budou pravé kofeny rovnice z*j — €5,
kde [¢j| = 1. Bez jmy obecnosti méZeme pfedpokladat, Ze k1 < k2 < --- < k,, kde 4 e

s , o e +
podet barev. Polynom [] (zk:' — ¢;) (stupn& n) ma tedy stejnych n kofend jako z" — 1, oba
j=1 2 . 3
jsou to polynomy stupnd n s vedoucim koeficientem 1. Podle tvrzeni v pfipravném texty je
tedy

- (zkj—e-)zzn—-l
Mg A

a musi se rovnat i koeficienty u vSech mocnin. Roznésobime-li levou stranu, dostaneme abso-
lutni &len (~1)%¢; ... &, jinak vidy dostaneme aspofi z*1; pfedpoklidejme, Ze k1 < k. Potom
dostaneme nalevo z*! pouze pokud vezmeme z prvni zdvorky z¥1 a 7 ostatnich —£;; pHi jiné
volb¥ toti¥ dostaneme aspoft z¥2. Koeficient u 21 na levé stran je tedy (—1)*~le,.. ¢,
jeho absolutni hodnota je 1. Napravo vSak pokud n # k1 (tedy s > 1) dostaneme u této
mocniny nulu. Tedy k; = k5.

Komentare k 8. sérii

-
1.tloha Dokaite, Ze &islo 777777777777 +1 m4 alespot k ritznjch prvoiselnych déliteld.

Cislo k tentokrat neni chybou v zadéni, zvolte si ho podle svjch schopnosti. Cim vt bude,
tim vice bodl muZete dostat.

UkaZi zde jednoduchy postup pro k = 777 + 1.
Ozna¥me ¢ = 777777777777 41, déle pro ka¥dé Kladné celé i polo¥me

el .
G=TTrT T 6= - (- — G+

Pro kazdé i € Ng plati zfejmé identity @
(1) | Gi+1+1=0;- (¢ +1),
(2) 0 — (¢} —2¢H +3¢ 47 +5¢—6)- (G +1) =7

Ze vztahu (2) plyne: pokud pro n&jaké prvo&islo p plati p | 6; a p | (¢ +1), pak p | 7, tj.

p=T7. Av8ak 7 neni délitelem &isla (¢; +1), tedy jsou &isla (¢; + 1) a 6; nesoudélnd. VyuZitim
vztahu (1) a zfejmé skuteCnosti £ = (x_; + 1 mame

é = ok_lek_'z e -920190(03 5 1)‘

To je v8ak rozklad &isla £ na k po dvou nesoudélnych Ciniteld, které jsou zfejmé vétsi nez 1.
Tedy ¢ mad aspoti k prvociselnych dé&liteld, co# jsme chtéli.
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woha ame danu kruZnici k se stfedem S a jeji te¢nu, pfimku p. Nyni na pfimee )
9, 1lo 4X (X ¢ k), na tefné ¢ kruZnice k prochazejici bodem X (g # p) body M, N, na
ce p body K> I aby byly splnény nésledujici podminky: ' N,
fim

(a) |XKI|> |XL|, |XM| > |XN|;

(b) bod § nélezi tsetce KM;

c) pfimka LN je tetnou kruZnice k;

(d) [«LNM|+ |«MKL| = |<NLK|+|<KMN|.

Must pak platit |KM| = |KL| .3 |MN|?
Oznatme body dotyku kruZnice k s pfimkami p, ¢ po fadé U, V. Bod dotyku pfimky
{ k oznadme W. Ze symetrie zfejmé plati [VN| = [WN|, |WL| = |UL|. Body

- N s kruZnic
65, v a W jsou dotykové body tefen ke kruZnici k. Proto SV.LMN, SULKL, SW1LN.

/ podminky d) Plyne
|<LNM|+ |[A{MKL| =7 = |<NLK|+|<KMN]|.

Oznatime-li nyni @ = |[<NS V| a B = |<LSU| dostavame z podobnosti trojihelnikd a =
|<1NSW|, B = |[aLSW|. Az podminky d) pak mame |[<MKL| = 2a, |[<KMN| = 2.

Oznad&ime-li polomé&r kruZnice k pismenem r, dostaneme z pravothlych trojahelnika:

r r
KS| =< MS| =
K] sin 2a I | sin 23
3 T
|KU| = |MV| =
cotg 2a cotg 28
INV|= — ILU| = —
- tg o - tgﬁ'
Vyuzitim zfejmé’ identity
tg o + cotg 2 = — ,
sin 2a

pak mame [NV|+ |KU| = |K8|, analogicky (zdmé&nou « za B) dostdvame |LU| + |[MV| =
|MS]|. Se¢tenim poslednich dvou rovnic mame |KU|+ |[UL|+ |MV|+ |VN| = |KS| + |SM]|,
/~~ cof ndm dévé |KL| + [MN| = |[KM|. Tedy za uvedenjch pfedpokladi musi vidy platit
& kM| =|KL| + |KM|.

3.iloha (a) Necht r je pfirozené &islo. Najd&te viechna n (v zavislosti na r) takova, Ze
1. je délitelem &isla fy,.; f; je i-ty &len Fibonacciho posloupnosti.

(b) DokaZte, Ze Z4dné Fibonacciho Cislo neni délitelné sedmnacti.

(c) DokaZte, Ze Fibonacciho &islo je délitelné &tyfmi pravé tehdy, kdyZ je délitelné Sesti.

Do zad4n{ se bohuzel vioudily dvé chyby, takZe jsme po vas cht&li dokdzat néco, co ne-

({3

platilo, a mnoho z vés nalezlo protipiiklad. V &asti (b) mélo byt ,, ... ¥4dné liché ... .. ,

"Jak komu - pozn. ¥asnouciho Roberta
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v &asti (c) , ... kdy# je jeho index délitelny ...  Proto bylo rozd?leni bodt do &asti celkem
pfirozené: 3:1:1. Imagindrni body tentokrit dostali néktefi z vds 1 za to, ze uhodli, jak m4
spravn& zadéni znit a plivodnd zamy3lenou Glohu vyTesili. Nyni uZ feSeni (piivodnich tloh)
(inspirovano FeSenimi Tomdse Bérty a Michala Benede)

Lemma: Déno n € N. Necht i je nejmensi kladné celé &islo, s viastnosti n | f;. Pakn | f;
pravé kdyz i | k.

Dikaz: Napi$me Fibonacciho posloupnost modulo n (tedy posloupnost zbytkd pFiskuiného
Fib. &sla po délenf n). Je snadné si uvddomit, e takovd posloupnost je ryze periodicka (tj.
je periodickd a nem4 pFedperiodu),® navic nula v této posloupnosti znati, Ze odpovidajici
Fibonacciho &islo je dlitelné n. V této posloupnosti je prvni nula na nultém mist& (zbytek
fo = 0 po d&leni n), dal3f na i-tém mist& (nebot f; je prvni (po nultém) Fibonacciho &islo
dglitelné n). Z periodi¢nosti posloupnosti zbytkd plyne, Ze vSechny nuly budou na mistech
ki, k € N, a tedy Ze n | f, pravd kdyz i | k.

a) Neni-li m = 2, pak prvni Fib. &islo ddlitelné fr (Nepotitaje nulté. Tuto poznimku
budeme dale vynechavat.) bude pravé fm, (Fib. posloupnost je totiZ kromé f; rostouci a
a|b = a < b). Podle Lemmatu (klademe n = f;, i = m) je proto m | k <= fm | fi,
dohromady tedy mame fy, | fy <= m | k nebo m = 2. Toho nyni vyuZijeme:

Tt | f5r < fa| frnebo fn=2 <= n | r nebo n =2 nebo fn = 2.

TakZe vSechna hledana n jsou 2, 3 (f3 = 2) a délitelé r.

b) Prvni Fib. &islo délitelné sedmnécti je fo = 34. Podle Lemmatu (n = 17, i = 9) je
tedy 17 | fr <= 9| k. Podle Lemmatu (n = 34,7 =9) je 9 | k <= 34| fi. Spojenim
dostavame 17 | fr <= 34| fi, takie Zadné liché Fib. &islo neni délitelné sedmndcti.

c) Prvni Fib. &islo délitelné &tyfmi je fs. Odtud pouZitim Lemmatu dostdvime poZado-
vané.

4.1aloha

Pfedstav si téleso, které vznikne tak, Ze na kaZdou sténu krych-
le pfilepime dal3i, stejné velkou. Nedokéds-li si ho pfedstavit, po- L
divej se napravo od tohoto odstavce (pak jsem ovSem zvédav, jak
budes tlohu Fegit). Zjisti, jestli 1ze kopiemi tohoto télesa beze zbyt-

ku vyplnit prostor. ‘—) Q

Rozd&lme si prostor na krychli¢ky o hrané 1 tak, aby mély stfedy v mfiZovych bodech.
Krychlitky rozd&lme do sedmi skupin podle zbytku &fsla & + 2y + 3z pfi d8leni sedmi ([z, y, 2]
jsou soufadnice st¥edu). Jako stfedové krychlitky oznacdime ty, které daji zbytek nula a do-
plnime je na prostorovy kiiz. Stali ukdzat, Ze kaZda krychlicka je pravé v jednom kiiZi.
Uvédomme si, Ze zbytek ukazuje jednozna¢né polohu krychli¢ky v kiiZi: zbytek t¥i znamena,
ze krychlicka je horni, zbytek &tyfi dolni, jedna pravd, Sest levd, dva zadni a pé&t pfedni.
Napfiklad krychli¢ka se zbytkem &tyfi md nad sebou krychlitku se zbytkem nula, tedy stie-
dovou, je tedy alespoii v jednom k¥iZi (obdobn& pro ostatni zbytky). Naopak poloha kaZdé

8Pokud ti to snadné nepfipadd, pfetti si znovu komentaf k paté tloze tfeti série.
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itky v KkFiF jednoznaéné urCuje jeji zbytek, krychli¢ka se zbytkem Ctyfi tedy mbize byt
ité a0 pokud by oviem byla spodni ve dvou kiiZich, musely by se kiiZe shodovat.
pro ostatni zbytky.

krych
pOUZe PO
Stejné tak !

Mgjme dano n + 1 rznych nezdpornych redlnych sel. DokaZte, %e lze mezi

’ ha
5. dlo y tak, aby 0 < nle—yl <(x+1)(y+1).

nimi nalézt T,

mocné tvrzeni: mame-li n + 1 rdznych Eisel v intervalu [0,1), musi mezi nimi

R e 1/n Uvaigjem?-li 1 rozdily sousednich, je to n isel, jejichs

IR zostly ne’]m?néﬂvm a nejvétsiho z plivodnich, je tedy mensi ne# jedna. Aspoti
'Soden 7 rozdild je tedy men3i nez 1/n.

je Omatme f(z) = /(2 + 1); funkee je rostouct a zobrazuje [0,00) na [0,1) (prosts).

Uvasujeme i 007z naSich Cisel, dostaneme n+1 &isel z [0, 1). Mezi ptivodnimi tedy existuji

v > a
dvé tak, 2 & > Y 1. @ T E ey

nT T+l g+l @+
pak oviem 0 < nfz —y| < (z4+1)(y+1).

Nejprve po

g.iloha Seltéte:

@ () ® 2 ()04

=0 1=0
Kombinatoricka feSeni maji pfednost (tj. dostanete za n& (nejspi¥) vice bodi.
Nejprve diikaz, ktery se €asto uZiva pfi odvozovani/dokazovani kombinatorickych identit.

Nikoho nepfekvapi rovnost (1 + 2)P(1 + z)¢ = (1 4 z)?+9. PouZijme na obd strany této
rovnosti binomickou vétu: :

ptq

+q — P+ a\
(R) (1+$?p g g::o( ; )m
g prore =3 (00 S (Den

I=0 m=0

ORoznésobenim sum v (L) a se¢tenim koeficientd u stejnych mocnin z ziskame

wrarasar=2 (S 0)(,L)

k=0 \l=0

Tento vyraz je polynom stupné p + ¢ v proménné z a pfitom je roven polynomu, ktery se
vyskytuje na pravé strand rovnosti (R). Koeficienty u odpovidajicich si mocnin z jsou si
rovny, tedy pro k =0,1,2,...,p 4+ ¢ mame

© SO e =l

=0
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Mimochodem, tato rovnost patfi mezi ,,slavné“9 a nazyva se Cauchyova formule.

n n
Nyni poloZime p = q¢ = k = n, uviZime, ze (n - l) = (l) a dostaneme

0= ()

n n
Dile poloZme p = ¢ = n, k = n — 1 a poviimneme si, Ze (n P l) = (l + 1). Rovnost (C)

) oy O

Tyto dikazy, které spoéivaji v tom, %e se cosi spo&te dvojim zplisobem a vysledky (po-
lynomy, mocninné fady ... ) se porovnaji, nejsou pfili3 elegantni. Snadno timto zpiisobem
vyprodukujete zajimavé kombinatorické identity, obraceny postup, tj. uhodnout, co potitat
a srovnavat, abychom dostali konkrétni identitu, byvd mnohem obtiZné&j8i a vyZaduje jis-
tou zkusenost. Pfedvedeme proto kombinatorické Gvahy, kterymi lze vySe zmin&né rovnosti
snadno odvodit.

Ve tTidé je 2n student a uditel, ktery zrovna probira kombinatoriku, vysvétluje, Ze vybrat

nam poté dava

z nich skupinu n student 1ze pravé (2n) zplsoby. V tom se ozve znama feministka, studentka
T.T., atiké: ,,Ve tfid& je n hochti an givek. PoZaduji rozbor v8ech mozZnych vybéri s ohledem
na pohlavi vybranych osob.“ Poté, co je vyvoldna k tabuli, pfevede vypocet:

Lze vybrat n divek a 0 chlapct (tiSe se usmiva), coz lze u&init (Z) (g) zpisoby, nebo

n — 1 divek a 1 chlapce (ﬁsn}év trva, ale jiZz neni tak srde€ny), coZ lze udinit (nf )(Tll)
zplsoby, nebo

n — 2 divek a 2 chlapce (ismév zvolna mizi), coZ lze udinit (n i 2) (Z) zptisoby, nebo

nebo 0 divek a n chlapci (vypadd velmi nahnévang) coZ lze udinit (g) (n) zpisoby. Na
n
tabuli pak vidime soudet

™) 10RO WES N [ WESS W WE

o n ) : e
Nyni zbyva (kombinatoricky) uvazit, Ze (k) = ('n k)' To je ov8em snadné, nebot zfejms

uloha vybrat k divek ze skupiny n divek je stejnd, jako tloha urdit n — k divek z této
skupiny, které nebudou vybrany. Po Gpravé vyrazu (TT) a srovnanim s hodnotou, kterou
vypo&etl uditel, dostdvime kyZené. Ulohu b) a také Cauchyovu formuli lze dok4zat podobnymi
uvahami. '

)

9Slavné formule, nerovnosti, identity atd. jsou ty, které se po n&kom jmenuji. Nap¥. troj-
thelnikovd nerovnost se jmenuje podle trojthelnika.
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«f esili Glohu ,standartn&* (prvni dikaz vyse
Tl’(l;zj;lmé feministického se objevila i p&kn4 Fese
i ”
fesenl

pejlratsich ces
po jednom -

) dostali 04. Z5 hezkg, kombinatoricks
ni pomoci cist ve Ctvercové siti. (Poget
aee _ . (Mm4+n

et menbody (050).8 () jolEE gl pndes

. pa  Bud P polynom s komplexnimi koeficienty takovy, e vBechny jeho kofeny (kom-
7. ulo’) alleii v horn{ poloroving, tj. maji nezipornoy imagindrni &4st. Dokazte, %e i kofeny

1 I3 1
Plﬁznderivace le#{ v horn poloroving.
je

ud P(z) = a(z — 21)...(2 = zz); ze vatahu (PQY = p!

‘P k)' 1’ e k IR’..' k+"'+Pln
Joaisis 1 Q d() e

«« Py_1 P}, protoze (2=2;)" = 1, dostavame

PO=P0 (24t L),

Z2=2 zZ =2z

fizna od v3ech z;). Kofeny P’ jsou tedy bud kofeny P (a ty le# v horni poloroving)
(pro 2 r" zavorky. Stadi tedy ukédzat, Ze pro Imz < 0 je zévorka nenulov4. Snadno spo-
“,et?" korvenyro Imz < 0, Imz; > 0 (nezapome: Zj je kofen P) je Im(z — zj) < 0, a tedy
§1talr;1§; iezP) > 0. Kazdy ze stitancl v zévorce m4 tedy kladnou imagindrni &4st, stejnd tak
iIr;;jiCh Souget, zavorka tedy nemiZe byt nulova.

)
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