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Zvolime-li vhodne soufadnice v rovine, budou vrcholy naseho n-uhelnika prave koren 
rovnice zn = 1 (to je snadny dfisledek Moivreovy vety). Vybereme-li nyni nejakych k. jehy 
vrcholll, ktere jsou vrcholy pravidelneho kj-uhelnik,a, bude mit tento kj-Uhelnik Stred V bode~ 
a bude vepsan do jednotkove kruznice. Jeho vrcholy pak budou pra.ve koreny rovnice zkj == e. 
kde leil = 1. Bez ujmy obecnosti muzeme predpokladat, ze k1 < k2 ::; • • • ::; ks, kde s j; 

8 

pocet barev. Polynom TI (zk; - ej) (stupne n) ma. tedy stejnych n korenu jako zn - 1, oba 
j=l 

jsou to polynomy stupne n s vedoucim koeficientem 1. Podle tvrzenf v pfipravnem textu je 
tedy 

8 IT (zk; - €j) = Zn - 1 
j=l Q 

a musi se rovnat i koeficienty u vsech mocnin. Roznasobime-li levou stranu, dostaneme abso
lutni clen (-1)8 e1 ... ea, jinak vzdy dostaneme aspon zkt; pfedpokladejme, ze k1 < k2. Potom 
dostaneme nalevo zkt pouze pokud vezmeme z prvni za.vorky zki a z ostatnfch -ej; pfi jine 
volbe totiz dostaneme aspon zk2. Koeficient u zkt na leve strane je tedy (-1)8

-
1e2 ... e,, 

jeho absolutni hodnota je 1. Napravo vsak pokud n # k1 (tedy s > 1) dostaneme u teto 
mocniny nulu. Tedy k1 = k2. 

Komentare k 8. serii 

7 
1. uloha Dokazte, ze cislo 77777777777777 +1 ma. alespoi"i k ruznych prvociselnych delitelu. 
Cislo k tentokra.t neni chybou v zadani, zvolte si ho podle svych schopnosti. Cim vetsi bude, 
tim vice bodu muzete dostat. 

Uka.zi zde jednoduchy postup pro k = 777 + 1. 
7 

Oznacme ( = 77777777777777 + 1, dale pro kazde kladne cele i polozme 

777 • 
( i = 777777771111 • 7' , 

Pro kazde i E No plati zrejme identity 

(1)' 

(2) 

Ze vztahu (2) plyne: pokud pro nejake prvocislo p plati p I (Ji a p I ((i + 1), pak p I 7, tj. 
p = 7. Avsak 7 neni delitelem cfsla ( (i + 1 ), tedy jsou cfsla ( (i + 1) a (Ji nesoudelna.. Vyuzitim 
vztahu (1) a zrejme skutecnosti e = (k-l + 1 ma.me 

To je vsak rozklad cisla ( na k po dvou nesoudelnych cinitehi, ktere jsou zrejme vetsi nez 1. 
Tedy ( ma. aspon k prvociselnych delitelu, coz jsme chteli. 
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, Ma.me danu kruznici k se stredem S a jeji tecnu, primku p. Nyni na .,, 

2 uloha ) x ., k ., . k h, ., , pnmce p 
· b d X ( X ~ k , na tevne q ruzmce proc azeJ1c1 bodem X ( q # p) body M N 

zvolrne 
0
b dy K L, aby byly splneny nasledujici podminky: ' ' na 

prfrnce P O , 

(a) IXKI > IXLI, IXMI > IXNI; 
b) bod S nalezi usecce KM; 

( rimka LN je tecnou kruznice k; 

~j l<1LNMI + l<1MKLI = l<1NLKI + l<1KMNI. 

, ak platit IKMI = IKLI + IMNI? 
Musi P 

0 acme body dotyku kruznice k s primkami p, q po fade U, V. Bod dotyku pfimky 

a.LN sz~uznid k oznacme w. Ze symetrie zrejme plati IVNI = IWNI, IWLI = IVLI. Body 

f; U, V a w jsou dotykove body tecen ke kruznici k. Proto SV l.M N, SU l.K L, SW l.LN. 

Z podminky d) plyne 

l<1LNMI + l<1MKLI = 7r = l<1NLKI + l<1KMNI. 

Oznacime-li nyni a = l<1NSVI a f3 = l<1LSUI dostavame z podobnosti trojuhelnikll a = 
l<1NSWI, (3 = l<1LSWI~ ~ z po?minky d) pak ma.me l<1MK~I ~ 2a, .l~KMNI = 2(3. 

Oznacime-li polomer kruzmce k p1smenem r, dostaneme z pravouhlych troJuhelnikt1: 

r 
IKSl=-

sin2a 
r 

IKUl--
cotg 2a 

r 
INVl=

tga 

Vyuzitim zrejme7 identity 

IMSl=-r
sin 2(3 

IMVI= r 
cotg 2(3 

r 
ILVI=-. 

tg(J 

1 
tg a + cotg 2a = -. - , 

sm2a 

pak ma.me INVI + IKVI = IKSI, analogicky (za.menou a za /3) dostavame ILVI + IMVI = 

IMSI. Sectenim poslednich dvou rovnic ma.me IKVI + IVLI + IMVI + IVNI = IKSI + ISMI, 
~ coz nam da.va. I K LI + IM NI = IK Ml. Tedy za uvedenych predpokladu musi vzdy platit 

.IKMI = IKLI + IKMI. 

3. uloha ( a) Necht r je prirozene cislo. N ajdete vsechna n (v za.vislosti na r) takova, ze 

f fn je delitelem cisla ff r; Ji je i-ty clen Fibonacciho posloupnosti. 

(b) Dokazte, ze za.dne Fibonacciho cislo neni delitelne sedmna.cti. 

(c) Dokazte, ze Fibonacciho cfslo je delitelne ctyrmi prave tehdy, kdyz je delitelne sesti. 

Do zadani se bohuzel vloudily dve chyby, takze jsme po va.s chteli dokazat neco, co ne

platilo, a mnoho z va.s nalezlo protipriklad. V casti (b) melo byt ,, . . . zadn~ liche .... . ", 

7
Jak komu - pozn. zasnouciho Roberta 
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v casti ( c) ,, ... kdyz je jeho index delitelny ... " Proto bylo rozdeleni bodl°J do casti celkem 
prirozene: 3:1:1. Imaginarni body tentokrat dostali nektefi z vas i za to, ze uhodli, jak ma 
spravne zadanf znft a pt1vodne zamyslenou ulohu vyresili. Nyni uz feserii (puvodnich {doh) 
(inspirovano fesenimi Tomase Barty a Michala Benese) 

Lemma: Dano n E N. Nech( i je nejmensi kladne cele cislo, s vlastnosti n I Ii. Pak n I lk 
prave kdyz i I k. 

Dllkaz: Napisme Fibonacciho posloupnost modulo n (tedy posloupnost zbytkfi pfiskusneho 
Fib. cisla po deleni n). Je snadne si uvedomit, ze takova posloupnost je ryze periodicka (tj. 
je periodicka a nema pfedperiodu),8 navic nula v teto posloupnosti znaci, ze odpovidajici 
Fibonacciho ci'.slo je delitelne n. V teto posloupnosti je prvni nula na nultem miste (zbytek • 
Jo = O po deleni n), dalsi na i-tem miste (nebot Ji je prvni (po nultem) Fibonacciho ci'.slo 
delitelne n). Z periodicnosti posloupnosti zbytkd plyne, ze vsechny nuly budou na mistech 
ki, k EN, a tedy ze n I lk, prave kdyz i I k. 

a) Neni-li m = 2, pak prvni Fib. cislo delitelne Im (Nepoci'.taje nulte. Toto pozna.mku 
budeme dale vynechavat.) bude prave fm (Fib. posloupnost je totiz krome h rostouci'. a 
a I b => a ~ b). Podle Lemmatu (klademe n = Im, i = m) je proto m I k {=:} fm I fk, 
dohromady tedy ma.me /m Ilk ~ m I k nebo m = 2. Toho nyni'. vyuzijeme: 

IJ.,,, I /Jr ~ In I fr nebo In= 2 ~ n Ir nebo n = 2 nebo In= 2. 

Takze vsechna hledana n jsou 2, 3 (/3 = 2) a delitele r. 
b) Prvni Fib. cislo delitelne sedmnacti je / 9 = 34. Podle Lemmatu (n = 17, i = 9) je 

tedy 17 I fk ~ 9 I k. Podle Lemmatu (n = 34, i = 9) je 9 I k {=:} 34 I fk• Spojenim 
dosta.va.me 17 I fk ,¢:::::} 34 I f k, takze zadne liche Fib. cislo neni delitelne sedmna.cti. 

c) Prvni Fib. ci'.slo delitelne ctyrmi je /6· Odtud pouzitim Lemma~u dosta.va.me pozado
vane. 

4. uloha 
Pfedstav si teleso, ktere vznikne tak, ze na kazdou stenu krych

le pfilepime dalsi, stejne velkou. Nedokas-li si ho pfedstavit, po
divej se napravo od tohoto odstavce (pak jsem ovsem zvedav, jak 
budes ulohu resit). Zjisti, jestli lze kopiemi tohoto telesa beze zbyt
ku vyplnit prostor. 

Rozdelme si prostor na krychlicky o hrane 1 tak, aby mely stfedy v mfizovych bodech. 
Krychlicky rozdelme do sedmi skupin podle zbytku cisla x+2y+3z pri deleni sedmi ([x,y;z] 
jsou soufadnice stfedu ). J ako stfedove krychlicky oznacime ty, ktere daji zbytek nula a do
plnime je na prostorovy kfiz. Staci ukazat, ze kazda krychlicka je prave v jednom kfizi. 
Uvedomme si, ze zbytek ukazuje jednoznacne polohu krychlicky v krizi: zbytek tfi znamena, 
ze krychlicka je horni, zbytek ctyri dolni, jedna prava, sest leva., dva zadni a pet pfedni. 
Napriklad krychlicka se zbytkem ctyri ma nad sebou krychlicku se zbytkem nula, tedy stfe
dovou, je tedy alespon v jednom kfizi (obdobne pro ostatni zbytky). Naopak poloha kazde 

8Pokud ti to snadne nepfipada, pfecti si znovu komenta.f k pate uloze tfet{ serie. 
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, v kv'zi jednoznacne urcuje jeji zbytek, krychlicka se zbytkem ctyri tedy muze byt 
krychhckYdv , r~okud by ovsem byla spodni ve dvou krizich, musely by se krize shodovat. 

ze spo n1. , k 
po~ v k · pro ostatm zbyt Y· 
SteJne ta I 

, a Mejme dano n + 1 ruznych nezapornych realnych cisel. Dokazte, ze lze mezi 
5, u~ohal.{ t x y tak, aby O < n Ix - YI < (x + l)(y + 1). 
nim• n t:Z ' 

. e pomocne tvrzeni: ma.me-Ii n + 1 n1znych cisel v intervalu [O, 1), musi mezi nimi 
, NeJpr; k ze o < q - p < 1/n. Uvazujeme-li totiz rozdily sousednich, je to n cisel, jejichz 

byt p, ~ ao~n rozdilu nejmensiho a nejvetsiho z puvodnich, je tedy mensi nez jedna. Aspon 
50ucet Je r , v / 

. rozdihl je tedy mens1 nez 1 n . 

• 
Jed~z:acme J ( x) = x / ( x + 1 ); funkce je rostoucf a zobrazuje [O, oo) na [O, 1) (proste). 
Uvazujeme-li obrazy nasich cisel, dostaneme n+ 1 cisel z [O, 1). Mezi pfivodnimi tedy existuji 

dve tak, ze X > y a 1 X y x-y ->-----=---.;._-
n x+l y+l (x+l)(y+l) 

Pak ovsem O < n Ix - YI < (x + l)(y + l). 

6, uloha Sectete: 

(a) tcr 
l=O l 

(b) 

Kombinatoricka reseni maji prednost (tj. dostanete za ne (nejspis) vice bodu. 

Nejprve dukaz, ktery se casto uziva pri odvozovani/dokazovani kombinatorickych identit. 
Nikoho neprekvapi rovnost (1 + x)P(l + x).q = (1 + x)P+q. Pouzijme na obe strany teto 
rovnosti binomickou vetu: · 

v+q 
(1 + x)P+q = L (p + q)xk 

' k=O k 
(R) 

p q 

(L) (1 + x)P(l + x)q = L (~)x1 L (!)xm. 
l=O m=O 

• Roznasobenim sum v (L) a sectenim koefic~entu u stejnych mocnin x zfskame 

Tento vyraz je polynom stupne p + q v promenne x a pritom je roven polynomu, ktery se 
vyskytuje na prave strane rovnosti (R). Koeficienty u odpovfdajicich si mocnin x jsou si 
rovny, tedy pro k = 0, 1, 2, . . . ,P + q ma.me 

k 

L (P) ( ~ ) = (p + q) . 
l=O l k l k 

(C) 

13 
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Mimochodem, tato rovnost patfi mezi ,,slavne" 9 a nazyva se Cauchyova formule. 

Nyni polozfme p == q = k == n, uvlizime, ze (n ~ i) = (7) a dostaneme 

Dale polozme p = q == n, k == n - l a povsimneme si, ze C,., _: _ l) = (i : 1) • Rovnost ( C) 

nam pote dava 

Tyto dukazy, ktere spocivaji v tom, ze se cosi spocte dvojim zpusobem a vysledky (po
lynomy, mocninne fady ... ) se porovnaji, nejsou pfilis elegantnL Snadno timto zpusobem 
vyprodukujete zajimave k~mbinatoricke identity, obraceny postup, tj. uhodnout, co pocitat 
a srovnavat, abychom dostali konkretni identitu, byva mnohem obtiznejsi a vyzaduje jis
tou zkusenost. Predvedeme proto kombinatoricke uvahy, kterymi lze vyse zminene rovnosti 
snadno odvodit. 

Ve trfde je 2n studentu a ucitel, ktery zrovna probfra kombinatoriku, vysvetluje, ze vybrat 

z nich skupinu n studentu lze prave CX) zpusoby. V tom se ozve zn~a feministka, studentka 

T.T., a rika: ,,Ve trfde je n hochu an divek. Pozaduji rozbor vsech moznych vyberu s ohledem 
na pohlavf vybranych osob." Pote, co je vyvolana k tabuli, pfevede vypocet: 

Lze vybrat n divek a O chlapcu (tise se usmiva), coz lze ucinit C) (n) zpusoby, nebo 
. n 0 

n - l divek ·a 1 chlapce (usme~ trva, ale jiz neni tak srdecny), coz lze ucinit ( n ) (n) 
· - · n-l 1 

zpusoby, nebo · 

n - 2 divek a 2 chlapce (usmev zvolna mizi), coz lze ucinit (n: 
2
) (;) zpusoby, nebo 

~ebo O divek a n chlapcu (vypada velmi nahnevane) coz lze ucinit (;) (:) zpusoby. Na 

tabuli pak vidfme soucet 

(TT) 

Nyni zbyva (kombinatoricky) uvazit, ze (;) = (n: k). To je ovsem snadne, neboe zfejme 

uloha vybrat k divek ze skupiny n divek je stejna, jako uloha urcit n - k divek z teto 
skupiny, ktere nebudou vybrany. Po uprave vyrazu (TT) a srovnanim s hodnotou, kterou 
vypocetl ucit.el, dostavame kyzene. Olohu b) a take Cauchyovu formuli lze dokazat podobnymi 
uvahami. 

9S1avne formule, nerovnosti, identity atd. jsou ty, ktere se po nekom jmenuji. Napr. troj
uhelnikova nerovnost se jmenuje podle trojuhelnika. 

14 
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. .,, resili ulohu ,,standartne" (prvni dukaz vyse) dostali 0i. Za hezke kombinat . k.t. 1'1 kteri . k'h " b. ·1 . "kn'., x , ' one t: 
,' K e feminist1c e o se o Jev1 a 1 pe a resem pomod cest ve ctvercove siti (P x t •esenl ( rom " 

m + . 0\..0 r ·kratsich cest ve ctvercove siti mezi body (0, 0) a (m, n) je ( m n) )) dostali jejich au tori neJ 
po jednom i. 

, Bud' p polynom s komplexnimi koeficienty takovy, ze vsechny jeho kofeny (kom-7 uloha • x t· ., , · • .t.- , • ') 1 ... 1 v horni polorovm1::, J• ma11 nezapornou 1magmdolm cast. Dokazte ze i kofeny lex.Ill ez , , 1 . ' P d . ace lezi v horm po orovme. jeho er1v 

d' P(z) == a(z - z1) ... (z - Zn)i ze vztahu (PQ)' = P'Q + PQ' dostaneme indukd • Bu p )' == p
1
1 p2 •• • Pk+PiP~ ···Pk+·· ·+P1 · · · Pk-1P~, protoze (z-zj)' = 1, dostavame P1. · · k 

P'(z)=P(z)( 
1 +·· ·+ 1 

), Z - Zl Z - Zk 

z ruzna od vsech Zj ). Koreny P' jsou ~edy bucf koreny p ( a ty lezi V horni polorovine) (p~oo kofeny zavorky. Staci tedy ukazat, ze pro Im z < 0 je zavorka nenulova. Snadno spo~;arne ze pro Im z < 0, Im Zj 2: 0 (nezapomen: Zj je kofen P) je Im(z - Zj) < 0, a tedy L 1/(; _ z.) > o. Kazdy ze scitancu v zavorce ma tedy kladnou imaginarni cast, stejne tak JJ.U , d O ., b{r+ 1 , i jejich soucet, za.vorka te y nemuze J. nu ova . 

• 
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