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1.aloha Zjist&te, jestli existuje komplexni &islo z takové, 7e sinz = 2. Paklize ano, nalez-

néte n&jaké takové.

RozepiSeme-li si definici sinu v komplexnim oboru (vztah (**) v textu pfed zad4nim),

dostaneme, e sin z = 2 pravé tehdy, kdyz
721; (eiz e e—-:’z) -9
(%)% — 1 = die™.

iz Polozime-li w = e'*, dostaneme

), adratickou rovnici w? —4iw —1= (pomoci vzorce pro &tverec
rozdilu) pfepsat na (w—21)2+3 = 0; oznatime-liu = w—2i, jesinz = 2 ekvivalentni u? = —3.
Snadno se ukiZe (bud z disledku fundamentalni véty algebry nebo z Moivréovy véty), Ze to
nastane pravé tehdy, kdyZz u = +iv/3, tedy €¥* = (2% \/5) i. Polo¥me je¥té z + yi = 1z,
rovnice pfejde na e® (cosy +isiny) = (24 V/3) i, coZ okamZité implikuje ¢ = In (2 & V3),
cosy + isiny = 1, tedy y = 7/2 + 2k (kde k € Z). No a protoZe vztah mezi ¢ + yi a v je
zjevné jednoznalny, dostavame, %e sinz = 2 pravé tehdy, kdyZ

ovnici jsme pouze pfendsobili (nenulovou) hodnotou 2ie
=0, coZ mliZeme ekvivalentné

¢= T+ 2%~ (2£V3) i, kdek je celé Eislo.

2.tiloha Zobecnénou kruZznici v roviné nazveme libovolnou kruznici nebo pfimku. DokaZte,

¥e raciondlni lomend funkce

az+b
cz+d

f(z) =
(a, b, ¢, d jsou komplexni koeficienty) zobrazuje libovolnou zobecnénou kruZnici opét na
zobecnd&nou kruZnici.

Dokézeme je§té maly dodatek, ktery se ndm bude hodit ve t¥eti dloze: linearni lomena
funkce navic bud zobrazi kruh na kruh a doplnék na doplnék nebo kruh na doplnék kruhu
a doplnék kruhu na kruh. VSechny formulace budou o n&co jednodudi, pokud C doplnime

bod oo, definujeme f(oo) = a/c, f(—d/c) = oo a fekneme, Ze 0o lezi na kazdé pfimce.

V zad4ni Glohy jsem bohuZel vynechal podstatny pfedpoklad ad # be. Pokud totiZ ad = be,
je pFisludna linearni lomend funkce identicky rovna konstant&. Dale pokud ¢ = 0, jde o linedrni
funkci, podle pfipravného textu tedy o podobnost. Necht tedy ad # be, ¢ # 0. Snadno

dostaneme
az+b =8 ad—bc
cx+d ¢ c(cz + d) = v1(p2(¢3(2)),

kde gal(y)’z a/c +.(ad —be)y, ¢2(y) = 1/y, @3(¥) = ¢?y + cd. Funkce @1 a 3 jsou linedrni
5 nenulovym koeficientem u y, maji tedy poZadovanou vlastnost. Staci proto ukézat, Ze ji ma
192,

Protoite funkcle 1 / y je prost4 a inverzni sama k sobg, zfejmsé staci ukazat, Ze obraz libovolné
zobecn#né kruZnice je &isti n&jaké zobecn&né kruZnice. K tomu stali ukdzat, Ze pokud Etyri
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body leZi na zobecnéné kruznici, jejich obrazy lezi také na zobecnéné kruZnici. Defing
dvojpomér Etvefice (riznych) bodl Ujme
(.’L’ v,z w) P (z-a:)(w—y)

e 2 kg (w=2)(z =)

s tim, Ze pokud je jedno z &isel rovno oo, vynechdme ty dva rozdily, kde by se vyskytoval
Uv&domime-li si, 7e argument (v — u)/(w — u) je (orientovany) Ghel <wuw, snadng , vé:'
o obvodovych Ghlech dostaneme, %e body (,y,z,w) je realné islo pravé tehdy, kdys body
T, ¥, z a w le¥ na zobecndné kruZnici (rozeberte si jednotlivé ptipady). Navic pro peyng 4 Y
z znaménko imaginarni &asti (x,y, z,w) odpovida tomu, ve které z Easti, na které s rOV;r?’
zobecndna kruZnice prochazejici z, vy, z, le#{ bod w. Dokazované tvrzeni je pak okamyisy
dtsledkem identity (-’B-lay‘l,z—l ,w ) = (2,9, 2,w) (dokaZte si ji za cviGen, nezapomeiite
na piipad, kdy jedno z &isel je 0 nebo o0).

3.1dloha  Nalezndte nutnou a postalujici podminku na koeficienty e, b, ¢, d racionglng
lomen§ funkce (viz. druhou tdlohu), aby zobrazovala otevieny jednotkovy kruh na sebe,

Dodatek, ktery jsme dokazali navic ve druhé loze nam zajiStuje, Ze linedrni lomena funkee
zobrazuje jednotkovy kruh na sebe pravé tehdy, kdyZ zobrazuje jednotkovou kruZnici na sebe
a po&atek zobrazuje dovnitt jednotkového kruhu. Jednotkovy kruh budeme znatit U.

Definujme tzv. Blaschkeho faktor Ba(2) = (z — @)/(1 — @z); chvilka pogitdni nim d4
néasledujici vlastnosti: pro || < 1 je Ba(U) =U, By =0, Ba (B-a(z)) = z. Snadno zjistime,
%e slozenim dvou linedrnich lomenych funkci je op&t linedrni lomend funkce. M&me nynf
L(z) = (az + b)/(cz + d) zobrazujici U na sebe a poloZme a := —b/d. Potom M = B_, o L
je linedrni lomen4 funkee splitujici M(0) = 0, M(U) = U.

Podivejme se, jak miize M vypadat. Bez omezen{ obecnosti necht je M (2) = (z+1)/(gz+
h) (vykricenim). Protoze M(0) =0, je f = 0. Zobrazuje-li nyni M jednotkovou kruZnici na
sebe, plati pro ka¥dou komplexni jednotku u rovnost |u/(gu + h)| = 1, tedy |gu+h| = 1.
Probih4-li u jednotkovou kruZnici, probiha gu+ h kruZnici se stfedem h a polomérem g. Maji-
i mit viechy tyto hodnoty absolutni hodnotu 1, musi byt bud |g| =1, h = 0 nebo |h| =1,
.g = 0. Druhd mozZnost je vyloudena, protoZe to by M byla konstanta. Je tedy M(z) = ez,
kde |e| = 1.

Protoze Ba(M(z)) = Ba(B-a(L(2))) = L(2), dostévime L(z) = €Bq(z). Naopak kazd
takovd funkce zfejmé vyhovuje. Dv& linedrni lomené funkce jsou stejné pouze v piipads, Ze
koeficienty jedné dostaneme z koeficientli druhé piendsobenim konstantou. L tedy vyhovuje
prévé tehdy, kdyz existuji é € C, £ # 0, a € U, la| <1, A € R tak, Ze

= e“‘{, e ihe= -e“ﬁa, c=-£a, d=5

4.tdloha M&jme dany v roving body X # Y a Ghly e, § tak, Ze o + § neni celotiselny
ndsobek 27. Dokaste, %e slozenim R(X, ) o R(Y,8) (kde R(Z,7) je otoen okolo bodu Z
o tihel 7) je op&t oto&eni. Popiste, jak najdeme (geometricky) jeho stied.
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Snadno nahlédneme, Ze otoCeni R(X, &) dostaneme tak, Ze slozime posunuti, které posume
X do nuly, ototeni okolo nuly o dhel o a posunuti, které posune nulu do X. Bod z se
nim tedy zobrazi na (z — X)e*™ + X. Slozeni R(X,a) o R(Y,f) nam tedy z zobrazi na
((z=Y)e# +Y — X) e!*+ X. Toto zobrazeni je otofenim o Gihel o+ (snadno by se ukdzalo,
Ze pokud je to otoCeni, pak jedin& o tento Ghel) pravé tehdy, kdy?

(z=Y)e +Y = X) & + X = (z - W)eie+h) y w
_ Yelx(1—ef) 4 X(1 - i)
h 1 — eilat+h)

w

ouZitd dprava je ekvivalentni). Zlomek ma smysl protoZe a + 8 neni celo¥iselny nasobek
dl;n a tedy ei(@+P) #£ 1. Zvolime-li tedy W podle spodnfho vztahu, bude vysledkem oto&enf
okolo W o thel o+ .
Kdy% uZ vime, Ze vysledkem je otofeni, neni t&Zké geometrickou divahou najit jeho stted.
Z cviénych divodd si to v8ak spoditdme jinak. Trocha hrani s goniometrickymi identitami
nas odméni vztahem

et — et = 2{sin A g ei()‘+“)/2,
2

s jehoZ pomoci ze vztahu pro W dostaneme (1 = e¥ = %)
W-Y 1—ele sina/2  _ia
= : = — e
X-Y 1-eiatd)  sin(a+ §)/2
W-—X _ei(l-eh) __sinf/2 .
Y-X  1-eilatB) ~ sin(a+ 4)/2

V obou piipadech je podil sini redlny; kdybychom znali jeho znaménko, znali bychom i
(orientované) dhly <WY X a <WXY. K uréeni polohy W to ale neni nutné: zvolime-li n&jaky
W1 tak, aby <WY X = —3/2, bude zfejm& W leZet na pfimce Y W;. Podobn& zvolime W5
tak, aby <W XY = a/2 a vime, Ze W leZi na pfimce X W3. ProtoZe (a+8)/2 neni celo&iselny
nasobek 7, jsou YW, a XW, rliznobézné, protinaji se tedy v jediném bod& W.

Mala poznamka k feSenim: jestliZe po véis chceme ukdzat, Ze sloZeni dvou oto&eni je opé&t
otodeni, nelze akceptovat diikaz, stojici na (silngj8im) tvrzeni, Ze p¥ima shodnost musi byt
posunuti, otofeni nebo identita, pfipadné na tvrzeni, Ze kaZdou shodnost lze napsat jako
sloZeni nejvyse tIi osovych soumérnosti. Budete-li dokazovat, Ze existuje nekonetnd mnoho

@rvoéisel tvaru 4k + 3, také byste to neméli zdivodfiovat tim, Ze podle Dirichletovy véty
existuje nekone¢n& mnoho prvoéisel tvaru an+b kdykoli jsou a a b nesoud&lné (na vysvétlenou:
jediny dikaz Dirichletovy véty, ktery jsem vidé€l, m4 asi dvacet stran a k jeho pochopeni je
tfeba toho znit opravdu dost).

5.d4loha  Vrcholy pravidelného n-ihelnika jsou obarveny n&kolika barvami tak, #e vrcholy
obarvené barvou j tvofi vidy pravé vrcholy néjakého pravidelného k;-uhelnika. Dokazte, Ze
mezi &isly k; se vyskytuji aspofi dvé& stejna.

Ze zadani plivodné vypadlo jedno slovitko pravidelného, &imZ se z jinak p&kné ilohy stal
nesmysl. Nastésti si toho Honza RychtaF a Norbert Van&k na posledni chvili v&imli a
ru¢né to opravili. Autor série je jim za to hluboce zavazin.
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Zvolime-li vhodn& soufadnice v roving, budou vrcholy naSeho n-Ghelnika pravs koge,
rovnice z" = 1 (to je snadny diisledek Moivréovy véty). Vybereme-li nyni n&jakych k; jeho
vrchold, které jsou vrcholy pravidelného k;-tihelnika, bude mit tento k;-uhelnik st¥ed v bods
a bude vepsan do jednotkové kruZnice. Jeho vrcholy pak budou pravé kofeny rovnice z*j — €5,
kde [¢j| = 1. Bez jmy obecnosti méZeme pfedpokladat, Ze k1 < k2 < --- < k,, kde 4 e

s , o e +
podet barev. Polynom [] (zk:' — ¢;) (stupn& n) ma tedy stejnych n kofend jako z" — 1, oba
j=1 2 . 3
jsou to polynomy stupnd n s vedoucim koeficientem 1. Podle tvrzeni v pfipravném texty je
tedy

- (zkj—e-)zzn—-l
Mg A

a musi se rovnat i koeficienty u vSech mocnin. Roznésobime-li levou stranu, dostaneme abso-
lutni &len (~1)%¢; ... &, jinak vidy dostaneme aspofi z*1; pfedpoklidejme, Ze k1 < k. Potom
dostaneme nalevo z*! pouze pokud vezmeme z prvni zdvorky z¥1 a 7 ostatnich —£;; pHi jiné
volb¥ toti¥ dostaneme aspoft z¥2. Koeficient u 21 na levé stran je tedy (—1)*~le,.. ¢,
jeho absolutni hodnota je 1. Napravo vSak pokud n # k1 (tedy s > 1) dostaneme u této
mocniny nulu. Tedy k; = k5.

Komentare k 8. sérii

-
1.tloha Dokaite, Ze &islo 777777777777 +1 m4 alespot k ritznjch prvoiselnych déliteld.

Cislo k tentokrat neni chybou v zadéni, zvolte si ho podle svjch schopnosti. Cim vt bude,
tim vice bodl muZete dostat.

UkaZi zde jednoduchy postup pro k = 777 + 1.
Ozna¥me ¢ = 777777777777 41, déle pro ka¥dé Kladné celé i polo¥me

el .
G=TTrT T 6= - (- — G+

Pro kazdé i € Ng plati zfejmé identity @
(1) | Gi+1+1=0;- (¢ +1),
(2) 0 — (¢} —2¢H +3¢ 47 +5¢—6)- (G +1) =7

Ze vztahu (2) plyne: pokud pro n&jaké prvo&islo p plati p | 6; a p | (¢ +1), pak p | 7, tj.

p=T7. Av8ak 7 neni délitelem &isla (¢; +1), tedy jsou &isla (¢; + 1) a 6; nesoudélnd. VyuZitim
vztahu (1) a zfejmé skuteCnosti £ = (x_; + 1 mame

é = ok_lek_'z e -920190(03 5 1)‘

To je v8ak rozklad &isla £ na k po dvou nesoudélnych Ciniteld, které jsou zfejmé vétsi nez 1.
Tedy ¢ mad aspoti k prvociselnych dé&liteld, co# jsme chtéli.
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