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1. uloha Zjistete, jestli existuje komplexni cislo z takove, ze sin z = 2. Paklize ano, nalez­

nete nejake takove. 

Rozepiseme-li si definici sinu v komplexnim oboru (vztah (**) v textu pfed zada.nim), 

dostaneme, ze sin z = 2 prave tehdy, kdyz 

ii (eiz - e-iz) = 2 

(eiz)2 -1 = 4ieiz. 

_.t!-ovnici jsme pouze pfenaBObili (nenulovou} bodnotou 2!eiz. PoloZ!me-li ':' = eiz, dostaneme 

.adratickou rovnici w2 - 4iw - 1 = o, coz muzeme ekvtvalentne (pomoc1 vzorce pro ctverec 

;ozdilu) pfepsat na (w-2i)2+3 = O; oznacime-li u = w-2i,je sinz = 2 ek~v~entni'. u
2 

., -3. 

Snadno se ukaze (bud' z dusledku fundamentalni vety algebry nebo z Mo1vreovy vety), ze to 

nastane prave tehdy, kdyz u = ±iJJ, tedy eiz = (2 ± J3) i. Polozme jeste x + yi = iz, 

rovnice pfejde na ex (cosy+ isiny) = (2 ± v'3) i, coz okamzite implikuje x = ln (2 ± v'3), 
cosy+ i sin y = i, tedy y = 1r /2 + 2k1r (kde k E Z). No a protoze vztah mezi x + yi a v je 

zjevne jednoznacny, dostavame, ze sin z = 2 prave tehdy, kdyz 

z = f + 2k1r - (2 ± V3) i, kde k je cele cislo. 

2. uloha Zobecnenou kruznici v ravine nazveme libovolnou kruznici nebo pfimku. Dokazte, 

ze raciona.lni lomena funkce 
J(z)=az+b 

cz+d 

(a, b, c, d jsou komplexni koeficienty) zobrazuje libovolnou zobecnenou kruznici opet na 

zobecnenou kruznici. 

Doka.zeme jeste maly dodatek, ktery se nam bude hodit ve tfeti uloze: linearni lomena 

funkce navic bud' zobrazi kruh na kruh a doplnek na doplnek nebo kruh na doplnek kruhu 

a doplnek kruhu na kruh. Vsechny formulace budou o neco jednodussi, pokud C doplnime 

• bod oo, definujeme /(oo) = a/e, f(-d/e) = oo a fekneme, ze oo lezi na kazde primce. 

V zadani ulohy jsem bohuzel vynechal podstatny pfedpoklad ad;/= be. Pokud totiz ad= be, 

je prislusna linearni lomena funkce identicky rovna konstante. Dale pokud e = 0, jde o linea.rni 

funkci, podle pripravneho textu tedy o podobnost. Nech~ tedy ad ;/= be, e ;/= O. Snadno 

dostaneme 
ax+ b a ad - be 
ex+ d = ~ + e(cx + d) = cpi(cp2 (cpJ(x))), 

kde cp1(Y) = a/c + (ad - be)y, cp2(Y) = 1/y, cp3(y) = e2y + ed. Funkce <p1 a cp3 jsou linearni 

~ nenulovym koeficientem u y, maji tedy pozadovanou vlastnost. Staci proto ukazat, ze ji ma 

l <p2. 

Protoze funkce 1/y je prosta a inverzni sama k sobe, zfejme staci ukazat, ze obraz libovolne 

zobecnene kruznice je casti nejake zobecnene kruznice. K tomu staci ukazat, ze pokud ctyri 
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body lezi na zobecnene kruznici, jejich obrazy lezi take na zobecnene kruznici. Defi . 

dvojpomer ctverice (ruznych) bodu nuJme 

(z - x)(w - y) 
(x,y,z,w) := ( )( ) , w-x z-y 

s tfm, ze pokud je jedno z cisel rovno oo, vynechame ty dva rozdily, kde by se vyskyt 

Uvedomime-li si, ze argument (v - u)/(w - u) je (orientovany) uhel <tvuw, snadno ;v~o. 

o o bvodovych uhlech dostaneme, ze body ( x, y, z, w) je realm~ cislo pr ave tehdy, kdyz bv ty 

x, y, z aw lezi na zobecnene ktuznici (rozeberte si jednotlive pffpady). Navic pro pevne ody 

z znamenko imaginarni casti (x, y, z, w) odpovida tomu, ve ktere z casti, na ktere deli rox~ Y, 

z~ becnena ~ruz~ice p~o~ha~~jic~ ~, y:_:, lezi bod w. Dokaz~van~ ~-vrzeni_ je ~ak okamzi;n'. 

dusledkem 1dent1ty (x ,y ,z ,w ) = (x,y,z,w) (dokazte s1 JI za cvicem, nezapome~~l 

na pfipad, kdy jedno z cisel je O nebo oo ). e 

3. uloha Naleznete nutnou a postacujici podminku na koeficienty a, b, c, d racional , 

lomene funkce (viz. druhou ulohu), aby zobrazovala otevfeny jednotkovy kruh na sebe. ni 

Dodatek, kt~ry jsme dokazali navic v~ druhe uloze nam zajisfoje, ze linea.rni lomena funkce 

zobrazuje jedno!kovy kruh na sebe prave tehdy, kdyz zobrazuje jednotkovou kruznici na sebe 

a pocatek zobrazuje dovnitr jednotkoveho kruhu. Jednotkovy kruh budeme znacit u 
' . 

Definujme tzv. Blaschkeho faktor Bo(z) = (z - o:)/(1 - az); chvilka pocitani nam da 

nasledujici vlastnosti: pro lo:I < 1 je Bo(U) = U, Bo= 0, Bo(B-o(z)) = z. Snadno zjistime 

ze slozenim dvou linea.rnich lomenych funkci je opet linea.rni lomena funkce. Mejme nyni 

L(z) = (az + b)/(cz + d) zobrazujici Una sebe a polozme o: := -b/d. Potom M = B_
0 0 L 

je linea.rni lomena funkce splnujici M(O) = 0, M(U) = U. 

Podivejme se, jak muze M vypadat. Bez omezeni obecnosti nechi je M(z) = (z+ J)/(gz+ 

h) (vykracenim). Protoze M(O) = 0, je f = 0. Zobrazuje-li nyni M jednotkovou kruznici na 

sebe, plati pro kazdou komplexni jednotku u rovnost lu/(gu + h)I = 1, tedy lgu + hi = 1. 

Probiha-li u jednotkovou kruznici, probiha gu+ h kruznici se stfedem h a polomerem g. Maji­

li mit vsechy tyto hodnoty absolutni hodnotu 1, musi byt bud' 191 = 1, h = O nebo lhl = 1, 

-g = O. Druha moznost je vyloucena, protoze to by M byla konstanta. Je tedy M(z) = rz, 

kde lei= 1. 
Protoze B 0 (M(z)) = B0 (B- 0 (L(z))) = L(z), dostavame L(z) = cB0 (z). Naopak kazd~ 

takova funkce zrejme vyhovuje. Dve linearni lomene funkce jsou stejne pouze V pripade, ze -­

koeficienty jedrie dostaneme z koeficientu druhe prenasobenim konstantou. L tedy vyhovuje 

prave tehdy, kdyz existuji e EC, e :/= 0, o: Eu, lo:I < 1, .XE IR tak, ze 

d = {. 

4. uloha Mejme dany v rovine body X f. Y a uhly o:, /3 tak, ze o: + /3 neni celociselny 

nasobek 21r. Dokazte, ze slozenfm R(X, o:) o R(Y, /3) (kde R(Z, ,) je otocenf okolo bodu Z 

o uhel ,) je opet otoceni. Popiste, jak najdeme (geometricky) jeho stfed. 
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Snadno nahledneme, ze otoceni R(X, a) dostaneme tak, ze slozime posunuti, ktere posume 
X do nuly, otoceni okolo nuly o uhel a a posunuti, ktere posune nulu do X. Bod z se 
nam tedy zobrazi na (z - X)eio + X. Slozeni R(X, a) o R(Y, /3) nam tedy z zobrazi na 
( ( z - Y)ei.B + Y - X) eio + X. Toto zobrazeni je otocenim o uhel a+ J3 (snadno by se ukazalo, 
ze pokud je to otoceni, pak jedine o tento uhel) prave tehdy, kdyz 

( (z - Y)ei.B + Y - X) efo + X = (z - W)ei(o+.B) + W 

W = Yeio(l - ei.B) + X(l - eio) 
1 - ei(o+.8) 

~ouzita upr_ava je ekvivalentni). Zlomek ma smysl protoze a+ /3 neni celociselny nasobek 
9l1r, a tedy ei(o+.B> # 1. Zvoli'.me-li tedy W podle spodniho vztahu, bude vysledkem otocenf 

okolo W o uhel a+ /3. , 
Kdyz uz vime, ze vysledkem je otoceni, neni tezke geometrickou uvahou najit jeho stfed. 

Z cvicnych duvodu si to v§ak spocitame jinak. Trocha hrani s goniometrickymi identitami 
mis odmeni vztahem 

e0 • - eiµ = 2i sin ..X - µ ei(>.+µ)/ 2, 
2 

s jehoz pomoci ze vztahu pro W dostaneme (1 = e0 = e0i) 

W - Y 1 - efo sin a/2 -i/J/2 

X - Y - 1 - ei(o+.8) - sin(a + /3)/2 e 

W - X = efo(l .- ei.B) = sin/3/2 eio/2 

Y - X 1 - e1<0 +.B) sin(a + /3)/2 

V obou pripadech je podil sinu realny; kdybychom znali jeho znamenko, znali bychom i 
(orientovane) uhly <1:WYX a <1:WXY. K urceni polohy W to ale neni nutne: zvolime-li nejaky 
W 1 tak, aby <1:WYX = -/3/2, bude zfejme W lezet na primce YW1 . Podobne zvolime W2 

tak, aby <1:WXY = a/2 a vime, ze W lezi na primce XW2. Protoze (a+/3)/2 neni celociselny 
nasobek 1r, jsou YW1 a XW2 ruznobezne, protinaji se tedy v jedinem bode W. 

Mala poznamka k fese:r:iim: jestlize po vas chceme ukazat, ze slozeni dvou otoceni je opet 
otoceni, nelze akceptovat dukaz, stojid na (silnej§im) tvrzeni, ze pfima shodnost musi byt 
posunuti, otoceni nebo identita, pfipadne na tvrzeni, ze kazdou shodnost lze napsat jako 

~lozeni nejvy§e tfi osovych soumernosti. Budete-li dokazovat, ze existuje nekonecne mnoho 
~rvocisel tvaru 4k + 3, take byste to nemeli zduvodiiovat tim, ze podle Dirichletovy vety 

existuje nekonecne mnoho prvocisel tvaru an+b kdykoli jsou a ab nesoudelna (na vysvetlenou: 
jediny dukaz Dirichletovy vety, ktery jsem videl, ma asi dvacet stran a k jeho pochopeni je 
tfeba toho znat opravdu dost). 

5. uloha Vrcholy pravidelneho n-uhelnika jsou obarveny nekolika barvami tak, ze vrcholy 
obarvene barvou j tvori vzdy prave vrcholy nejakeho pravidelneho kj-uhelnika. Dokazte, ze 
mezi cisly ki se vyskytuji aspon dve stejna. 

Ze zadani puvodne vypadlo jedno slovicko pravidelne'ho, cimz se z jinak pekne ulohy stal 
nesmysl. Na§testi si toho Honza Rychta.r a Norbert Vanek na posledni chvili v§imli a 
rucne to opravili. Autor Serie je jim za to hluboce zavazan. 
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Zvolime-li vhodne soufadnice v rovine, budou vrcholy naseho n-uhelnika prave koren 
rovnice zn = 1 (to je snadny dfisledek Moivreovy vety). Vybereme-li nyni nejakych k. jehy 
vrcholll, ktere jsou vrcholy pravidelneho kj-uhelnik,a, bude mit tento kj-Uhelnik Stred V bode~ 
a bude vepsan do jednotkove kruznice. Jeho vrcholy pak budou pra.ve koreny rovnice zkj == e. 
kde leil = 1. Bez ujmy obecnosti muzeme predpokladat, ze k1 < k2 ::; • • • ::; ks, kde s j; 

8 

pocet barev. Polynom TI (zk; - ej) (stupne n) ma. tedy stejnych n korenu jako zn - 1, oba 
j=l 

jsou to polynomy stupne n s vedoucim koeficientem 1. Podle tvrzenf v pfipravnem textu je 
tedy 

8 IT (zk; - €j) = Zn - 1 
j=l Q 

a musi se rovnat i koeficienty u vsech mocnin. Roznasobime-li levou stranu, dostaneme abso­
lutni clen (-1)8 e1 ... ea, jinak vzdy dostaneme aspon zkt; pfedpokladejme, ze k1 < k2. Potom 
dostaneme nalevo zkt pouze pokud vezmeme z prvni za.vorky zki a z ostatnfch -ej; pfi jine 
volbe totiz dostaneme aspon zk2. Koeficient u zkt na leve strane je tedy (-1)8

-
1e2 ... e,, 

jeho absolutni hodnota je 1. Napravo vsak pokud n # k1 (tedy s > 1) dostaneme u teto 
mocniny nulu. Tedy k1 = k2. 

Komentare k 8. serii 

7 
1. uloha Dokazte, ze cislo 77777777777777 +1 ma. alespoi"i k ruznych prvociselnych delitelu. 
Cislo k tentokra.t neni chybou v zadani, zvolte si ho podle svych schopnosti. Cim vetsi bude, 
tim vice bodu muzete dostat. 

Uka.zi zde jednoduchy postup pro k = 777 + 1. 
7 

Oznacme ( = 77777777777777 + 1, dale pro kazde kladne cele i polozme 

777 • 
( i = 777777771111 • 7' , 

Pro kazde i E No plati zrejme identity 

(1)' 

(2) 

Ze vztahu (2) plyne: pokud pro nejake prvocislo p plati p I (Ji a p I ((i + 1), pak p I 7, tj. 
p = 7. Avsak 7 neni delitelem cfsla ( (i + 1 ), tedy jsou cfsla ( (i + 1) a (Ji nesoudelna.. Vyuzitim 
vztahu (1) a zrejme skutecnosti e = (k-l + 1 ma.me 

To je vsak rozklad cisla ( na k po dvou nesoudelnych cinitehi, ktere jsou zrejme vetsi nez 1. 
Tedy ( ma. aspon k prvociselnych delitelu, coz jsme chteli. 
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