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Komentare k 6. serii 

1. uloha Na kruhu jsou v nejakem pofadi napsany ctyri jednicky a pet nul. V jed 
, M • k "'d, d·.x x' 1 , norn 

kroku provedeme nasledujfci zmenu techto c1sel. ez1 az a Vt! 1..,1S a nap1seme nove _ ~ , 
k 

, , f .., rn ... ez1 
steJ·na cfsla nulu mezi rftzna cfsla jednicku. Pa stare c1 ry smazeme. Lento krok opakuJ·e 

' , k ,(. 1 rne 
5 novymi cisly. Zjistete, zda je mozno timto postupem z1s at samt; nu y 

Ukazeme sporem, ze nelze dostat same nuly. Nechf tedy i-ty krok je prvni krok, po ktere 

jsme obdrzeli na kruznici devet nul. V predchazejici'.m ( i-1 )-vem kroku musely byt na kruznt 

stejne cislice, dle volby i to musely byt same jednicky. To vsak znamena, ze v kroku (i _ 2A 

hem se na kruznici musely stridat nuly a jednicky. Tedy na kruznici muselo byt v (i-2)-heJJI') 

kroku sudy pocet cfsel, ale pocet, cfsel na kruznic! se V jedn~tl_i':Y<:11 ~rocich zachovava, coz je 

SPOR se skutecnosti, ze na pocatku byl pocet c1sel na kruzmc1 hchy. 

2. uloha Mys zere kostku syra ve tvaru ( dute) krychle o hrane 3 rozdelene na 26 krychlicek 

- prosttedni chybi. Zacne s libovolnou krychlickou, pak prejde na nekterou sousedni (se 

spolecnou stenou). Toto stale opakuje. Muze takto myska sezrat vsechny syrove krychlicky? 

Obarveme si krychlicky nasledujici~ "sachovnicovym,, zpusobem. Ty krychlicky, ktere 

maji prave dve steny na povrchu krychle (tj. hranove), obarvime cernou barvou, zbyvajfcf 

bflou. Vsech krychlicek je 26, bflych je 14 a cernych 12. Pri konzumaci krychlicek muze my~­

ka prochazet jen mezi krychlickami s ruznou barvou (spolecnou stenu maji pouze krychlicky 

obarvene ruznymi barvami). Avsak cernych krychlicek je o dve mene nez bilych, a proto 

vsechny krychlicky mysicka sezrat nemuze - to by totiz slo rozbit krychli na 13 pani krych­

licek, z nichz jedna by byla cerna a druha bila, te~y cernych a bflych krychlicek by muselo 

byt stejne. 

3. uloha Urcete pocet zpusobu, jimiz lze uzavorkovat 

(a) n nekomutativnich cinitelu (tzn. nemdzeme menit pofadi) 

(b) n komutativnich cinitelll (tzn. mdzeme menit pofadi). 

(a) Postupujme indukci. 
~ 

Neche n clend lze uzavorkovat an zpusoby. Uvazujme uzavorkovani n clenu a zapisme si 

jej se vsemi zavorkami (is temi kolem jednotlivych clenu). Priklad je zde 

(((x) • (y)) • (z)). 

Daisi clen muzeme pridat do libovolne ze zavorek a to bud' nalevo nebo napravo - v zapisu 

pak pribude jedna zavorka kolem noveho clenu a jedna kolem operace. Je jasne, ze popsanym 

zpusobem vznikne smysluplny zapis a take smysluplny zapis s n + 1 ciniteli lze dostat prave 

jednfm zpusobem pridanim n+ 1-veho clenu k zapisu libovolne (ale smysluplne) vytvoreneho 

z n clenu. · 
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Celkem lze tedy n+ 1 clem1 uzavorkovat an+1 = 2knan ruznymi zpusoby, kde kn je pocet 

zavorek v zapise on ciniteHch. Zrejme kn = 2n-1 (zavorky jsou kolem n clenu a kolem n -1 

operad). Tim dostava.me a1 = 1 

Po drobne uprave 

an= 2n-l • 1 • 3 • 5 • ... • {2n - 1). 

{2n - I)! 
an= (n - 1)! • 

• (b) Pokud jsou V1, V2 vyrazy, pak je nutno ztotoznovat vyrazy Vi • V2 a V2 ·Vi. Analogickou 

uvahou jako v (a) {bez rozli~ovani, zda n + 1-vy clen <lava.me do zavorky nalevo, ci napravo) 

dostavame pro pocet uzavorkovani n komutativnich cinitelu 

bn = 1 • 3 • 5 • ... • {2n - 1 ), 

coz je 
(2n - 2)! 

bn =-"---'----. 

(n - l)!2n-l 

Drobna poznamka: Tato uloha mela ponekud nejasne zadani. To muze dokumentovat na­

priklad skutecnost, ze dvanact feseni, ktere jsme obdrzeli, uvadelo osm ruznych vysledk'13 . 

Vzhledem k tomu, ze to bylo zpusobeno predevsim rdznym chapanim zadani, nebral jsem ho 

pri opravova.ni v potaz. Tedy u kazdeho reseni jsem hodnotil pouze to, jak se fesitel vypofadal 

s tim zada.nim, ktere on pochopil pod strohou vetou "Kolika zpdsoby ... ". Reseni uvedene 

vyse je podle Michala Benese, ale uznaval jsem i uplne jine vysledky (nhne rekurentni for­

mule, soucty geometrickych fad, Fibonaciova cisla, vselijake podily faktorialtl a kombinacnich 

cisel ... ). -

4. uloha Ve svete tvaru primky je stehova.ni narodu fizeno temito pravidly 

• (i) Na pocatku existuje jen jeden narod (jeho polohu oznacime jako nula). 

(ii) Vzdy po sto letech se zacnou vsechny narody stehovat. Kazdy narod se totiz rozdelil 

na dve skupiny, jez se vzajemne nepohodly, a proto se rozesly na opacne strany 

(puvodni misto zustalo volne). Po ujitr 100 mili se kazda skupina usidli na novem 

miste. 
(iii) Pokud pri stehova.ni na totez misto dojdou dve skupiny, zacnou spolu krvelacne 

valcit a ve chvilce se navzajem vyhladi. 

Zjistete, kolik narodu bude v nasem svete po n staletich a kde (v jake vzdalenosti od nuly) 

budou tyto narody zit. 

3 Kdyz jsem se pokusil ulohu resit, obdrzel jsem vysledek devaty. 
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Nejprve indukd uka.zeme, ze po 2k staletich budou vzdy prave dva narody at 
±2k. Prok= 1 tvrzeni zjevne plat£. Neche plati pro nejake k. To znamena, ze,po ;/ P010~e4 

ma.me jeden narod v bode 2k, druhy -2k. Oba tyto narody se v prubehu dalsich 2k 
st

alet~ch 
budou vyvijet stejne, jako puvodni narod. Vzajemne se neovlivni drive nez po 2k 

st
aletich 

nebot drive zadny narod nestihne dojit do bodu 0, ktery oba "podsvety" oddelu~ta;tic~, 
z naroda V bode 2k vzniknou dva narody V 2k ± 2k' z naroda V -2k dva narody V ~e2k ;kze 
Do bodu O dojdou dva narody a ty se vyvra.zdi. Do bodu 2k +2k = 2k+I a -2k _ 21c _ k~· 
dojde po jednom narodu a ten tam zustane. Tim je dukaz indukci hotov. - ~2 1 

Nyni pouzijeme jeste jednou uvahu z dukazu indukciho kroku. Napisme sin v d 'k ' 5 VOJ OVe soustave Ja.ko 2a1 + 2a2 + • • • + 2a•, kde a1 > a2 > • · · > as. Po 2a1 staletich bud d 
narody v bodech ±2a1 V dalsich 2a2 + ·, · + 2a• < 2a1 staletich6 se tyto narody ne:~ v; 
muzeme je tedy sledovat oddelene. Z naroda v 2a 1 se po 2a2 sta.letich stanou narody v pozi v~~ 
2a1 ± 2a2 , analogicky pro narod v -2a1. Takto pokracujme dale (podrobny dukaz by ;~~J 
opet probihat indukci). zjistime, ze po n sta.letich bude v nasem svete 28 narodu, jejich poloh 
jsou ±2a1 ± 2a2 ± •., ± 2a• (bereme vsechny kombinace plus a minus). Y 

Jine mozne feseni, zvolene casti fesitelu, vyuziva kombinacnich cisel. Ta udavaji poet 
narodu, ktere by to pfislusneho mista dosly, kdyby se vzajemne nevrazdily. Parita (sudo:i 
ci lichost) kombinacniho cisla udava, zda na odpovidajicim miste bude nebo nebude narod. 
Nevyhoda toho popisu polohy narodu je v tom, ze neni tak "konstruktivni", tim myslim to 
ze kdyz nekdo zada n = 13545163, je potfeba pocitat vsechna kombinacni cisla (n)(neb~ 
aspoii jejich paritu) coz neni zrovna zavidenihodna cinnost. Pfi nasem popisu staci z~psat n 
ve dvojkove soustave a hned napfiklad vidime, kolik bude celkem narodu (2ciferny sou~et). 

5. uloha Neche X je n prvkova mnozina. Zjistete, ja.ky je soucet cisel IA n Bl, pokud za 
(A, B) dosazujeme postupne vsechny dvojice podmnozin mnoziny X. IMI oznacuje pocet 
prvku mnoziny M . 

. Oznacme M' mnozinu X \ M (pro M casti X). . 
Existuje 2n ruznych podmnozin mnoziny X, a tedy existuje (2n )2 = 4n ruznych uspofa.­

danych dvojic podmnozin mnoziny X. RozdeHme vsechny tyto pary (A, B) na 4n- 1 ctvefic 
obsahujicich dvojice (A, B), (A', B), (A, B') a (A', B'). Dostaneme tedy rozdeleni mnozi­
ny vsech uspora.danych dvojic podmnozin mnoziny X na disjunktni ctverice (nebot zfejme 
A= (A')', a. tedy ctverice odvozena od libovolneho z paru (A',B), (A,B') a (A',B') je 
tot~zna s ctvefici odvozenou od paru (A, B) - ctenaf si snadno ovefi sa.Ill). ~ 

Kazdy prvek mnoziny X patfi bud' do A nebo do A' (resp. do B nebo do B'), a tak ted~J 
patri do pra.ve jedne z mnozin An B, A' n B, An B' a A' n B'. Vidime, ze celkove mnozstvi 
prvku ve ctvefici je n. Protoze je 4 n- l ctveric, je soucet mnozstvi prvku vsech mnozin typu 
A n B roven n.4n- I. 

Komentare k 7. serii 
4 Pocatek je tam, kde byl puvodni narod, jednotka je sto mil. 
5 s je tedy ciferny soucet cisla n ve dvojkove soustave 
6zde vyuzivame toho, ze 2x = 1 + 'Ef-o1 2i. 
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