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Komentaie k 6. sérii

1.dloha Na kruhu jsou v ndjakém pofadi napséfly ('ity‘fi jedn'i(;ky a Pét nul. V ki
kroku provedeme nésledujic zménu t&chto &isel. Mez1’ ka_xzda dvévihsla napiSeme nové — mez
stejna &isla nulu, mezi riizné &isla jednicku. Pak stare c1fry smazez’ne. Tento krok opakujeme
s novymi &isly. Zjistéte, zda je moZno timto postupem ziskat samé nuly

UkaZeme sporem, Ze nelze dostat samé nuly. Necht Fedy i-'f)'r krok je prvni krok, po kterém
jsme obdrzeli na kruznici devet nul. V pfedchizejicim (i—1)-vém kroku musely byt na kruznig
stejné &islice, dle volby 1 to musely byt samé jednicky. To vSak znamena, Ze v kroku (j - 9
hém se na krunici musely stfidat nuly a jednitky. Tedy na kruznici muselo byt v (i — 2)-hér¥)
kroku sudy poet &isel, ale podet &isel na kruZnici se v jednotlivych krocich zachovavd, co3 je
SPOR se skute€nosti, Ze na po¢atku byl poCet &sel na kruZnici lichy.

2.tloha My Fere kostku syra ve tvaru (duté) krychle o hrané 3 rozd&lené na 26 krychlitek
— prostfedni chybi. Zatne s libovolnou krychli¢kou, pak pfejde na n&kterou sousednf (se
spoletnou sténou). Toto stile opakuje. MiiZe takto my3ka seZrat viechny sjrové krychlitky?

Obarvéme si krychlitky nasledujicim *Sachovnicovym” zpisobem. Ty krychlicky, kters
maji pravé dvé stény na povrchu krychle (tj. hranové), obarvime &ernou barvou, zbjvajict
bilou. VBech krychli¢ek je 26, bilych je 14 a gernych 12. Pfi konzumaci krychli¢ek miiZe mys-
ka prochézet jen mezi krychli¢kami s riiznou barvou (spole€nou sténu maji pouze krychlitky
obarvené riznymi barvami). AvBak Cernjych krychli¢ek je o dvé méné neZ bilych, a proto
viechny krychlitky mySitka sezrat nemiize — to by totiZ 8lo rozbit krychli na 13 pard krych-
litek, z nich? jedna by byla fernd a druha bila, tedy ernych a bilych krychli¢ek by muselo

byt stejné.

3.1tloha Urdete podet zplisobd, jimiZ lze uzévorkovat

(a) n nekomutativnich initeld (tzn. nemiZeme ménit pofadi)
(b) n komutativnich Einiteld (tzn. miZeme ménit pofadi).

(a) Postupujme indukci. '
Necht 7 &lent 1ze uzavorkovat an zpisoby. UvaZujme uzdvorkovani n Elenti a zapiSme si
jej se viemi zdvorkami (i s témi kolem jednotlivych ¢lent). P¥iklad je zde

((() - () - (2))-

Dalsi ¢len miZzeme ptidat do libovolné ze zdvorek a to bud nalevo nebo napravo — Vv z4pisu
pak ptibude jedna zavorka kolem nového &lenu a jedna kolem operace. Je jasné, Ze popsanym
zptisobem vznikne smysluplny zépis a také smysluplny zapis s n + 1 Eniteli 1ze dostat prévé
jednim zpiisobem p¥idanim n + 1-vého &lenu k zapisu libovoln& (ale smysluplné) vytvofeného
z n ¢lend. '
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Celkem lIze tedy n+ 1 &lend uzavorkovat an41 = 2knay, riznymi zphsoby, kde kn je polet
zavorek v zdpise o n &initelich. Z¥ejmd ky, = 2n — 1 (zdvorky jsou kolem n Clent a kolem n —1
operaci). Tim dostdvime a1 =1

an=2""1.1.3.5.....(2n - 1).

Po drobné tpravé

_(n=1)
Qn = Tn—_—]j'

. (b) Pokud jsou Vi, Vz virazy, pak je nutno ztotoZiiovat vyrazy Vi-Vz a Va- V4. Analogickou
tivahou jako v (a) (bez rozliSovani, zda n + 1-vy &len davame do zévorky nalevo, &i napravo)
dostdvime pro podet uzévorkovani n komutativnich Einitelt

bn=1-3:5-...-(2n—1),

CoZ je
(2n — 2)!
by = ———r.
(n — 1)127-1

Drobna poznidmka: Tato Gloha mé&la pon&kud nejasné zadani. To miZe dokumentovat na-
priklad skuteénost, #e dvanict feSeni, které jsme obdrZeli, uvid&lo osm riiznych vysledkds.
Vzhledem k tomu, Ze to bylo zplisobeno pfedevsim riiznym chipanim zadani, nebral jsem ho
pfi opravovani v potaz. Tedy u kaZdého feSeni jsem hodnotil pouze to, jak se FeSitel vyporadal
s tim zad4nim, které on pochopil pod strohou vétou ”Kolika zptisoby ... ”. ReSeni uvedené
vyse je podle Michala Benele, ale uznaval jsem i upln& jiné vysledky (rizné rekurentni for-
mule, soudty geometrickych Fad, Fibonaciova &isla, velijaké podily faktoridld a kombina&nich
&isel ... ).

4.1loha Ve svétd tvaru piimky je stdhovani nérodi fizeno témito pravidly

" (i) Na podatku existuje jen jeden narod (jeho polohu oznalime jako nula).
(ii) Vzdy po sto letech se zalnou vSechny narody stéhovat. KaZzdy narod se totiz rozdélil
na dvd skupiny, je? se vzédjemn& nepohodly, a proto se rozesly na opatné strany
(ptivodni misto ziistalo volné). Po ujiti 100 mili se kazda skupina usidli na novém
misté.
(iii) Pokud pfi st&hovéni na totéZ misto dojdou dv& skupiny, za¢nou spolu krvelacné
val&it a ve chvilce se navzdjem vyhladi.

Zjistéte, kolik narodd bude v naSem svété po n staletich a kde (v jaké vzdalenosti od nuly)
budou tyto narody Zzit.

3Kdy# jsem se pokusil ilohu feSit, obdrZel jsem vysledek devaty.
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Nejprve indukei ukéZeme, Ze po 2* staletich budou vidy pravs dva nérody, a ¢
+2%. Pro k = 1 tvrzen{ zjevné plati. Necht plati pro n&jaké k. To znamend, ie’po ;kv DPolozed
mame jeden nirod v bod& 2*, druhy —2*. Oba tyto nirody se v pribéhu dalsich ok Staleticp
budou vyvijet stejng, jako pfivodni nirod. Vzdjemn& se neovlivni dfive ney po 2k
nebot dffve Zadny nirod nestihne dojit do bodu 0, ktery oba “podsvéty” oddélyj ;
z ndroda v bodé 2* vzniknou dva ndrody v 2 + 2%, z néroda v —2F dva nirody v J_ez-kTakie
Do bodu 0 dojdou dva nérody a ty se vyvrazdi. Do bodfi 2% 4 2% = 9k+1 , -2k _ ok _ i,fk'
dojde po jednom nirodu a ten tam zdstane. Tim je dikaz indukci hotov. e

Nyni pouZijeme jedt8 jednou tvahu z dikazu induk&ho kroku. Napidme si 7, v dvojkove
soustavé jako 2%1 4292 4 ... 4 9% kdea; > az > :+- > a,.5 Po 201 staletich budod :;ve
narody v bodech +2%1 V dalgich 262 4 ... + 2% < 291 gtaletich® se tyto nirody neovl; v
miZeme je tedy sledovat oddélend. Z nsroda v 291 se po 2°2 staletich stanoy nérody v i

= % . ’ 0 icf
291 + 2°2, analogicky pro narod v —291. Takto pokratujme déle (podrobny diikaz gyzzle(l)hl
op&t probihat indukei). zjistime, Ze po n staletich bude v naSem svéts 2¢ nérodd, jejich polohy

jsou £2%1 & 292 4 ... 4 2% (bereme vSechny kombinace plus a minus).

Jiné mo#né FeSeni, zvolené &4sti Fediteldl, vyu#ivd kombina&nich Eisel. Ta udéva
ndrodd, které by to piislu¥ného mista doBly, kdyby se vzdjemn& nevradily. Parita
& lichost) kombinaéniho &fsla udava, zda na odpovidajicim mist& bude nebo nebude
Nevyhoda toho popisu polohy nérodd je v tom, %e neni tak “konstruktivni”, tim myslim to
Ze kdyZ ndkdo zadd n = 13545163, je potfeba po&itat viechna kombinagn{ &sla (™) (nebo
aspoii jejich paritu) coZ neni zrovna zividénihodna &innost. P#i nafem popisu staZf zapsat g
ve dvojkové soustavé a hned napfiklad vidime, kolik bude celkem narodf (2¢iferny soutet)

i pocty
(sudost
néarod.

5.aloha Necht X je n prvkova mno¥ina. Zjist&te, jaky je soudet &isel |4 N B|, pokud za
(4, B) dosazujeme postupné vSechny dvojice podmnoZin mnoZiny X. |M | ozna&uje potet
prvkd mnoZiny M. :

Ozna¢me M’ mnoZinu X \ M (pro M &sti X).

Existuje 2" réznych podmnoZin mnoZiny X, a tedy existuje (2")% = 4" rlznych uspofi-
danych dvojic podmnoZin mnoZiny X. Rozdélime viechny tyto pary (A, B) na 4™~ &tvefic
obsahujicich dvojice (4, B), (4',B), (4,B’) a (A", B'). Dostaneme tedy rozdéleni mnoi-
ny vSech usporddanych dvojic podmnoZin mnoZiny X na disjunktni &tvefice (nebot zfejmd
A = (A'), a tedy Etvefice odvozend od libovolného z pard (4', B), (4,B’) a (4, B') je
totoZnd s Ctvefici odvozenou od paru (4, B) - Etendf si snadno ovsf{ sam).

KaZdy prvek mnoZiny X patf{ bud do A nebo do A’ (resp. do B nebo do B'), a tak tedy"
patii do pravé jedné z mno%in AN B, A'N B, ANB' a A' N B'. Vidime, e celkové mnozstvi
prvki ve &tvefici je n. Protoze je 4"~ ! &tvefic, je soudet mnozstvi prvkd viech mnoin typu

D)

AN B roven n.4"-1,

Komentare k 7. sérii

4Potétek je tam, kde byl ptivodni nérod, jednotka je sto mil.
Ss je tedy ciferny soudet &isla n ve dvo jkové soustavé
S2de vyu¥ivime toho, ze 2% = 1 + ZESok;
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