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Komentare k 5. serii 

1. uloha Nekonecny ctvereckovany papfr obarvfme 7 barvami. Dokazte, ze lze vybrat 1948 

radk11 a 198!:J sloupd1 tak, aby vsechny jejich prusecfky mely stejnou barvu. 

Tato 1'.iloha je pomerne jednoducha: uvazujme nekonecne siroky pas o vysce 7 . 1947 + 1. 

Kdykoli obarvfme polfcka v jednom sloupci sedmi barvami, bude mezi nimi nektera, kte

ra se vyskytuje aspon 1948-krat. Pocet zpusobu, jak obarvit sloupec, je p = 77·1947+1. 

Vezmeme-li libovolnych 1988P + 1 sloupc11, najdeme mezi nimi 1989, ktere jsou obarveny 

aitejne. Provedeme-li pak v nich vyse uvedenou 1'.ivahu, dostaneme prfslusnych 1949 radku (ve 

.,,,-sech sloupdch stejne). 

2. i1loha Tecko se sklada ze dvou kolmych usecek delky 2 takovych, ze koncovy bod jedne 

z nich splyva se stredem druhe (viz. obrazek). Rozhodnete, jestli lze do ctvece o strane 18 
umfstit 

(a) 240 
(b) 340 

tecek tak, aby byla po dvou disjunktni. 

TECKA - HACKO TECKA - KONSTRUKCE 

Mejme nejake male£> 0 a dejme k sobe dve tecka tak jako na prvnfm obrazku. Vzdale

nost vodorovnych nozicek necht je £, vzdalenost svislych 2 + 5£. Tato dve tecka ( disjunktni) 

muzeme zabalit do utvaru, ktery nazveme hackem. Svisle nozicky hacka budou mit sirku 2£, 

vodorovna 3e; delka svislych nozicek bude 2+ 3£, delka vodorovne nozicky (bez casti spolecne 

se svislymi) take. Vsechny uhly jsou pochopitelne prave. 

Ted' budeme skladat hacka dohromady. Vyznacme si uzly ctvercove site o strane 1 + 5£ 

a sachovnicovite je obarveme modrou a cervenou (nebo treba zelenou a fialovou) . Kazdy 

uzel bude stredem nejakeho hacka, na modre dame vodorovna, na cervene svisla. Vzhledem 

k tomu, ze cele hacko se vejde do obdelnika o stranach 2 + 7£ a 2 + 3£, bude ke kazdemu 
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,v . . 1 1v, h J·t _, by se 5 niin mohla pfekryvat (ctyri stejne barvy. ctyfi 
hacku ex1stovat Jen osm ca sic , , era -. · , . . 

. I' , -: l-r•·va1 11 f' h11do11 . opacne). Snadno S I l'OZlfl.\'S llJJe, zc S(' J)lf' \ ·' . V ) V. v, 

Z I 
, , . I· . I . ·I I I IIJJl'(J,-;t r<'d n·lk(;IIO ct \ "f' J'('C (J st l'illl\' , ~ IJJ('lt IIH'IISI (J st l'alll' 

\"() Ill(' 11.Ylll Si t la ,. ,l l.\l I() 1 · . , r v v ,v 

15(1 + 5 -) b h ., , 162 = 256 uzlu. Zvolime-li nyni e < 1/82, budou vsechna nase hacka ve 
c , o sa UJICI , , , h · l 'h 

v • t • , tv dem a stranou 17 + 82e < 18 (vyplyva to z uva y mmu e o odstavce ctverc1 se s eJnym s re _ . v , V 

o tom, do jakeho obdelnika lze tecko uzavfit, 82 = 5 · 15 + '~• tedy uvnitr velkeho ctverce. 
Do vnitrku kazdeho hacka lze da.t dve disjunktni tecka, takze dohromady takto umistime 

512 > 340 > 240 tecek. Jsou tedy obe moznosti proveditelne. 

3. uloha Hvezdicka se sklada ze sesti usecek delky 1, vychazejicich ze spolecneho koncoveho 
bodu tak ze sousedni sviraji uhel 60° (viz. obra.zek; na obou obra.zcich delka 1 odpovida 

jednomu ~entimetru). Rozhodnete, jestli lze do kruhu o polomeru 100 umistit ~ 
(a) 28001 
(b) 34001 
(c) 40001 

hvezdicek tak, aby byly po dvou disjunktni. 

• • • • • 

l·Z·Z·Z·I 
• • • • • 

HVEZDICKY - LEMMA HVEZDICKY ·_ ROVNOBEZNIK 

Reseni teto ulohy bude silne pripominat reseni prvni ulohy lonske posledni serie. Nejprve 
uka.zeme, ze moznost (c) je vyloucena. K tomuto ucelu nejd.riv ukazeme, ze stredy libovolnych 
dvou disjunktnich hvezdicek maji vzdalenost vetsi nez 1. i/', 

Mejme dve hvezdicky, jejichz stfedy maji vzda.lenost nejvyse 1. Nejprve si uvedomme, _.,.,,,., 
ze v libovolnem uhlu s vrcholem ve stredu hyezdicky a velikosti aspon 60° se nachazi aspon 
jedno rameno. Uvazujme uhel, jehoz jedno rameno je spojnice stredu hvezdicek (viz. obra.zek) 
a ktery ma velikost 60°. Rameno, ktere tak dostaneme, je urcite ze stredu druhe hvezdicky 
videt pod uhlem aspon 60° (rozmyslete si, kde muze lezet jeho koncovy bod). V takovem 
uhlu pak bude urcite lezet nektere rameno druhe hvezdicky. Protoze ale libovolny bod ramene 
prvni hvezdicky ma od stfedu druhe vzdalenost nejvyse 1, nemohou byt ramena disjunktni. 

Jestlize okolo stredu kazde hvezdicky udela.me kruh o polomeru 1/2, budou tyto kruhy 
disjunktni. Kazdy z nich ma plochu 1r / 4 a protoze budou lezet ve velkem kruhu o plose 100001r 
(rozmyslete si, ze tam opravdu lezi cele), bude jich nejvyse 40000. 
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Ted' 11k;\Z('lll<!, ze do kr11l111 lzc 11mistit ~{£1()01 hvezdicek. coz bucle odpovecf na (a) i (b). 

tl\'aZ1ljt11<· hod_,· () sn11rad11idcl1 (u, + ,,f'l.)/. ,,l/?./2). kc!<- J>. ,, prnhfli~.ii ('(•l;'l cis];\ {jso11 In 

vrcholy troji'.tlt<'l11ikove site o st.ra11e l). Spocftejuw, kolik jich bude v kruh, 1 se stejny111 stfecleni 
a polomerem 100- l. Umfstfrne-li totiz do takoveho bodu stred libovolne natocene hvezdicky, 
bude cela V puvodnfm kruhu. 

Kazdemu takovemu bodu muzeme pfifadit mnozinu tech bodu (x, y), pro ktere je p- ½ ~ 
(x _ y/../3)l::; p + ½, q - ½ ::; 2y/(lV3) ::; q + ½ (je to rovnobeznfk - viz. obrazek). Snadno 
se ukaze, ze tyto rovnobezniky pokryvaji kruh o stejnem stredu a polomeru 100 _ t _ l../3/2 
(l./3/2 je pul delky delsi uhlopffcky rovnobeznfka). Protoze ale kazdy z nich ma plochu 
t2./3/2, musi jich byt aspon 

1r (100-(1 + ../3/2)t)2 

[2../3/2 

coz pro 1 < l ::; 1.01 muzeme odhadnout 

1r ( 100 - {l + ../3/2)t)2 < 1r ( 100 - (1 + V3/2)) 
2 

..:._ 
[2.,/3/2 _ 1.012../3/2 - 34246.4 > 34001. 

Zbyva ukazat, ze do uzlu prislusne site lze umistit stredy disjunktnich hvezdicek. Umistime 
nejprve hvezdicky tak, aby ramena byla ve smerech k sousednim stredum. Rozmyslete si, ze 
pokud je nynf pootocfme vsechny o dostatecne maly {ale nenulovy) uhel a, budou disjunktnf. 

Jedno i ztratil kazqy, kdo odhadoval pocet hvezdicek zpusobem, ktery by dost tezko sel 
zobecnit na libovolny polomer a uz pri polomeru 1000 by se docela zapotil. No a -2i si 
vyslouzil ten, kdo dokazal nejake nepravdive tvrzenf. 

4, uloha Dokazte, ze mezi kazdymi sesti nezapornymi celymi cisly lze najit x a y tak, ze 
x=f.ya 

5 Ix - YI < (x + l)(y + 1) 

Tady jsem na poslednf chvili upravil zadanf - puvodne se uloha neomezovala na cela cisla. 
_dohuzel se ukazalo, ze se tim pffklad prilis zjednodusil, protoze drtiva. vetsina reseni toho 
{_.,odstatnym zpusobem vyuzfvala. Ostatnf vyuzili toho, ze petka neni zas az tak velke cfslo. 

Abyste se nedtili ochuzeni, vytesfte si puvodnf ulohu v osme serii. 
Oznacfme-li nasich sest cfsel {ruznych - resitele, kteri se nesnazf vyuzft kazde skulinky 

v zadanich, to pochopili) a1, ... , ao tak, aby a1 < · · · < a5, potom indukd podle n snadno 
uka.zeme, ze an ~ n - l. Je tedy ao > as ~ 4. Polozfme-li pak x = a5, y = as, dostaneme 
okamzite y+ 1 ~ 5, x+ 1 > x ~ x-y = Ix - YI a vyna.sobenfm snadno (x+ l){y+ 1) > 5 Ix - YI• 

5. uloha Mistnost ma tvar 3n-uhelnfka (ne nutne konvexniho ). Dokazte, ze do mistnosti 
lze rozmfstit n hlf dacu tak, aby dohromady videli celou mfstnost {hlfdac vidf do vsech smeru 
ale ne skrz zed'). 
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A 

TRIANGULACE 

Tato llloha poch;izf z celostatnfho kola 40. roCDfku matematicke olympiOdy (Nitra 1991) .• 
Nejprve je treba si ujasnit, co je to mnohouhelnfk. Definice rfka., ze je to omezena. ca.st 
roviny, ohranicena. jedinou neprotinajfd se lomenou carou. Doka.zeme si pomocne tvrzeni 
o triangulaci: 

Lemma: Kazdy n-u.helnfk lze rozdelit u.blopffckami na n - 2 trojubelniku s vrcboly ve 
vrcholech ptivodniho n-6.helnika. 

Dukaz: Je tam n, takze indukd; pro n = 3 je to ~rejme. Uka.zeme-li, ze kazdy n-uhelnik 
lze rozdelit uhloprickou na dva mnohouhelniky, budou mit oba mene vrchoHi nez puvodni 
a princip matematicke indukce obstara zbytek. Vyberme si libovolny vrchol A, pri kterem 
je vnitrnf uhel ostry (rozmyslete si, ze existuje), -oznacme sousedni vrcholy B, C (sleduj 
obra.zek). Pokud trojuhelnik BAC neobsahuje uvnitr zadny vrchol, staci vzft uhloprfcku BC. 

Nechf je tedy uvnitr troj{1helnfka BAC jeste alespon jeden dalsf vrchol. Zaved'me soustavu 
souradnic tak, aby vrchol A byl pocatkem, BC byla rovnobezna s osou x a B a C mely y
ovou souradnici (stejnou) kladnou. Oznacfme-li pak X ten z vrcholu uvnitf BAC, ktery ma 
nejmensf soufadnici y, snadno nahledneme, ze uhloprfcka AX nemuze protinat zadnou stranu 
mnohouhelnika; muzeme ji tedy pouzft. 

Rozmyslete si pro zajfmavost, ze z platnosti lemmatu uz plyne, ze vzdy lze A vybrat 
tak, aby slo pouzft prvnf zpusob (odfiznutf trojuhelnfka BAG) - stacf vzft takovy vrchol, 
ze ktereho nevycha.zi zadna. uhlopficka triangulace. Jenze pfi dukazu tvrzeni se nemuzeme 
op frat o jeho platnost. 

Ted' oznacime vrcholy 3n-uhelnika cisly 1, 2, 3 tak, aby kazdy trojuhelnik triangulac~ 
mel vrcholy s temito tremi cfsly. Zacft muzeme libovolnym trojuhelnikem, pokracujeme takr-,, 

:.,, abychom vzdy ocislovali vrcholy nektereho trojuhelnfka, ktery sousedi stranou s nekterym uz 
ocfslovanym - dva vrcholy uz ocfslovane ma.me, do tretiho tedy dame zbyvajid cislo. Abychom 
vedeli, ze to pujde, staci si uvedomit, ze graf, jehoz vrcholy odpovfdaji trojuhelnikum trian
gulace a jsou spojeny hranou pokud trojuhelniky sousedi, je strom. Souvislost plyne z toho, 
ze 3n-uhelnik je souvisly a neexistence kruznic z vyse uvedene definice mnohouhelnika. 

Zbytek tvrzeni uz je jednoduchy. Jedno z cisel 1, 2, 3 se urcite vyskytuje nejvyse n-krat. 
Postavme hlfdace do techto vrcholu. Kazdy trojuhelnik ma jeden vrchol s timto cislem a je 
obhospodafen prislusnym hlidacem a trojuhelniky dohromady davaji cely 3n-uhelnfk. 
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