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Komentare k 5. sérii

1.iloha Nekonedny &tvereckovany papir obarvime 7 barvami. DokaZte, Ze lze vybrat 1948
fadki a 1989 sloupct tak, aby vsechny jejich priiseciky mély stejnou barvu.

Tato iloha je pomé&rné jednoducha: uvazujme nekonelné Siroky pas o vysce 7 - 1947 + 1.

Kdykoli obarvime policka v jednom sloupci sedmi barvami, bude mezi nimi néktera, kte-

r4 se vyskytuje aspoh 1948-krat. Podet zpisobfi, jak obarvit sloupec, je P = 77194741

Vezmeme-li libovolnych 1988P + 1 sloupcil, najdeme mezi nimi 1989, které jsou obarveny

tejné. Provedeme-li pak v nich vy$e uvedenou ivahu, dostaneme pfislusnych 1949 fadk (ve
aéech sloupcich stejné).

2.uloha Técko se sklddd ze dvou kolmych tiseCek délky 2 takovych, Ze koncovy bod jedné
z nich splyvéa se stfedem druhé (viz. obrazek). Rozhodnéte, jestli 1ze do ¢tvece o strané 18
umistit

(a) 240

(b) 340

técek tak, aby byla po dvou disjunktni.
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M&jme n&jaké malé € > 0 a dejme k sob& dvé tétka tak jako na prvnim obrézku. Vzdale-
nost vodorovnych no#i¢ek necht je €, vzdalenost svislych 2 + 5¢. Tato dvé téka (disjunktni)
mtZeme zabalit do titvaru, ktery nazveme hackem. Svislé noZitky hacka budou mit Sitku 2e,
vodorovn4 3¢; délka svislych noZicek bude 2+ 3¢, délka vodorovné noZicky (bez Casti spoletné
se svislymi) také. VSechny ihly jsou pochopiteln& prave.

Ted budeme skliddat ha¢ka dohromady. Vyznaéme si uzly &tvercové sité o strané 1 + Se
a Sachovnicovité je obarvéme modrou a &ervenou (nebo tfeba zelenou a fialovou). Kazdy
uzel bude stfedem né&jakého hicka, na modré ddme vodorovnd, na Zervené svisld. Vzhledem
k tomu, e celé hatko se vejde do obdélnika o strandch 2 + 7e a 2 + 3¢, bude ke kaZdému
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1 osm dalSich, kters by se s niin mohla piekryvat (Etyfi stejné barvy, &ty

ryval nebndor.

Jléhio ctverce o strane I8 maéli mendf o strans
. P a? [y v = G

15(1 + 5¢), obsahujici 162 = 256 uzlil. Zvolime-li nyni & < 1/82, budou vSechna naSe hatka ve

A AR OA IS (vyplyva to z ivahy minulého odstavce
82 = 515+ 7), tedy uvnitf velkého &tverce,

takZe dohromady takto umistime

hacku existovat jer
opatné). Snadno si rozmysline. ze se piek
Zvolme nyni sit tak, abychom uprost fed v

¢tverci se stejnym stfedem a
o tom, do jakého obdélnika lze té&ko uzavrit,
Do vnit¥ku kazdého hacka lze dat dvé disjunktni técka, ;
512 > 340 > 240 tétek. Jsou tedy ob& moZnosti proveditelné.

3.uloha Hvézditka se sklada ze Sesti fiseCek délky 1, vychézejicich ze spoleé‘ného koncového
bodu tak, Ze sousedni sviraji fthel 60° (viz. obrazek; na obou obrézcich délka 1 odpovida

jednomu centimetru). Rozhodnéte, jestli lze do kruhu o poloméru 100 umistit ﬁ
(a) 28001
(b) 34001
(c) 40001
hvézditek tak, aby byly po dvou disjunktni.
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HVEZDICKY - LEMMA HVEZDICKY - ROVNOBEZNIK

Reseni této ulohy bude siln& pfipominat feSeni prvni ilohy lofiské posledni série. Nejprve
ukaZeme, e moZnost (c) je vyloucena. K tomuto &elu nejdf{v ukiZeme, Ze stfedy libovolnych
dvou disjunktnich hv&zdi¢ek maji vzdalenost v&tsi nez 1. a

Méjme dvé hvézdicky, jejichZ stfedy maji vzdalenost nejvySe 1. Nejprve si uvédomme,\ >
e v libovolném thlu s vrcholem ve stfedu hvézdicky a velikosti aspoh 60° se nachazi aspon
jedno rameno. UvaZujme tihel, jeho# jedno rameno je spojnice stfedfi hvézdicek (viz. obrazek)

a ktery mé velikost 60°. Rameno, které tak dostaneme, je uréité& ze stfedu druhé hvézdicky
vidét pod tihlem aspoii 60° (rozmyslete si, kde miZe leZet jeho koncovy bod). V takovém
ihlu pak bude uréité leZet nékteré rameno druhé hvézdicky. ProtoZe ale libovolny bod ramene
prvni hvézdigky mé od stfedu druhé vzdalenost nejvyse 1, nemohou byt ramena disjunktni.

JestliZe okolo stiedu kaZdé hvézdicky ud&ldme kruh o poloméru 1/2, budou tyto kruhy
disjunktni. KaZdy z nich m4 plochu 7 /4 a protoZe budou leZet ve velkém kruhu o plose 100007
(rozmyslete si, Ze tam opravdu leZi celé), bude jich nejvyse 40000.
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Ted ukazeme, Ze do kruhn lze nmistit 34001 hvézdicek, co# bude odpovéd na (a) i (b).
(jsml to
vreholy trojiihielnikové sité o strané ). Spocitejme, kolik jich bude v krulin se stejnyimn stfeden,
a polomérem 100 - I. Umistime-li totiZ do takového bodu stfed libovolné natotend hvézdicky,
bude celd v piivodnim kruhu. .
Kazdému takovému bodu miiZeme piifadit mnoZinu t&ch bodf (z, y), pro které je p— -i- <
(z - y/ﬁ)[ <p+ %, g- :15 <2y/(IV3) < g+ % (Je to rovnobé&znik - viz. obrazek). Snadno
se ukaze, e tyto rovnobéZniky pokryvaji kruh o stejném stiedu a poloméru 100 — [ — 1v/3/2
(1v/3/2 je piil délky deli Ghlopfitky rovnob&inika). Protoe ale kazdy z nich mé plochu
12\/5/2' musi jich byt aspoi

Uvagnjine body o souffadnicich ({p + q/2)1. qfﬁ/‘.{). kde p. g probihaji celq Hsla

P 7 (100 =14 ﬁ/2)1)2

.

124/3/2

co# pro 1 <! < 1.01 miZeme odhadnout

m (100 (14 \/5/2)1)2 T (100 - (1 + v3/2)) y
124/3/2 - 1.0124/3/2

= 34246.4 > 34001.

Zbyvé ukazat, Ze do uzll piisludné sité 1ze umistit stfedy disjunktnich hvézditek. Umistime
nejprve hvézdicky tak, aby ramena byla ve smérech k sousednim stfedfim. Rozmyslete si, Ze
pokud je nyni pooto¢ime viechny o dostatetn& maly (ale nenulovy) tihel «, budou disjunktni.

Jedno i ztratil kaZdy, kdo odhadoval poCet hvézditek zpfisobem, ktery by dost tézko el
zobecnit na libovolny polomér a uZ pfi poloméru 1000 by se docela zapotil. No a —2; si
vyslouZil ten, kdo dokdzal néjaké nepravdivé tvrzeni.

4.uloha Dokaite, Ze mezi kaZdymi Sesti nezdpornymi celymi &isly lze najit z a y tak, Ze

z#£Yya
Sl —yl < (z+1)(y+1)

Tady jsem na posledni chvili upravil zadani — ptivodné se iloha neomezovala na celé &isla.

dohu‘z’el se ukazalo, Ze se tim piiklad pfili§ zjednodusil, protoze drtiva vétsina feSeni toho

odstatnym zplisobem vyuZivala. Ostatni vyuzili toho, Ze pétka neni zas aZ tak velké &islo.
Abyste se necitili ochuzeni, vyfeSite si ptivodni lohu v osmé sérii.

Ozna&ime-li naSich Sest Cisel (rznych — feSitelé, ktefi se nesnaZi vyuzit kazdé skulinky

v zadénich, to pochopili) a1,...,as tak, aby aj < -+ < ag, potom indukei podle n snadno

ukaZeme, Ze an > n — 1. Je tedy ag > a5 > 4. PoloZime-li pak ¢ = ag, y = a5, dostaneme

okamZité y+1 > 5,241 > £ > z—y = |x — y| a vynasobenim snadno (z+1)(y+1) > 5|z — y|.

5.uloha  Mistnost ma tvar 3n-ihelnika (ne nutn& konvexniho). Dokaite, Ze do mistnosti
1ze rozmistit n hlidag# tak, aby dohromady vidéli celou mistnost (hlida& vidi do vSech sméril
ale ne skrz zed).
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TRIANGULACE

Tato tiloha pochdz{ z celostatniho kola 40. roéniku matematické olympiady (Nitra 1991).'
Nejprve je tfeba si ujasnit, co je to mnohoihelnik. Definice fikd, Ze je to omezena East
roviny, ohrani¢ens jedinou neprotinajici se lomenou Carou. DokdZeme si pomocné tvrzeni
o triangulaci:

Lemma: {aZdy n-thelnik lze rozdélit thloprickami na n — 2 trojihelnikd s vrcholy ve
vrcholech ptvodniho n-thelnika.

Diikaz: Je tam n, takZe indukci; pro n = 3 je to zfejmé. UkaZeme-li, Ze kaZdy m-thelnik
1ze rozdélit dhlopfickou na dva mnohothelniky, budou mit oba méné& vrcholé ne# ptivodni
a princip matematické indukce obstars zbytek. Vyberme si libovolny vrchol A, pfi kterém
Je vnitfni dhel ostry (rozmyslete si, ze existuje), oznaéme sousedni vrcholy B, C (sleduj
obrazek). Pokud trojiihelnik BAC neobsahuje uvnit¥ Zadny vrchol, sta&i vzit thlopficku BC.

Necht je tedy uvnit trojihelnika BAC je3t& alespof jeden dal$f vrchol. Zavedme soustavu
souradnic tak, aby vrchol A byl po¢itkem, BC byla rovnob&ina s osou £ a B a C mély y-
ovou soufadnici (stejnou) kladnou. Oznaime-li pak X ten z vrcholdi uvnit¥ BAC, ktery ma
nejmensi souradnici y, snadno nahlédneme, #e hlopficka A X nemtZe protinat Zddnou stranu
mnohothelnika; miZeme ji tedy pouzit.

Rozmyslete si pro zajimavost, Ze z platnosti lemmatu u# plyne, Ze vidy lze A vybrat
tak, aby Slo pouZit prvni zpiisob (odf{znut{ trojihelnika BAC) - sta& vzit takovy vrchol,
ze kterého nevychdzi Zadna thlopficka triangulace. JenZe pfi diitkazu tvrzeni se nemtizeme
opirat o jeho platnost,

Ted oznacime vrcholy 3n-tihelnika &isly 1, 2, 3 tak, aby kazdy trojihelnik triangulace
mél vrcholy s témito tiemi &isly. Zacit miiZzeme libovolnym trojithelnikem, pokracujeme takn
abychom vZdy ocislovali vrcholy nékterého trojihelnika, ktery sousedi stranou s nékterym u =
ocislovanym — dva vrcholy uZ oéislované mame, do tfetiho tedy dame zbjvajici &islo. Abychom -
v&dEli, Ze to piljde, staci si uvédomit, Ze graf, jehoz vrcholy odpovidaji tro Juhelnikim trian-
gulace a jsou spojeny hranou pokud trojihelniky sousedi, je strom. Souvislost plyne z toho,

Ze 3n-ihelnik je souvisly a neexistence kruZnic z vySe uvedené definice mnohotihelnika.

Zbytek tvrzeni uZ je jednoduchy. Jedno z &isel 1, 2, 3 se uréit& vyskytuje nejvyse n-krat.
Postavme hlidace do téchto vrcholii. KaZdy trojihelnik mé jeden vrchol s timto &islem a je
obhospodaften prislusnym hlidacem a trojihelniky dohromady diva ji cely 3n-thelnik.
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