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Komentare k 4. serii 

1. uloha V ctyrstenu ABC D jsou kazde dve protilehle hrany stejne dlouhe. Ukazte , ze 
a) vsechny telesove vysky jsou stejne dlouhe 
b) pro kazdy vnitrni bod ctyrstenu je soucet jeho vzdalenosti od jednotlivych sten ctyrstenu 

stejny. 

Je evidentni, ze vsechny steny ctyrstenu maji tyz obsah S - jsou to totiz shodne troj-
uhelniky. Je nyni V nejaka telesova vyska V ABCD . 

• 
a) Podle znameho vztahu pro vypocet objemu ctyrstenu je v = 6 ~, kde V je objem 

BCD. Protoze ctyrsten ma jen jeden objem, musi mit vsechny vysky tutez velikost. 
b) Ctyrsten ABCD si rozdelime na ctyri ctyrsteny XABC, XABD, XACD, XBCD. 

Protoze X je uvnitr ABCD, je objem ABCD roven souctu objemu malych ctyrstenij, tedy 

1 1 , 1 1 1 -vs= -XvS + -Xc S + -XsS + -XAS, 
6 6 6 6 6 

kde XA , .. . , Xv jsou vzdalenosti bodu X od jednotlivych sten ctyrstenu. A je to. 

2. uloha Vnitrnim bodem ctyrstenu jsou vedeny roviny rovnobezne se stenami ctyrste
nu tak, ze kazdy trojuhelnik vznikly protnutim roviny takto vedene ma obsah s. Zjistete 
velikost s, znate-li obsahy sten ctyrstenu a, b, c, d. Napoveda: zkuste nejprve vyresit dvou
rozmernou analogii. 

Nasledujici reseni je psano V anglictine. Chceme totiz, abyste si trochu procvicili take 
svoje jazykove znalosti (krome matematiky) . Pro uplnost je prilozeno take anglicke zadani, 
pricemz je vyresena nejprve planimetricka verze. 

Problems: (a) Three lines are drawn through a point in a triangle parallel6 to its sides. 
The segments intercepted on these lines by the triangle turn out to have the same length. 
Given the triangle's side lengths a, b, and c, find the length of the segments. 
(b) Four planes are drawn through a point in a tetrathedron parallel to its faces 7 . The 

•

ctions of the tetrahedron8 created by these planes turn out to have the same area.Given 
~e areas a, b, c, and d of the faces, find the area of the sections. 

Solution: (a)The answer is 

where r is the unknown length. We'll show this using a method that can be applied in the 
three-dimesional case as well. 

6 rovnobezne 
7 st eny 
8ctyrsten 
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Let 's first prove9 if three segments joining the vertic~s
10 

A, B , and C of a t rian T\ 
points A1 . B 1, and C1 on their opposite sides meet at po111 t P , then g e to 

PA1 + P B1 + PC1 = 1. 
AA1 BB1 CC1 

Let P Po and AAo be the altitudes11 of triangles P BC and ABC, respectively. From simil 12 
triangles A1 P Po and A1AA0, we se~ that the ratio13 PA1/ AA1 is equal14 to the r::. 
P Po/ AAo. This rat io is in turn equal to the ratio of the area of P BC to that of ABC (sin 

10 

these triangles have a common base15 ) . ce 
For similar reasons, the left side of our equation can be rewritten ( using absolute-val . ) ue signs to denote area as 

PA1 PB1 PC1 IPBCI IAPCI IABPI IABCI 
AA1 + BB1 + CC1 = IABCI + IABCI + IABCI = IABCI = l , 

completing the proof. 
Now, if P is the point considered in the problem, then by the similarity of the triangles 

cut off by the lines through P and the original triangle we get16 AP/ AA1 = r / a, so 

P A1 = AA1 - AP = l _ :_, 
AA1 AA1 a 

and in the same way 
PB1 r 
---1--
BB1 .- b' 

PC1 r 
-=1--. 
CC1 c 

Together with equation 
PA1 PB1 PC1 -+-+-=l 
AA1 BB1 CC1 

this yields the equation 

and the expression for r given above. 

(b) The solution for the three-dimensional case repeats the previous one almost without any 
changes. Four segments in a tetrahedron ABC D meeting at a point P (points are marked in 
the similar way as in the planar case) always satisfy 

P At + P B1 + PC1 + P D1 = 1. 
AA1 BB1 CC1 DD1 

9nejprve dokazme 
10vrcholy 
11vysky 
12podobne 
13pomer 
14je roven 
15maji spolecnou zakladnu 
16a = IBCI 
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The only difference in the proof is t hat we must replace the areas of triangles by the volumes17 

of tetrnhedrons. Tlwn. ifs is the 11nk11own area and A is the vertex18 opposite the face of 
tl1 <:· ar\.'a r, , 1he 11 s/o = (AJJ / Ar\ 1 ) 2 , !'or insta11cc, becau::;e 1l1e ra lio of the ~reas of siu1ilar 
figures is the square19 of their ratio of similarity, and the planes considered in the problem 
cut off from the given tetrahedron similar tetrahedrons with the ratios of similarity AP/ AA1, 
BP/BB1, and so on. 

Expressing the left side of equation 

P A1 + P B1 + PC1 + P D1 = 1 
AA1 BB1 CC1 DD1 

.n terms of the ratios s/a, s/b, s/c, s/d, we arrive at the equation 

which yields the answer 

. 2 

8 = ( a-1 /2 + b-1/2: c-1/2 + d-1/2) 

3. uloha (Pomocna uloha k 4. Jeji reseni muze!e pro 4. vyuzit, i kdyz tuto ulohu nevyre
site.) Nechf A, B, C, D jsou body v prostoru. Dokazte, ze 

l<!DABI + l<rABCI + l<rBCDI + l<rCDAI ~ 271" . 

(podle Michala Benese) Nejprve si nas utvar sklopime do roviny: najdeme bod C' v rovine 
ABD tak, aby !:::.BCD~ !:::.BC' D a usecka AC' protinala primku BD (to zajistf sklopeni 
do spravne poloroviny). Tim jsme dostali rovinny utvar - ctyruhelnik ABC' D, soucet jeho 
vnitfoich uhlu je presne e1r. Ukazeme, ze soucet uhlu v puvodnim utvaru byl mensi (ci stejny). 

Nejdriv si uvedomme, ze IACI ~ IAC'I• Je-li totiz X prusecfk primek BD a AC' ' je 
r.ialAC'I = IAXI + IXC'I = IAXI + 1xc1 ~ IACI , kde poslednf uprava je trojuhelnikova nerov-
.. nost. Nyni napisme kosinove vety pro trojuhelnfky ABC a ABC'. . 

IACl
2 = IABl

2 + IBCl2 
- 2IABIIBCI cos l<(ABCI 

IAC'l2 ~ IABl2 + IBC'l2 - 2IABIIBC'I cos l<!ABC'I 

Vzhledem k tomu, ze IBCI = IBC'I je cos l<rABCI ~ cos l<rABC'I • Protoze na intervc3.1.u (0, 1r) 
(jina velikost uhlu byt nemuze) je kosinus klesajici, plyne odsud, ze l<!ABCI ~ l<rABC'I• 

17objemy 
18vrchol 
19druha mocnina 
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Analogicky postupuJ·eme pro uhly 11 bodu D. Takze sklopenim do roviny jsrne opravct • 
, 0 • : v • • , • , 11 soucet 1111111 nezvets1li a dokazovana nerovnost pla.t 1. 

4. uloha Dokazte, ze soucet uhlu sviranych stenami ctyfstenu je 
a) mensi nez 31r 
b) vetsi nez 21r. 

(a) Scita se sest uhlu mezi stenami. Uhel mezi stenami je neco mezi nulou a rr/2. Ted 
celkem to je neco mezi nulou a 31r. Ale 31r to asi nebudou, ponevadz tezko bychom hled~ 
ctyrsten, ktery ma vsechny steny kolme. Tedy, soucet uhlu v ctyfstenu je mensf nez 3rr, coz 
bylo dokazati. Je zvlastnf, ze na toto reseni prisel cely jeden resitel. & 

Bohuzel se do zadani teto ulohy vloudila nepresnost, kvuli niz se jedna jeji cast stala takto9" 
trivialni. Uhly sviranymi stenami ctyrstenu byly puvodne mysleny vnitfoi uhly, tj. mohou 
byt i vetsi nez 1, je-li ctyfsten dostatecne ,,seslapnuty" . To zpusobi, ze dukaz toho, ze soucet 
je mensi nez 31r, je treba udelat rafinovaneji . 

Lemma: Pokud kazde stene libovolneho ctyfstenu pfifadime vektor kolmy na tu stenu 
jehoz velikost je rovna obsahu piislusne steny, pak soucet ctyf takto popsanych vektorti je 
nula. 

Dtikaz: je trivia.lni pro kazdeho, kdo zna vektorovy soucin. Plati totiz, ze uxv je vektor kolmy 
na u av, jeho velikost je rovna obsahu rovnobezniku urceneho u, v a jeho orientace je takova, 
aby uhel mezi u av byl kladny. Oznacme nyni a, b, c, d vektory z (libovolneho) pocatku do 
jednotlivych vrcholu ctyrstenu. Pak vektor prislusny stene ABC bude ½(c - b) x (a_ b) 
(jsou-li A, B , C fazeny v kladnem smyslu20 , divame-li se na ne z vnejsku. Kdyz vyjadrime 
stenym zp1isobem vsechny ctyri ,,stenove"vektory, zjistime, ze staci overit identitu 

( c - b) X ( a - b) + ( a - b) X ( d - b) + ( d - b) X ( c - b) + ( a - d) x ( c - d) = 0, 

a to je snadne. Staci vyuzit toho, ze u x u = 0 au xv= -v x u pro kazde u, v. 
Nyni uz muzeme smele pristoupit k vlastni uloze. Uvedomine si, ze uhel svirany stenami 

ctyfstenu je roven uhlu mezi prislusnymi stenovyrni vektory. Vytvorme ze ctyr stenovych vek
toni vsech sest21 prostorovych ctyruhelniku. Ole 3. Ulohy je soucet vnitfoich uhlu v kazdem 
z nich nejvyse 21r. Celkem ma.me v sesti ctyfu~elnicich 24 uhlu, tedy kazdy z uhlu sviranych~ 
dverna stenarni ctyfstenu tam bude zapocten 264 = 4-krat. Situace je totiz syrnetricka, -takze,9 1 

kazdy z uhlu bude zapocten stejnekrat. Vime tedy, ze ctyrnasobek souctu uhlu sviranych 
stenami ctyfstenu je nejvyse roven 6 · 21r, coz po vydeleni ctyrmi da.va pozadovane. Rovnost 
nenastava., stenove vektory totiz nemohou lezet v jedne rovine (jinak by steny splyvaly), 
a tudiz v jednotlivych ctyruhelnicich bude platit ostra. nerovnost. 
(b) Lemma: Svfraji-li spolu dve roviny uhel o: = ILP XQI, IPXI = IQXI, pak pro libovolny 
bod Y na prtisecnici je /3 = ILPYQI ~ o: 

20proti smeru hodinovych rucicek 
21 Jeden z nich si zvolime jako pevny. K nernu rnuzeme zbyle tri pridat 3! = 6 ruznymi 

zpusoby. 
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D,H:az: 

' ' l<JPI 
ta11 µ/ 'l. == 2jS'Yj 

IQPI 
tan a/2 = 21sx1 

Protoze ISXI :S jSYI, je i tan/3/2 ~ tan a/2, cimz dfky rostoucnosti funkce tangens na (0, 1r) 
dostavame /3 :S o:, coz bylo dokazati. 

Oznacim-li si uhly sten ctyrstenu a.1 1 • • • 1 0.5 a uhly pri vrcholech ctyrstenu !31, !32, ... 1 /312 , 
pak z lemmatu dostavam 

• 6 12 

2 I: O.i ~ I: /3i = 41r 
i=l i=l 

(nebot uhly /3i tvori ctyri trojuhelniky) , po vykraceni 

6 

I:ai ~ 21r, 
i=1 

coz takrka bylo dokazat - staci uz jen vyloucit rovnost. Je zrejme, ze soucet uhhi tri sten 
-nemuze byt 1r I nebot pak by tyto steny byly kolme na podstavu a nebyl by to ctyrsten, 
nybrz, jak si snadn~ pfedstaviti, kolmy trojboky hranol (bez vrchnf podstavy). 

5. uloha Na sfere (tj. na kulove plose) jsou body A, B, C, A', B', C' tak, ze usecky AA', 
BB' a CC' se protinaj(v bode P, IAA'I = IBB'I = ICC'! a koule prochazejicf body A, B, 
C a P se dotyka koule prochazejicf body A', B', C' _ a P. Musi byt IAPI = I B Pl = IC PI? 
Odpoved' dokazte. 

Jelikoz se koule (oznacme ji k1) prochazejicf body A, B, Ca P dotyka koule {oznacme 
ji k2) prochazejici body A', B' , C' a P, maji k1 a k2 spolecny prave jeden bod a to bod 
P. Snadno nahledneme, ze koule k2 je obrazem koule k1 ve stejnolehlosti se stredem P a 
koeficientem steJnolehlosti22 f = -rk2 /rk1 • Polozme c = -f Tedy plati 

A\ clAPI = IPA'I, clBPI = IPB'I, cjCPI = IPC'j . -Vyuzitim rovnosti IAA'I = IBB'I = ICC'I nyni dostavame 

IAPI + cjAPI = IBPI + cjBPI = ICPI + cjCPj. 

Zrejme (1 + c) > 0, a proto musi platit IAPI = IBPI = ICPj. 
V zadani, ktere bylo rozeslano doslo k malicke chybe. Omylem byl bod P v otazce nazvan 

jinym pfsmenem - ... Musi byt IAOI = IBOI = ICOI? ... Naprosta. vetsina fesitelu to vsak 
pochopila a vetsina z nich take ulohu spravne vyresila. Ti, co to nepochopili se rozpadaji 

22rk
1 

(resp. rk
2

) je polomer koule k1 (resp. k2) 
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hadfn ~ 

do dvou skupin. Jeden resitel nas precenil - zvolil si bod O sice r(1zn_y od p 
{1lohu dokazal ja.ko pomocne tvrzenf. Dalsf resitele ll r\S t rocl111 poclc:euili. liekr,a!e ~Pravnou 

jc obecuf pak sc: vsak oclpodid' 11a 11asi ot[Lik11 sl:L\";l 1ri,·i;'d11f. .l1•jic]1 IJudov/t• ze bod o 
· k' N · d t y y•1·d , bl 10 d 11 0,· -proto trochu problematic e. a Je nu s ·ranu vyres1 1 za any pro em vlastne s , d :!111 j1, 

by tudfz nespravedlive jirn nejaky bod z peti strhavat ), na druhou stranu vsak k ~ra:7ne (byJ0 

ctenar23 snadno nahledne, ze pro nejaky bod O v prostoru a dane rihne body A a;dy Pozorny 

IAOI = IBOI = 1co1. (bylo by tedy nespravedlive vt1ci ostatnfm, co l'.tlohu ne' '~ neplatf 
V y y• l O ' y 1 b d • ) N k · ( 1 poslah ud ·1· temto res1te um vice nez nu a o u . a onec Jsrne ne se zce a cistym svedo , ' e 1t 

temto resitelurn 2 t Oi bodu. Z tech resenf, ktera se zabyvala spravnym zad 1:11?1) udelili 
nejvfce lfbila resenf Tomase Barty a Eugena Kovace. anim, se rni 

23 B h y 1 y, d , , • , y 0 uze za ny pozorny ctenar nenf mezi tvurci zada.nf semina.re. 
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