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Komentare k 4. sérii

1.dloha V &tyfsténu ABCD jsou kazdé dvé protilehlé hrany stejné dlouhé. Ukaite, Ze

a) viechny télesové vysky jsou stejné dlouhé

b) pro kazdy vnitini bod &tyfsténu je soudet jeho vzdalenosti od jednotlivych st&n &tyfsténu
stejny.

Je evidentni, Ze vSechny stény &tyfsténu maji ty# obsah S — Jsou to totiZ shodné troj-
thelniky. Je nyni v n&jaka télesova vyska v ABCD.
. a) Podle zndmého vztahu pro vypolet objemu Ctyfsténu je v = 6%, kde V je objem
BCD. ProtoZe Ctyfstén mé jen jeden objem, musi mit viechny vygky tutéz velikost.
b) Ctyfstén ABCD si rozdélime na ¢tyfi Ctyfstény XABC, XABD, XACD, XBCD.
ProtoZe X je uvnitf ABCD, je objem ABCD roven souétu objemf malych ¢tyfsténf, tedy
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kde X4, ..., Xp jsou vzdélenosti bodu X od jednotlivych stén &tyfsténu. A je to.

2.1loha  Vnitfnim bodem &tyfst&nu jsou vedeny roviny rovnob&Zné se sténami Ctyfsté-
nu tak, Ze kaZdy trojihelnik vznikly protnutim roviny takto vedené ma obsah s. Zjistéte
velikost s, znate-li obsahy stén &tyfsténu a, b, ¢, d. Napovéda: zkuste nejprve vyiedit dvou-
rozmérnou analogii.

Nasledujici feSeni je psino v anglictine. Chceme totiZ, abyste si trochu procvidili také
svoje jazykové znalosti (kromé& matematiky). Pro fiplnost je pfiloZeno také anglické zadani,
pfi¢em? je vyfeSena nejprve planimetrickd verze.

Problems: (a) Three lines are drawn through a point in a triangle parallel® to its sides.
The segments intercepted on these lines by the triangle turn out to have the same length.
Given the triangle’s side lengths a, b, and c, find the length of the segments.
(b) Four planes are drawn through a point in a tetrathedron parallel to its faces?. The
ctions of the tetrahedron® created by these planes turn out to have the same area.Given
ge areas a, b, ¢, and d of the faces, find the area of the sections.

Solution: (a)The answer is
r=2/(a 47 470,

where r is the unknown length. We’ll show this using a method that can be applied in the
three-dimesional case as well.
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Let's first prove? if three segments joining the vertices!® A, B, and ¢ of a

points Ay, By, and C; on their opposite sides meet at point P, then

PAat . PHi -~ EG— =
+ - =
AAiy BBy . CC1

tf’iangle to

I

Let PPy and AAg be the altitudes!? of triangles PBC and ABC, respectively. From similap12
triangles AjPPy and A;AAp, we see that the ratiol® PA;j/AA; is equall? tq ¢
PPy/AAo. This ratio is in turn equal to the ratio of the area of PBC to that of AB
these triangles have a common basel?).

For similar reasons, the left side of our equation can be rewritten (using absolute-

he ratio
C (since

value
signs to denote area) as
PA,  PBy  PCi _|PBC|  |APC| A |ABP| _ |ABC| _ : ’
AAy- BBy - CCi.-|ABC|. |ABC| - |ABC| - |ABC}. . !
completing the proof.
Now, if P is the point considered in the problem, then by the similarity of the triangles

cut off by the lines through P and the original triangle we get!® AP/AA4; = r /a, so

PA; _AA1—AP_1_£
DL Y O
and in the same way
PBl_l_’r‘ PCI—]_._.E
BBy~ -} Cer = ¢

Together with equation
P Al Biit P}

T4, FBa CE

1

this yields the equation
3—r(al4b 4 =1
and the expression for r given above.
(b) The solution for the three-dimensional case repeats the previous one almost without any

changes. Four segments in a tetrahedron ABC D meeting at a point P (points are marked in
the similar way as in the planar case) always satisfy

PAy PBi  PCi  PD; _ ‘\

=k
AAy " BBy 2O Cros D D

nejprve dokazme
10yrcholy

Hyysky

1250dobné

13pomér

14je roven

1"’ma.ji spole¢nou zdkladnu
164 = |BC|

.
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The only difference in the proof is that we must replace the areas of tr1angles by the volumes!?

of tetrahedrons. Then. if s is the nnl\nown area and A is the vertex!® opposite the face of
the arca a, then s/a = (AF/AA7)?. lor instance, because the ratio of the arcas of similar
figures is the square!® of their ratio of similarity, and the planes considered in the problem
cut off from the given tetrahedron similar tetrahedrons with the ratios of similarity AP/AA1,
BP/BBj, and so on.

Expressing the left side of equation

bA PR PO PUE
A4, BB CCL DD

/A :
.n terms of the ratios s/a, s/b, s/c, s/d, we arrive at the equation

which yields the answer

3 2
S ((1_1/2 + p—1/2 <5 c—1/2 == d—-l/Z) :

3.1lloha (Pomocnad floha k 4. Jeji feSeni miiZete pro 4. vyuzit, i kdyZ tuto alohu nevyfe-
site.) Necht A, B, C, D jsou body v prostoru. DokaZte, Ze

|<DAB| + |<ABC| + |<BCD| + |[<CDA]| < 2.

(podle Michala Benese) Nejprve si nés titvar sklopime do roviny: najdeme bod C' v roviné
ABD tak, aby ABCD = ABC'D a fisetka AC' protinala pfimku BD (to zajisti sklopeni
do spravné poloroviny). Tim jsme dostali rovinny Gtvar — &tyfihelnik ABC'D, souget jeho
vnitfnich hli je presné &r. UkdZeme, Ze soucet Ghldl v ptivodnim Gtvaru byl men3i (& stejny).

Nejdfiv si uvédomme, Ze |AC| < |AC’|. Je-li totiz X prisetik pfimek BD a AC', je

AC'| = |AX |+ |XC'| = [AX| 4+ |XC| > |AC|, kde posledni tiprava je trojihelnikova nerov-

nost. Nyni napisme kosinové véty pro trojahelniky ABC a ABC'.

|AC|? = |AB|? + |BC|* - 2|AB||BC| cos |[<<ABC|
|AC'|* = |AB|? + |BC'|? - 2|AB||BC’| cos |<ABC'|

Vzhledem k tomu, Ze |[BC| = [BC'| je cos|[<ABC| > cos |<xABC'|. Protoze na intervalu (0, 7)
(jind velikost 4hlfi byt nemiiZe) je kosinus klesajici, plyne odsud, %e |<ABC| < |<ABC' |-

17objemy
18yrchol
194ruh4 mocnina
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Analogicky postupujeme pro tihly u bodu D. TakZe sklopenim do roviny jsme opravd,

, a i s ” E 1 SOuéet
hlf nezvétsili a dokazovand nerovnost plati.

4.14loha DokaZte, Ze soucet Ghld sviranych sténami Ctyfsténu je

a) mensi nez 3w

b) vétsi nez 2.

(a) S&ita se Sest {thli mezi sténami. Uhel mezi st&énami je néco mezi nuloy am/2, Tedy

celkem to je néco mezi nulou a 3. Ale 37 to asi nebudou, ponévad? tézko bychom hledalj
Ctyf'stén, ktery md viechny stény kolmé. Tedy, soudet @hlil v &tyfsténu je mengf nez 3w, co
bylo dokazati. Je zvla3tni, Ze na toto feSenf pfisel cely jeden feSitel.

BohuZzel se do zadani této tilohy vloudila nepfesnost, kviili niZ se jedna jeji &4st stala ta,km@
trividlni. Uhly sviranymi st&énami &tyfsténu byly ptivodnd mysleny vnitini ahly, tj. mohoy
byt i véts{ nez -.’25, Je-li Ctyfstén dostatetné ,seslapnuty”. To zpilisobi, Ze diikaz toho, Ze souget
je men8{ neZ 3w, je tfeba udglat rafinovangji.

Lemma: Pokud kazdé sténé libovolného &tyisténu pfifadime vektor kolmy na tu stény
JehoZ velikost je rovna obsahu piislusné stény, pak soudet &ty takto popsanych vektori je
nula.

Diikaz: je trividlni pro kaZdého, kdo zna vektorovy souéin. Plati totiZ, %e uxv je vektor kolmy
na u a v, jeho velikost je rovna obsahu rovnob&zniku uréeného u, v a jeho orientace Je takovi,
aby Ghel mezi u a v byl kladny. Oznaéme nyn{ a, b, ¢, d vektory z (libovolného) po&itku do
jednotlivych vrchold &yfst&nu. Pak vektor piisludny st&n& ABC bude %(c - b) x (a- b)
(jsou-li A, B, C fazeny v kladném smyslu??, dividme-li se na né z vnéjsku. KdyZ vyjadiime
stenym zpiisobem v3echny &tyfi ,sténové“vektory, zjistime, Ze sta&i ovéfit identitu

(c=b) X (a=b)+(a—b)x(d—b)+(d—b) X (c—b) + (a—d) x (c—d) = 0,

a to je snadné. Sta&f vyuZit toho, Ze u X u =0 a u X v = —v X u pro kazdé u, v.

Nyni uZ miiZeme sméle pfistoupit k vlastni Gloze. Uvddomme si, Ze tthel svirany sténami
¢tyfsténu je roven thlu mezi pfislusnymi sténovymi vektory. Vytvoime ze Ctyt sténovych vek-
torf viech Sest?! prostorovych &tyfihelniki. Dle 3. Ulohy je soudet vnitfnich fhlit v ka¥dém
z nich nejvySe 2m. Celkem mame v Sesti Ctyfhelnicich 24 Ghld, tedy kaZdy z Ghli svirangch
dvéma sténami tyfsténu tam bude zapoéten %4 = 4-krat. Situace je totiZ symetricks, taki@
kaZdy z ahli bude zapocten stejnékrit. Vime tedy, Ze &tyfnisobek soutu ahlfi svirangch
sténami Ctyfsténu je nejvySe roven 6 - 2m, coZ po vydgleni &tyfmi déva poZadované. Rovnost
nenastava, sténové vektory totiz nemohou leZet v jedné roviné (jinak by stény splyvaly),
a tudiZ v jednotlivych &tyfahelnicich bude platit ostrd nerovnost.

(b) Lemma: Sviraji-li spolu dvé roviny thel o = |£PXQ|,|PX| = |QX]|, pak pro libovolny
bod Y na priseénici je f = |ZPYQ| < «

20proti sméru hodinovych ruéicek

21 Jeden z nich si zvolime jako pevny. K nému mé¥eme zbylé tii pfidat 3! = 6 riznymi
zplsoby.



0K Korespondenéni seminar, KMA MFF UIK, Sokolovskd 83, 186 00 Praha 8 — Karlin B

Diikaz:
E Q0
i =T e
tan 2/ 2|SY|
|QP]
0 2 — ——
ey 2|SX|

ProtoZe |SX| < |SY|, jei tan3/2 < tan /2, &imZ diky rostoucnosti funkce tangens na (0, )
dostavime f < o, coZ bylo dokéazati.

Oznaéim-li si tihly stén &tyfsténu oy, ... , ag a Ghly pfi vrcholech Etyfsténu f1, Ba, ... , P12,
pak z lemmatu dostdvam

6 12
. 2 o> Bi=an
1=1 1=1

(nebot Ghly B; tvofi &tyfi trojuhelniky), po vykraceni

6
Do > 2m,
i=1

co? takika bylo dokizat — sta&i uZ jen vylouit rovnost. Je zfejmé, Ze soucet hld tfi stén
nemtZe byt 7 , nebotf pak by tyto stény byly kolmé na podstavu a nebyl by to étyistén,
- nybrZ, jak si snadno pfedstaviti, kolmy trojboky hranol (bez vrchni podstavy).

5.tloha Na sféfe (tj. na kulové plose) jsou body A, B, C, A, B', C' tak, Ze nisetky AA’,
BB' a CC' se protinaji v bodé P, |AA’| = |BB'| = |CC’| a koule prochazejici body A, B,
C a P se dotyka koule prochazejici body A’, B’, C' a P. Musi byt |AP| = |BP| = |CP|?
Odpovéd dokazte.

JelikoZ se koule (oznacme ji k1) prochéazejici body A, B, C a P dotyka koule (oznaime
ji ka) prochézejici body A', B', C' a P, maji k1 a ka spoleény pravé jeden bod a to bod
P. Snadno nahlédneme, Ze koule ko je obrazem koule ki ve stejnolehlosti se stfedem P a
koeficientem stejnolehlosti?? ¢ = —7'k, /Tk, - PoloZme ¢ = —¢£. Tedy plati

G

Vyuzitim rovnosti |[AA’| = |[BB'| = |CC’| nyni dostavime

c|AP|=|PA'|, ¢|BP|=|PB'|, ¢|[CP|=|PC'|.

|AP| + ¢|AP| = |BP| + c|BP| = |CP| + ¢|CP]|.

Zfejmé (1 + ¢) > 0, a proto musi platit |AP| = |BP|=|CP|.

V zadani, které bylo rozeslano doslo k malické chyb&. Omylem byl bod P v otazce nazvan
jinym pismenem — ... Musi byt |[AO| = |[BO| = |CO|? ... Naprosta vétSina fesiteli to viak
pochopila a vétsina z nich také tlohu spravné vyreSila. Ti, co to nepochopili se rozpadaji

22py, (resp. Tr,) je polomér koule k1 (resp. k)

T
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do dvou skupin. Jeden feitel nas piecenil — zvolil si bod O sice riizny o P 4

filohu dokazal jako pomocné tvrzeni. Dalsf feditelé nas trochu podeeni);. Rekli‘sie ’
je obeeng. pak se viak odpoved na nasi otdzkn stavi trivialnd. Jejich bhodoye l '
proto trochu problematické. Na jednu stranu vyfesili zadany problém vlastng g
by tudiZ nespravedlivé jim n&jaky bod z péti strhavat), na druhou strany v3ak kazdy
tenai?3 snadno nahlédne, e pro n&jaky bod O v prostoru a dané riizné body A B yC
|AO| = |BO| = |CO]. (bylo by tedy nespravedlivé viici ostatnim, co tilohy ne}’)OS,lal‘ nep{ati
t&mto feditelim vice ne# nula bodi). Nakonec jsme (ne se zcela &istym syx domiml)’ ”dfl_it
témto feSitelim 2 + 0i bodf. Z t&h TeSeni, kterd se zabyvala spravnym j, dénim udgli;
nejvice libila feSeni Tomdse Bdrty a Eugena Kovdce. » 3¢ mj

Pravng (byl,
pOZOrny’

A

23 R T o o p . :
BohuZel Zadny pozorny &tenaf neni mezi tvirci zadani seminsfe.
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