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kruznici jc stejna) 

J.1/,cl = JALul = ICLi,J - :i: - z = ICI,,,J - y- z + y-x = 
= IBLal + Y - X = IBLel + Y - X = X + Y - IALel + y - X = 2x - jALcl. 

Proto IALcl = y. To znamena, ze IALcl = IBTI, a tedy M - Stred AB - je i stredem TLe, 
Takze bod Le je jednoznacne urcen body M a T. 

Nyni ukazeme, ze body C, S a Le lezi na prfmce. Uvazujme stejnolehlost h se stredem 
Ca koeficientem x+~+z. Tato stejnolehlost urcite prevadi bod Kb na Lb, Ka na La a tudfz 
k na kruznici, ktera se dotyka primky CA V Lb a primky CB V La - na kruznici l. Proto 
ovsem musi h take prevadet prfmku q - tecnu k (blizsi k C ze dvou rovnobeznych tecen) 

& na primku p - tecnu l rovnobeznou s q, blizsf k C; tedy i prunik k a q - bod S - na 
~·tmik l a p - bod Le. To ovsem znamena, ze body C, S a Le lezi na primce. 

Vime tedy, ze pro kazdou polohu bodu A, B Iezi odpovidajid bod C na primce LcS, 
Zarove11 je jasne, ze C nemuze lezet na poloprimce -+ S Le. Zbyva dokazat, ze pro libovolnou 
volbu bodu C v U lze sestrojit odpovidajid trojuhelnik ABC. Zvolme tedy nejaky takovy 
bod C v M. Ved'me bodem C tecnu ke k a jeji prusecik s p oznacme A. Zvolme B tak, aby 
!vl byl stred AB a bodem B ved'me tecnu ke k (ruznou od p). Jeji prusecik s tecnou z A 
ke k ( ruznou od p) oznacme C'. Protoze k je kruznice vepsana trojuhelniku ABC' a M je 
stred AB, lezi bod C' v U (to jsme uz dokazali). Takze body Ca C' lezi oba na primce SLe 
(jinak by nelezely v U) a na tecne z bodu Ake kruznici k (ruzne od p) (diky volbe bodu A a 
C'). Protoze tyto prf mky jsou evidentne ruzne (jedna je secnou a druha tecnou k), musi lezet 
body C, C' v jejich pruseciku a tudiz byt totozne. Takze trojuhelnik ABC =ABC' vyhovuje 
podminkam ulohy. Tim jsme dokazali, ze U je mnozinou vsech vyhovujicich bodu C. 

Tato ~ uloha by la jedna z tech tezsich, spravne ji vyresili jen dva resitele ( Michal Benes 
a Davidek Opela). Bohuzel jejich reseni nebyla prilis pekna (alespon podle meho nazoru) 
- vyuzivali analyticke geometrie, resp. trigonometrie a po rozlicnych upravach se dostali 
k Lomu, ze zkoumana mnozina je primka. 

~uloha r,e· 

Kornentare k 3. serii 

Ookazte, ze pro kazde prirozene k plati 

Lemma 1 Pro kazde k E No 

k 
""°"' (2k + l - i) hk+2 = ~ . 
. 0 1, 
t= 
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Dukaz: t\lat.cmatirkou indukci. Pro k = 0 plat.i, jc totiz (~) = (~) = ft = f2. Pomocf 
induk<-:111ho prrdpokladn a. ,,scitad \'la~t.11osti" Fibouaccibo cisel muzcme upravovat: 

coz je prvni ze vztahu, ktere chceme dokazat v indukcnim kroku. Stejne dokazeme i 'druhy 
vztah. 

- - k+I 2k + 2 - i • k 2k + 1 -i 
f 2(k+l)+2 = hk+3 + hk+2 = L ( . ) + L ( · ) = 

. 0 1, • 0 'L i= i= 

Lemma 2 Pro kazde k EN plati ff+1 = hh+2 + (-ll • 

Dukaz: Opet indukd. Pro k = l dostavarne rovnost Ji = 1 = l • 2 - 1 = fi/3 + (-1~ 
Ncchf rovnost plati pro k, dokazeme ji pro k + 1. Upravujme: ~ J 

./ 

Tim je i11<lukc11i krok i cely dukaz hot.av. 

Ted' jiz je foseni ,1loh~, snadne. Substituci j = k - i zjistime za pouziti Lemmatu 1, ze 
k'. i· ✓ I:(~:~!)= I: (2\-j) = fu•+t· Diky Lemmatu 2 je hk+l = (-1)2

k + hkhk+2 a to se 
i=O j=O 
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clik~· Lemmn 1 rovna 
k 

1 + f ""' (U·+I-i) C lk x • .. ·1· v 21-· ~ , , e OVt: JSme Z.JIStl 1, ze 
i=O l 

k 

1 + hk L ck + _1 - i) . 
. 0 1, 
i= 

Tim je dukaz hotov. 

Reseni byla vesmes shodna s autorskym (to bylo vicemene podle Michala Benese) s vy­

jimkou nekolika odvazlivcu, kteri dokazovali Lemma 2 pomoci Binetova vzorce 

2. uloha Dokazte, ze existuji ruzna cela cisla a, b, m takova, ze O < a < m; 0 < b < m a 

'i/n E N m I fn - anbn. 

Odhadem nalezneme reseni m = 5, a= 2, b = 3. lndukci dokazeme, ze tato cisla opravdu 
uloze vyhovuji, tj. ze 'i/n E N : 5 I f n - anbn. 

Pro n = 1 a n = 2 tvrzeni opravdu plati. Ukazeme, ze pokud plati pro n = k - 1 a n = k 

pak plati i pron= k + 1. Tvrzeni pron= k-1 rika, ze fn-l = 5s + 2 (n - 1) 3n-l, s EN. 
Pron= k ma.me fn =St+ 2n3n, t EN. Vyzkousejme nyni, zda tvrzeni plati pron= k + 1: 

fn+l - 2 (n + 1) 3n+l = fn + fn-1 - 2 (n + 1) 3n+l = 

= 5 (s + t) + 2.3n-l [(n - 1) + 3n + 32 (n + 1)) = 5 (s + t + 2.3n-l (-n - 2)) . 

Tedy 5 I fn+I - 2 (n + 1) 3n+1 . Tim je hotov indukcni krok a cely dukaz je hotov. 

3. uloha Mame kruznici o obvodu 1\v'S. Na jeji obvod budeme psat prirozena cisla timto 

(l'/,obem: nejprve kamkoliv zapiseme jednicku. Ve vzdalenosti 1, mereno po obvodu kruzice 

v 1dadnem smyslu (proti smeru hodinovyich rucicek), napiseme cislo 2. Stejne pokracujeme 

dale. V n-tem kroku napiseme cislo n ve vzdalenosti 1 od cisla n-1 ( opet v kladnem smyslu). 

Dokazte, ze az po libovolne mnoha krocich skoncime, bude rozdil kazdych dvou sousednich 

(tj. nejblizsich na kruznici) cisel napsanych na kruznici nejake Fibonacciho cislo. 

Lemmma 1 Pro kazde n > 1 plati 

l+v'5f (1-v'5)n-t 
fn = --- n-1 + 

2 2 
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Drikaz: S11ad110 indukci. Ovcrimc plaL11ost. pro n = 1, 2. Pia.ti-Ii tvrzeni pro n = k - L a 
11 = k. k > I, :wrt.e11w odpovidajfci rov11ost.i: 

. . I f-0i 1-/s l+v5 L-JG 
( )

k-1 ( )k-'2 h+1 = h + h-1 = 
2 

J,,._ 1 + 
2 

+ 
2 

h-2 + 
2 

_ I + v ;) 1 - v'5 - 1 - v'5 l + y'5 1 - v'5 r,: ( k· - ? ( ) ( ) k - 2 (Ji._ I + h-2) + 2 ) I+ 2 = 2 h + 2 ' 

ncbo( se snadno ovcri, zc 1
-/5 je korenem rovnice x2 = x + l. 

Le1nma 2 Zac11eme oc:fslovavanf od nuly. Po kazdem kroku budou sousede nuly Fibo-
nacci lw c[s/a, pfesneji -· v pffslusne casti kruhu je f n0f n-1 nebo naopak, pod le p,. (sudostijlichosti) n. 

Dt"1kaz: Nejprvc si ujasnime, zc Fibonacciho cisla se budou stridave zleva a zprava blizit 
k nulc. Z proccsu zapisova.ni cisel je jasne, ze cislo a 1\v'S + b, a E N, lbl :S ½ 1+2v'5 bude 
za,psa.no po a obezkh kruznicc na mist.o vzdalene lbl od nuly, pro zaporne b na opacnou stranu 
nez pro kladnc b. Diky ll vimc, ze fn = 1\v'5 fn-1 + ( l-2v'5) n-l. Protoze -1 < l-2v'5 < 0, 

( 
v'5)n-1 jc vyraz 1

- 2 
5 stridave· kladny a zaporny, a jeho absolutni hodnota klesa k nule. 

Z pfo<lchozi, pfedpredchozi a predpredpredchozi vety plyne prvni veta tohoto odstavce. 
Di'1kaz provedeme indukci. Pro prvni kroky se snadno overi, ze tvrzeni plati. Necht: plati, 

provc<lemc-li nejvyse fn kroku. Ukazeme, ze plati take provedeme-li nejvyse f n+1 kroku. 
Nccht po fn krodch vypada okoli nuly takto: fn0fn-1 (opacny pfipad se dokaze zcela stejne). 
Chcemc ukazat, ze prvni cislo, kterc padne do oblouku f nfn-1 je f n+1. Podle pfedchoziho odstavce tam t.oto cislo pacl11c, dokoncc na spravnou stranu od nuly. Zbyva ukazat, ze tam 
ncpadrie zadnr. meusi. Dilkaz sporem: necht tam padne nejake k < f11 +1• Peelle indukcniho 
pr-edpokladu 11cmf1zc byt. k rncniH ncz fn. Je tcdy k > fn. 

(J) k padne do ohlouku fnfn+l· Nyni kruznici pfecislujeme. Misto fn napiseme nulu, 
misto / 11 + J jednicku, ... , mist,o k napiseme k - fn, ... , misto J n+1 = fn + fn-1 
napisemc f n-1. Nyni je po fn-1 krocich je die indukcniho pfedpokladu k (nove) 
nule zprava nejbHze f,, -1. Avsak k - !11 je k ni blize. To je SPOR ! 

(2) k padnc do oblo11ku J,, + 1 f,, - 1. Postupujcme zcela stejne jako Y min11lem pripade, 
1111lu tent.okr{1,t, umistirne do /11-l· 

A nyni miHeme smcle pfejit k samotne l'.Jioze. Dukaz sporem: necht: po nejakem p. 
krok\°1 spolu sousedi cisla a < b a b - a neni Fibonacciho cislo. Kruznici pfecislujeme stejne 
jako v dukazu Lemmatu 2, nula bude v a. Po b - a krodch bude s nulou sousedit cislo b - a, 
kt.rre ncnf r◄ibona.cciho. Podle Lemmat'u 2 je to spor. 

Tat.o t'tloha byla mezi t'ilohami t.feti seric zrejme nejtezsi a take nejzajimavejsi, ackoli jinak 
pat.rila trcti scric k tern lchcim v tomto rocniku. 0 trosicku vetsi narocnosti teto ulohy svedci sk11t.crnost, ZC pfi ;-mdavani jsem IIC,mal jeji reseni. Pouze mi bylo znamo, ze reseni existuje a 
nalrzl ho (mimo jirH~) jist..,· JJet-r Knfwvsky z Hrna.~ Proto me mile pfekvapilo, ze jsme obdrzeli 

/< !\do ho z11,i. I l'll ,·i, ('0 t.o znamena. Pro neza::n-ecene - jedna SC O jednoho Z nejvetsich 
zijfriclr psavri'r pod Sl11nccm (loni l't'sil nas seminar). 
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celych 6 (slovy sest, six, hat, sechs, wecT', sex, ... ) feseni a nektera se autonim vesla jen 

na dve stranky. Kouzelne na techto fesenich bylo, ze kazdy z resitelu vyuzival k dukazu zcela 

jin<~ mctody - prevedl zadani na s nim (vice ci mene) ekvivalentnf tvrzeni, ktere pak (vice ci 

mene) dokazal. Takze to skoro vypadalo, ze opravuji najednou sest (nekdy i znacne) ruznych 

{iloh. 

4. uloha Pro ktera prirozena cisla n, k je J~k + 4 prvocislo ? 

Tato uloha byla ze vsech peti (iloh treti serie zrejme nejjednodussi. Take ma jedno z nej­

kratsich reseni mezi ulohami, ktere v tomto rocnfku byly a jeste budou. Jednalo se o takovy 

nas drobny zertik, nebo£ jedinou vlastnost Fibonacciho posloupnosti, kterou reseni vyuziva, 

j~ma skutecnost, ze pro vsechna n > 3 je f n > 1. 
__,e zrejme identity 

jejiz platnost si muzes overit roznasobenim zavorek vlevo, vi dime, ze pro f n > l je J~k + 4 

vzdy cislo slozene. Pro f n = 1 je J~k t 4 = 5 pro libovolne k. Tedy J~k + 4 je prvocislo pro 

n = 1, 2, k E N.9 

5. uloha Pro ktera prirozena cisla existuje clen Fibonacciho posloupnosti delitelny timto 

cislem? 

Jak mnozi z vas uhodli a nekteri i dokazali, plati pozadovane pro vsechna prirozena cisla. 

Dukaz: Mejme libovolne n a zkoumejme, zda existuje Fibonacciho cislo delitelne n. Dode­

finujme Jo = 0 a oznacme di = [Ii mod n, /i+1 mod n]. Zbytek po deleni n muze nabyvat 

jen n hodnot (0, 1, ... , n-1), takze existuje jen n 2 - tedy konecne mnoho - hodnot pro di. 

Clem1 Fibonacciho posloupnosti a tedy i cisel di je vsak nekonecne mnoho. Tudiz se jeji cleny 

musi opakovat, neboli existuji ruzna prirozena cisla i,j tak, ze di = dj (Ji = /j (mod n) 

a fi+1 /j+i (mod n)). 10 Zvolme tato i, j tak, aby i bylo co nejmensf. Sporem dokaze­

me, ze musi byt i = 0. Nechi je i > 1. Evidentne clen di-1 je jednoznacne urcen clenem 

di (di-1,2 = di,1, di-1,1 = (di,2 - di,i) mod n, podle definice Fibonacciho posloupnosti a 

p-.upnosti (di)). Stejne je. i dj-1 urceno clenem dj. Protoze di = di, je i di-l = dj-l -

a~e spor s minimalitou i. Proto je i = 0. To znamena, ze /j =Jo= 0 (mod n), neboli n 
deli /j. 

Vsechna spravna reseni vyuzivala tutez myslenku jako autorske reseni. Podle toho, jak 

prehledne byla tato myslenka zpracovana, obdrzeli -i az 2i. Nejvice semi libilo reseni Tomase 

Barty. 

9To je strucnost! Hned bych si dal +i za originalitu. 
1°K reseni ulohy to neni potreba, avsak je zajimave si povsimnout, ze odtud uz plyne, ze 

posloupnost (di) je periodicka. Nyni uz jen dokazeme, ze nema predperiodu. 
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