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kruznici je stejna)

|\ L

s
=|BLa|+y—2=|BLe|+y—az=z+y—|AL|+y—z =2z - |ALc|.

=|CLy|-x-2=|CLy|l-y—z+4+y—2z=

Proto |ALc| = y. To znamend, %e |AL.| = |BT|, a tedy M — st¥ed AB — je i stiedem T Le.
TakZe bod L. je jednozna&né uréen body M a T.

Nyni ukdZeme, Ze body C, S a L. leZi na pfimce. UvaZujme stejnolehlost h se stfedem
C a koeficientem ZFLE2 Tato stejnolehlost urtité prevadi bod Ky na Ly, Ko na La a tudiz
k na kruznici, kterd se dotyka pfimky CA v Ly a pfimky CB v L, — na kruZnici (. Proto
ovSem musi h také pfevddét piimku ¢ — tefnu k (blizéi k C ze dvou rovnob&Znych tefen)

’ na pfimku p — te¢nu [ rovnobé&Znou s ¢, bliz&i k C; tedy i prinik k a ¢ — bod S — na
“prinik [ a p — bod L. To ov8em znamen4, Ze body C, S a L leZi na pfimce.

Vime tedy, Ze pro kaidou polohu bodd A, B le odpovidajici bod C' na pfimce L.S.
Zéarovei je jasné, Ze C nemiZe leZet na polopfimce — SL.. Zbyvéa dokézat, Ze pro libovolnou
volbu bodu C v U lze sestrojit odpovidajici trojihelnik ABC. Zvolme tedy né&jaky takovy
bod C v M. Vedme bodem C te¢nu ke k a jeji prisetik s p oznadme A. Zvolme B tak, aby
M byl stted AB a bodem B vedme tetnu ke k (rdznou od p). Jeji priisetik s te¢nou z A
ke k (rGznou od p) ozna¢me C’. ProtoZe k je kruZnice vepsané trojahelniku ABC' a M je
stfed AB, lezi bod C' v U (to jsme uz dokazali). TakZe body C a C' lezi oba na pfimce SL.
(jinak by neleZely v U) a na te¢né z bodu A ke kruZnici k (riizné od p) (diky volb& bodt A a
C"). Protoze tyto piimky jsou evidentn& riizné (jedna je se¢nou a druh4 te€nou k), musi lezet
body C, C' v jejich priseiku a tudiZ byt totozné. TakZe trojahelnik ABC =ABC' vyhovuje
podminkdam tlohy. Tim jsme dokéazali, Ze U je mnoZinou v8ech vyhovujicich bodi C.

Tato tloha byla jedna z téch téz3ich, spravné ji vyrefili jen dva feSitelé (Michal Benes
a Davidek Opéla). BohuZel jejich feSeni nebyla pfili§ péknd (alespoii podle mého nazoru)
— vyuzivali analytické geometrie, resp. trigonometrie a po rozli€énych tpravach se dostali
k tomu, Ze zkoumand mnozina je primka.

Komentare k 3. sérii

'.ﬁloha Dokazte, Ze pro kazdé prirozené k plati
e

k

()= e ()
1= 1=0
Lemma 1 Pro kazdé k € Ny
Jokt1 = i (Qk-i— i), fakt2 = i (% +il ) i)
1=0 1=0
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Dikaz: Matematickou indukei. Pro & = 0 plati, je totiz ( ) = ( ) fi = f2. Pomoci
indukeniho predpokladu a ,s€itaci viastnosti” Fibonacciho &isel miZeme upravovat:

Pak+1)+1 = farg1 + forgn = ; (%i— zl) s go (% +il *,i) 5
Sege
g (21;: ) +iz: ((2k1+_11- 4 (215 +i1 —z)) - (:) -
:(Zk;2)+g(2k+z‘2_i)+(ﬁi)22(2(H¢‘1)_i)’ e

€0z je prvni ze vztahd, které chceme dokézat v indukénim kroku. Stejné dokéZeme i druhy
vztah.

k1

fatk1)42 = forgs + forqn = Z (% +i2 = i) o i (Qk +i1 Hi) 5 |
i=0 ; 1=0 :
Bl op o Tl opirgie o , ——
S et —

(2k + 2) = ’;‘*‘11 ((Qk:r_Zl— l,) 2 (2k +i2 —7 z)) ='_  ‘ -

(2k+3).+k+1 (2k+3—z) zg(é(k—l-l).%—l—i).

!
Lemma 2 Pro kazdé k € N plati f,f+1 = fifoy2 + (—-l)k ;

=1

Diikaz: Op@l indukci. Pro k = 1 dostdvame rovnost f§ =1=1:2-1= fifs+ (—1)’“‘
Necht rovnost plati pro k, dokdZzeme ji pro k + 1. Upravujme: q )

FRyn = frtz (Fegz = Jrar) + fraafiorr = frqafe + GO+ (D £ fiofirg =
= fogr + frsafesr + (DM = fogn (Fogr + faga) + (=1)FF =
= [kt figs + (1)

Tim je indukéni krok i cely dikaz hotov.

Ted jiz je feSeni ulohy snadné. Substituci j = k — i zjistime za pouZiti Lemmatu 1, Ze
k :

> (1) = £ (*7) = farsr. Diky Lemmatu 2 je fargr = y/(=1)* + fa forsa & to se
=0 ) =0

1=
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k ;
diky Lemma I rovnd \/ L+ far 3 (BF*177). Celkové jsme zjistili, e
1=0

1

(ki 2k 41—
_X;(k—D: Hf?’“z;( C)
o= e

Tim je diikaz hotov.

Reseni byla vesmés shodna s autorskym (to bylo viceméné podle Michala Benese) s vy-
jimkou nékolika odvézlivch, kteii dokazovali Lemma 2 pomoci Binetova vzorce

&

1 (1+v5)" = (1-v5)"
2n '

fn =

Sl

2.0loha DokaZte, Ze existuji rizna celd €isla a, b, m takovd, Ze 0 <a<m; 0<b<ma

Vne N m | fn —anb™.

Odhadem nalezneme feSeni m = 5, a = 2, b = 3. Indukci dokaZeme, Ze tato &isla opravdu
tiloze vyhovuji, tj. Ze Vn € N: 5| fn — anb™.

Pron = 1 a n = 2 tvrzeni opravdu plati. UkdZeme, %e pokud platipron=k—-lan =k
pak plati i pro n = k4 1. Tvrzeni pron = k — 1 fikd, Ze fnr—1 =5s+2(n —1) 3n-1, seN
Pron = k mame f, = 5t+2n3", t € N. VyzkouSejme nyni, zda tvrzeni plati pron = k+ I:

fn—{—l = 2(""{" 1)3n+1 = fn +fn—l __2(n+1)3n+1 =
=5(+8)+23" n-1)+3n+3>(n+1)]=5(s+t+23""(-n-2)).

Tedy 5 | fa+1 — 2 (n + 1) 3"+, Tim je hotov indukéni krok a cely diikaz je hotov.

3.10loha Madame kruZnici o obvodu l—tzﬂ Na jeji obvod budeme psat prirozend &isla timto
7 0obem: nejprve kamkoliv zapieme jednicku. Ve vzdailenosti 1, méfeno po obvodu kruzice
v kladném smyslu (proti sméru hodinovyich ruéiek), napiSeme &islo 2. Stejné pokratujeme
dale. V n-tém kroku napigeme &islo n ve vzdalenosti 1 od &isla n—1 (opét v kladném smyslu).

Dokazte, Ze aZ po libovolné mnoha krocich skon¢ime, bude rozdil kazdych dvou sousednich
(tj. nejbliz8ich na kruZnici) &isel napsanych na kruZnici n&jaké Fibonacciho Cislo.

Lemmma 1 Pro kazdé n > 1 plati

fn:

1+5 1 By
2 fﬂ—1+( 2 ) .
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Dukaz: Snadno indukei, Ovétime platnost pro n = 1,2. Plati-li tvrzeni pro n =  — I a
n=hkok >0 secteme odpovidajici rovnosti:

) . . \ k=2
. (s —J5 | 5 | — V5
jA-+l:.fll.-+fA-_1:]-P\/Jf;,-_|+(| \/)) L +\/)fk—2+( 2\/) =

2 2 2
L+V5 BN N 7 - vE\*
S (0] (158 a1 (158

nebot se snadno ovir, e 1‘2‘/5 je kofenem rovnice z2 =z + 1.

Lemma 2 Zagneme ocislovdvédni od nuly. Po kazdém kroku budou sousedé nuly Fibo-

nacciho ¢isla, presngji - v prislusné ¢asti kruhu je fn0fn—1 nebo naopak, podle pa
(sudosti/lichosti) n.

Diikaz:  Nejprve si ujasnime, #e Fibonacciho &sla se budou stfidavé zleva a zprava bliit
A r 5 s s . . 2w b $4 vy 1 2

k nule. Z procesu zapisovani Cisel je jasné, Ze Cislo ‘IH'Q\/E +ba €N b < % +2\/S 0
ZAPSAN0 po a obézich kruznice na misto vzdalené [b| od nuly, pro zaporné b na opatnou stranu

n—1
nez pro kladné b. Diky 11 vime, e f, = l+2\/5fn—1 + (1;2‘/—5) - Protoze —1 < l—_«,\/j <0,

je vyraz (1—7\/_5)" ] stfidavé kladny a zdporny, a jeho absolutni hodnota klesi k nule.
Z ptedchozi, predpfedchozi a predpfedpredchozi véty plyne prvni véta tohoto odstavce.
Diikaz provedeme indukci. Pro prvni kroky se snadno ovéfi, Ze tvrzeni plati. Necht plati,
provedeme-li nejvyse f, kroki. UkaZeme, Ze plati také provedeme-li nejvySe fp41 krokd.
Necht po [y krocich vypada okoli nuly takto: fn0fn_1 (opagny piipad se dokaize zcela stejné).
Chceme ukazat, Ze prvni &islo, které padne do oblouku fn fn_1 je fn+1. Podle pfedchoziho
odstavce tam toto ¢islo padne, dokonce na spravnou stranu od nuly. Zbyva ukdzat, Ze tam

nepadne Zadné mensi. Diikaz sporem: nechf tam padne néjaké k < f,1,. Podle indukéniho
predpokladu nemiize byt k mensi nez f,. Je tedy-k > fn.

(1) k padne do oblouku f, fn+1. Nyni kruznici pretislujeme. Misto f, napiSeme nuluy,
misto fn +1 jednitku, ..., misto k napi¥eme k — f,,, ... SIS s 01 = fn 1 fuea
napiSeme fn_1. Nyni je po f,_1 krocich je dle indukéniho predpokladu k (nové)
nule zprava nejblize f, . Av8ak k — f, je k ni bliZe. To je SPOR !

(2) k padne do oblouku f,4f, 1. Postupujeme zcela stejné jako v minulém piipadé,
nulu tentokrdt umistime do f,, .

A nyni miiZeme sméle p¥ejit k samotné dloze. Dikaz sporem: necht po n&jakém p.
krokii spolu sousedi ¢isla a < b a b — a neni Fibonacciho &islo. Kruznici pfecislujeme stejné

Jako v ditkazu Lemmatu 2, nula bude v a. Po b - a krocich bude s nulou sousedit islo b — a,

které neni Fibonacciho. Podle Lemmatu 2 je to spor.

Tato loha byla mezi ilohami tieti série ziejmé nejt&zsi a také nejzajimavéjsi, ackoli jinak
patfila tfeti série k tém leh¢im v tomto ro¢niku. O trogitku vét$i narocnosti této tulohy svédci
skutecnost, Ze pfi zaddvani jsem neznal jeji fedeni. Pouze mi bylo zndmo, 7e feSeni existuje a
nalezl ho (mimo jiné) jisty Petr Kasiovsky z Brna.® Proto mé mile piekvapilo, Ze jsme obdrzeli

*Kdo ho znd, ten vi, co to znamena. Pro nezasvécené — jednd se o jednoho z nejvétsich
zijicich psaven pod Shuncem (loni Fedil nd$ semindr).
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celvch 6 (slovy Sest, six, hat, sechs, wect’, sex, ... ) feSeni a néktera se autortim vesla jen
na~dvé stranky. Kouzelné na t&chto FeSenich bylo, Ze kazdy z Fesiteld vyuZzival k dikazu zcela
metody — prevedl zaddni na s nim (vice & méné) ekvivalentni tvrzeni, které pak (vice @i

jiné oy A s o A
) dokdzal. TakZe to skoro vypadalo, Ze opravuji najednou $est (nékdy i znacné) riiznych

meéné
uloh.

4.tloha Pro ktera pfirozen4 &isla n, k je fi* + 4 prvotislo ?

Tato tloha byla ze vech péti Giloh t¥eti série zfejmé nejjednodussi. Také mé jedno z nej-
kratSich FeSeni mezi tlohami, které v tomto ro&niku byly a je3té budou. Jednalo se o takovy
na% drobny Zertik, nebot jedinou vlastnost Fibonacciho posloupnosti, kterou feeni vyuZziva,
jmjmé, skuteénost, Ze pro viechna n > 3 je fn > 1.

_e ziejmé identity

((ffi)2+2+2f,’:) ((f,’:)2+2—2f,’:) = fik 44,

jejiz platnost si miZe§ ové&fit rozndsobenim zdvorek vlevo, vidime, Ze pro fn>1]e ,ﬁfk +4
vidy &islo slozené. Pro fn = 1 je fi* +4 =5 pro libovolné k. Tedy f2k 4+ 4 je prvotislo pro
n=1,2k €N '

5.1iloha  Pro kterd pfirozena &isla existuje €len Fibonacciho posloupnosti délitelny timto

Cislem?
Jak mnozi z vas uhodli a n&ktefi i dokézali, plati poZadované pro vSechna prirozend Cisla.

Dikaz: Mg&jme libovolné n a zkoumejme, zda existuje Fibonacciho &islo délitelné n. Dode-
finujme fo = 0 a oznatme d; = [f; mod n, fit1 mod n]. Zbytek po déleni n miZe nabyvat
jen n hodnot (0, 1,...,n— 1), takZe existuje jen n? — tedy konetn& mnoho — hodnot pro d;.
Clenti Fibonacciho posloupnosti a tedy i &isel d; je vSak nekonedn€ mnoho. Tudiz se jeji Cleny
musi opakovat, neboli existuji rizna pfirozend &isla i,; tak, Ze d; =d; (fi = f; (mod n)
a fiy1 = fi+1 (mod n)).10 Zvolme tato i, tak, aby i bylo co nejmensi. Sporem dokaZe-
me, ¥e musi byt i = 0. Necht je 7 > 1. Evidentn& &len d;—; je jednoznatné uren &lenem
di (di—12 =di 1, di—1,1 = (di;2 —di;1) mod n, podle definice Fibonacciho posloupnosti a
paaloupnosti (d;)). Stejné je i dj—1 urfeno &lenem d;. ProtoZe d; = d;, jei di—y =dj—1 —
a® ~ e spor s minimalitou i. Proto je ¢ = 0. To znamend, Ze f; = fo =0 (mod n), neboli n
deli f;. _

Vsechna spravnd feSeni vyuZivala tutéZ mySlenku jako autorské reSeni. Podle toho, jak
pfehledné byla tato my$lenka zpracovana, obdrZeli —: aZ 2:. Nejvice se mi libilo feSeni Tomdse
Barty.

9To je struénost! Hned bych si dal +i za originalitu.
10K feSeni tilohy to neni potieba, aviak je zajimavé si povS§imnout, Ze odtud uZ plyne, ze
posloupnost (d;) je periodickd. Nyni uZ jen dokdZeme, Ze nema piedperiodu.
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