52 Korespondencni semindf, KMA MFF UK, Sokolovska 83, 18600 Praha g

; e B
Komentaie k 2. sérii

1.tloha Mgjme AABC a bod D uvnitf jeho strany AB. E je prisetik ¢p
vn&jsi te¢ny kruZnic vepsanych trojahelnikim ACD, BCD (E # D). Zjistate, po
se pohybuje bod E, probiha-li bod D usecku AB.

_a‘ Spolegng
Jaké Kfjyeq

Zvolme bod D libovoln& uvnitf asecky AB. KruZnici vepsanou AACD oznagme
nici vepsanou ABCD ozname k. Spolecna vnéjsi tetna k1,k2 riznd od AB bude ¢, Dotykovs
body kruZnice ki se stranami AD, DE, AC a piimkou ¢ oznafme po fadé X, Y.k ;e
Dotykové body kruznice k3 se stranami DB, DE, BC a tetnou t oznatme po fads X, Yl
Ko aTy. ' '~

Z osové soumérnosti podle spojnice stfedd kruznic k1, k2 plyne | X1 X5| = Ty Ty. Vyj o
me-li nynf ze zndmého tvrzeni, Ze vzdalenost vnéjSiho bodu kruznice od oboy dotykovych
bodi teten dané kruznice vedenych timto bodem je stejné, dostdvime postupnymi Upravam;

kl: kruﬁ.

|DE| = |DY1| + |Y1E| = |DX1| + |ET:|
|DE] = |DY2| + |Y2E| = |DX2| + |ET2I :

Proto mame se¢tenim poslednich dvou rovnic

2|DE| = | X1 X3| + |Th T2
a dale ze vztahu | X; X2| = |T1T2| dostaneme rovnost

|DE| = | X1X2| = |[Th T2 .
Dale ziejmé plati

|CD| = ]CY1| + IYlDI = ICY1| + ID.«Y]l
(D] = |CY;| + [V2D| = [CY¥s| + | DXo|

Seétenim téchto rovnic pak mame vztah

o

Pro strany trojihelnika plati zfejm& vztahy |BC| = |CY2| + |BX3|, |AC| = |AXa| + |CYA
a |AB| = |AX1| + |X1X2| + |X2B| a z té&chto vztahd dostdvime |AC| + |BC| - |AB| =
|CY1| + |CY2| — | X1X3|. Na druhé strané mame z vyse uvedenych vztahii pro délku dsecky
|CE|

2|CD| = [CY1| +|CYa| + | X1 X5|.

ICE| =|CD| - |DE| = ; (ICYa| + |CYa| — | X1 X2]).
Odtud tedy vidim'e, ze
|CE| = %([AC'| + |BC| — |AB|)
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pro libovolné D, tedy |C'E| je pro dany trojihelnik konstantni. Probih4-li tedy bod D tsefku
AB, pohybuje se bod E po oblouku o poloméru % (|IAC| +|BC| — |AB|) se stiedem C. (Mezni
piipady si laskavy ¢lendf uz rozebere sam.)

Je to moZnd prekvapivé, ale obdrZeli jsme pouze osm fefeni této tlohy. Nejkrasndjsi (a
bohuzel téZ jedind spravnd) feSeni méli Tomds Bdrta, David Opéla a Zbynék Pawlas. VEichni
tfi vyuZzivali stejné mySlenky jako autorské feSeni. Presn&ji feteno — autorské feeni vyuziva
Jejich mySlenek. Jeden z Fefitell (jeho jméno radéji uchovam v tajnosti) se pokusil tuto tlohu
Fesit analyticky.? ObdrZel velice o8klivé kvadratické rovnice a nakonec se sim v Fedeni utopil.
Jest€ drobnd poznamka pro nékteré feditele : Vyfesit Glohu ... po jaké kfivce se pohybuje
bod E, probihéd-li bod D tusecku ... neznamen4 nagrtnout do obrazku polohu bodu E pro
tfi polohy bodu D a pak na zdkladé n&jakého vnuknuti usoudit, 7e se jedn& o kruZnici, &

bolu (jiné vysledky jsem neobdrZel). Takovymto postupem se d4 skutetn& ”dokézat”
cokoliv. Matematika je pfesna véda a jakékoliv naértky by mély slouZit pouze pro vytvafeni

hypotéz (které se pak musi pfesné dokéazat), pro lepsi pochopeni pojmi, ditkazé, ale dokazovat
Jimi n&jaké tvrzeni — to prosim NE!) ;

2.1dloha Trojuhelnik ABC ma strany délek q, b, ¢, kde a>b>c. O je stfed kruZnice opsané,
V stred kruznice vepsané AABC. Jakymi stranami prochdz{ pfimka OV.

(Podle Davidka Opély) Ozname o, (03, 0c) vzdilenost bodu O od strany a (b, ¢), V4, VB,
Ve prisedik osy prisludného thlu a protilehlé strany. Zjevné (r je polomér kruZnice opsané)

2
2 2 s -
ok =r2— (%)% 0t =12 - (%) , 02 =72 — (£)°. TudiZ 0o < 0p < 0c. ProtoZe oa < 0p,

je bod O v poloroving CV B.2 Na ose ahlu totiZz maji body stejnou vzdéilenost od obou jeho
ramen. Obdobné protoZe o, < oc, je bod O v poloroving AV C. Je tedy bod O v ihlu CVVj,.
(Pro ostrouhly trojihelnik ABC je dokonce O v trojihelniku CV'V4.) Odtud je uZ jasné, ze
pfimka OV protind strany a a c.

3.1loha V roviné& jsou dany kruZnice k1, k2 se stfedy S1, S2. Bod A; probiha k;, A2 € k2
a tsetky A1S1 a A2S2 jsou nesouhlasné rovnob&iné (tj. S1A; = kS2A2, k < 0). Po jaké
kivce se pohybuje stied usetky A1Az? ‘

Bez jmy na obecnosti predpokladejme, Ze r1 > ra (r; je polomér k;). Oznaime B takovy
had iise¢ky A1, Ze |A1 B| = ra. ProtoZe BA;S3 A je rovnobéZnik a wihlopfitky rovnobé&zniku
gsﬁli, miizeme misto stfedu A; A2 zkoumat stfed Sz B. Pokud bod A; probiha ki, bod B
probihd kruZnici k (S1,71 — r2) a tudiZ stfed S3 B probihd kruznici stejnolehlou se stfedem
S2. Odtud je tedy jasné, Ze hledand kfivka je kruZnice se stfedem ve stfedu S1S; a polomé&rem
]L;—T-z—l. Pro r1 = ro samoziejmé& kruZnici o nulovém poloméru rozumime jeden bod.

Ulohu bylo (vyjimetn&) mozno fesit jednoduse analyticky, proto zdporné imaginarni body
dostali jen ti, jiz zvolili nevhodné& soufadnou soustavu, a proto ziskali dlouhé rovnice. P8knd
feSeni pomoci stejnolehlosti obdrzela naopak kladné imaginarni body. Chybickou, jiz udélalo
cca 80% z vas, ale kterou jsem nakonec bodové nepostihoval, bylo-li jinak fefeni v pofadku,

2Nékdy lituji, Ze nemohu udé&lit méné nez —2i.
3Polorovinou XY Z minim polorovinu s hrani¢ni pfimkou XY obsahujici bod Z.
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bylo, Ze jste tvrdili, Ze vysledkem je kruZnice, aniZ byste zvladt zdfraznil; pfipad r;

e . »
kdy tato kruznice degeneruje v bod. 2

4.uloha Nad stranami AABC jsou vné sestrojeny Etverce se stredy S1,

52, S3. Najdite
AABC pomoci kruzitka, pravitka a bod@ Si, Sg, S3. :

Lemma  Jsou-li X, Y libovolné body v roviné, pak sloZenim rotaci R (X, a) a R(Y,p) (kde
a+f #@) Jje néjakd rotace o tihel a 4 f. '

Dikaz: Slozime-li dv& ptimé* shodnosti, dostaneme opét p¥imou shodnost. Mze tedy vznik.
nout jen identitu, posunuti, nebo rotaci.> Zkoumejme, co se v nafem zobrazeni stane s py
mkou. Je evidentni, %e pii rotaci o Ghel w sviraji pfimka-vzor a pfimka-obraz tihe] o Prov(fm
deme-li R (X, a) a pak R(Y, ), ototi se kaZd4 piimka o thel a+ 3, coz nenQ To znameng,
7e vzniklé zobrazen{ neni identita, ani posunuti (v téch se zachovava ,,orientovang rovnob&s-
nost”). Je to tedy rotace a vzhledem ke druhé vété tohoto odstavce rotace o tdhel a + g
Q.- E. D. s

Necht Si, S», S3 jsou po Ffadd stfedy &tverct nad AB, BC a CA. Zobrazeni R =
R3 (S3,90°)0 Ry (S2,90°)0 Ry (S1,90°) je podle Lemmatu rotace o 270°. Evidentn&® R (4) =
A, takie R = R(A,270°). Nyni u? miZeme prejit k vlastni konstrukci. Zvolime v libovolng
bod X a najdeme Y = R(X). Diky predpiedposledni v&té Jje A vrchol pravoihlého rovne-
ramenného trojihelnika AXY. Diky tomu mtZeme bod A snadno najit jako priise¢ik osy
XY a Thaletovy kruZnice nad priimérem XY. Ze dvou préisediki vybereme jeden tak, aby __
|<<Y AX| = +270. Body B, C najdeme uz snadno B = R; (A), C = Ry (B). :

Uloha ma jedno nebo #4dné Feseni. Druhé varianta nastane, pokud jsou body Sy, Sy, S3
na primce nebo kdyZ tvofi tupoahly trojihelnik. Pak totiZ budou piisludné Etverce sestrojené
dovnitt, nikoli vn&. Podrobngj$i rozbor si zkuste sami.

5.uloha  BudiZ k kruZnice, p jeji te¢na a M bod na p. Najd&te mnoZinu bodd C, pro néz
existuje AABC takovy, Zze M je stted AB, A, BEpak Jje kruZnice vepsana AABC.

Méjme néjaky bod C' a odpovidajici trojihelnik ABC. Oznatme q tetnu k rovnob&#nou
s p, T dotykovy bod p a k, S dotykovy bod g a k, | kruznici pFipsanou ke strand AB7, K,, Ky,
Ke¢, La, Ly, Lc dotykové body kruZnic k, [ a prisludnych stran (resp. odpovidajicich pfimeb
trojihelnika), = = |AK.| = [AKy|, y = |BKc| = |BK,| a z = |CK}| = |CKa|. >

MnoZina U v8ech bodi C je polopfimka opatna k — SL. bez bodu S.

Nejprve ukdZeme, Ze poloha bodu L. je jednoznalné uréena body M a T, tedy Ze nezélezi -
na bodech A, B, C. Zjevné je AL. + BL. = z + y. Zarovefi je (nebot ,,délka obou teden” ke

4to znamen4 »nepievracejici” — nenf to napfiklad osovd soumé&rnost

5Zkuste si dokézat, Ze jind pfima shodnost neexituje. Navod: ka?d4 shodnost je slozenim
nejvyse t¥i osovych soumérnosti (dokaZte!).

%je totiz |[<TAS) B| = 90°, tudiz R; (A) = B. Analogicky dile.

"dotyka se piimek AC a BC vné trojihelnika a tsecky AB
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kruznici je stejna)

|\ L

s
=|BLa|+y—2=|BLe|+y—az=z+y—|AL|+y—z =2z - |ALc|.

=|CLy|-x-2=|CLy|l-y—z+4+y—2z=

Proto |ALc| = y. To znamend, %e |AL.| = |BT|, a tedy M — st¥ed AB — je i stiedem T Le.
TakZe bod L. je jednozna&né uréen body M a T.

Nyni ukdZeme, Ze body C, S a L. leZi na pfimce. UvaZujme stejnolehlost h se stfedem
C a koeficientem ZFLE2 Tato stejnolehlost urtité prevadi bod Ky na Ly, Ko na La a tudiz
k na kruznici, kterd se dotyka pfimky CA v Ly a pfimky CB v L, — na kruZnici (. Proto
ovSem musi h také pfevddét piimku ¢ — tefnu k (blizéi k C ze dvou rovnob&Znych tefen)

’ na pfimku p — te¢nu [ rovnobé&Znou s ¢, bliz&i k C; tedy i prinik k a ¢ — bod S — na
“prinik [ a p — bod L. To ov8em znamen4, Ze body C, S a L leZi na pfimce.

Vime tedy, Ze pro kaidou polohu bodd A, B le odpovidajici bod C' na pfimce L.S.
Zéarovei je jasné, Ze C nemiZe leZet na polopfimce — SL.. Zbyvéa dokézat, Ze pro libovolnou
volbu bodu C v U lze sestrojit odpovidajici trojihelnik ABC. Zvolme tedy né&jaky takovy
bod C v M. Vedme bodem C te¢nu ke k a jeji prisetik s p oznadme A. Zvolme B tak, aby
M byl stted AB a bodem B vedme tetnu ke k (rdznou od p). Jeji priisetik s te¢nou z A
ke k (rGznou od p) ozna¢me C’. ProtoZe k je kruZnice vepsané trojahelniku ABC' a M je
stfed AB, lezi bod C' v U (to jsme uz dokazali). TakZe body C a C' lezi oba na pfimce SL.
(jinak by neleZely v U) a na te¢né z bodu A ke kruZnici k (riizné od p) (diky volb& bodt A a
C"). Protoze tyto piimky jsou evidentn& riizné (jedna je se¢nou a druh4 te€nou k), musi lezet
body C, C' v jejich priseiku a tudiZ byt totozné. TakZe trojahelnik ABC =ABC' vyhovuje
podminkdam tlohy. Tim jsme dokéazali, Ze U je mnoZinou v8ech vyhovujicich bodi C.

Tato tloha byla jedna z téch téz3ich, spravné ji vyrefili jen dva feSitelé (Michal Benes
a Davidek Opéla). BohuZel jejich feSeni nebyla pfili§ péknd (alespoii podle mého nazoru)
— vyuzivali analytické geometrie, resp. trigonometrie a po rozli€énych tpravach se dostali
k tomu, Ze zkoumand mnozina je primka.

Komentare k 3. sérii

'.ﬁloha Dokazte, Ze pro kazdé prirozené k plati
e

k

()= e ()
1= 1=0
Lemma 1 Pro kazdé k € Ny
Jokt1 = i (Qk-i— i), fakt2 = i (% +il ) i)
1=0 1=0
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