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Komentare k 2. serii 

1. uloha Mejme b,ABC a bod D uvnitr jeho strany AB. E je prusecik c D a s y 

vnejsi teeny kruznic vepsanych trojuhelnikum ACD, BCD (E-# D). Zjistete, po jak~~l,:cne 

se pohybuje bod E, probiha-li bod D usecku AB. rivce 

Zvolme bod D libovolne uvnitr usecky AB. Kruznici vepsanou 6AC D oznacrne k k y 

nici vepsanou b,BCD oznacme k2. Spolecna vnejsi tecna k1 ,k2 ruzna od AB bude t. D~~ ;uz: 

body kruznice k1 se stranami AD, DE, AC a primkou t oznacme po fade X 1, y
1

, I( 
1 

Ya ;e 

Dotykove body kruznice k2 se stranami DB, DE, BC a tecnou t oznacme po fade ✓v2,t
1 ' 

K
2 

a T
2

. I\ , 

z osov~ soum~rn?sti podle ~p~jnice stredu kruz_n~c k1, k2 plyn: I_X1X2I = jT1T21. Vy e­
me-li nym ze znameho tvrzem, ze vzdalenost vneJs1ho bodu kruznice od obou dotykov· h 
bodu tecen <lane kruznice vedenych timto bodem je stejna, dostavame postupnymi uprav::i 

IDEI = IDY1I + IY1EI = IDX1I + IETtl 

IDEI = IDY2I + IY2EI = IDX2I + IET2I, 

Proto ma.me sectenim poslednich dvou rovnic 

a dale ze vztahu IX1X2I = IT1T2I dostaneme rovnost 

Dale zrejme plati 

ICDI = ICY1I + IY1DI = ICY1I + IDX1I 

ICDI = ICY2I + IY2DI = ICY2l + IDX2I 

Sectenim techto rovnic pak ma.me vztah 

2 jCDI = ICY1I + ICY2I + IX1X2I, 

Pro strany trojuhelnika plati zrejme vztahy IBCI = ICY21 + IBX21, IACI = IAX1I + ICY1I 

a IABI = IAX1l + IX1X2I + IX2BI a Z techto vztahu dostavame IACI + IBCI - IABI = 
ICY1I + ICY2l - IX1X2l- Na druhe strane ma.me z vyse uvedenych vztahu pro delku usecky 
ICEI 

ICEI = ICDI - IDEI = ½ (ICY1I + ICY2I - IX1X21). 

Odtud tedy vidime, ze 

ICEI = ½ (IACI + IBCI - IABI) 
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pro libo,·olne D' tedy IC El je pro dany trojuhelnik konstantni. Probiha-li tedy bod D usecku 
AB, pohybuje se bod E po oblouku o polomeru ½ (IACI + IBCI - IABI) se stredem C. (Mezni 
pripady si laska,·~· C((1l1ar llZ rozebe~e sam.) 

Jc tu mozna pfokvapive, ale obdrzeli jsme pouze osm reseni teto ulohy. Nejkrasnejsi (a 
bohuzel tez jedina spravna) reseni meli Tomas Barta, David Opela a Zbynek Pawlas. Vsichni 
tri vyuzivali stejne myslenky jako autorske reseni. Presneji receno - autorske reseni vyuziva. 
jejich myslenek. Jeden z resitelu (jeho jmeno radeji uchovam v tajnosti) se pokusil tuto ulohu 
resit analyticky. 2 Obdrzel velice osklive kvadraticke rovnice a nakonec se sam v reseni utopil. 
Jeste drobna poznamka pro nektere resitele : Vyresit ulohu ... po jake krivce se pohybuje 
bod E, probiha-li bod D usecku ... neznamena nacrtnout do obrazku polohu bodu E pro 
tri polohy bodu D a pak na zaklade nejakeho vnuknuti usoudit, ze se jedna o kruznici, ci 
.bolu (jine vysledky jsem neobdrzel). Takovymto postupem se da. skutecne "dokazat" 
COlWliv. Matematika je presna veda a jakekoliv nacrtky by mely slouzit pouze pro vytvareni 
hypotez (ktere se pak musi pfesne dokazat), pro lepsi pochopeni pojmu, dukazu, ale dokazovat 
jimi nejaka tvrzeni - to prosim NE!) 

2. uloha Trojuhelnik ABC ma. strany delek a, b, c, kde a>b>c. 0 je stred kruznice opsane, 
V stred kruznice vepsane 6ABC. Jakymi stranami prochazi primka OV. 

(Podle Davidka Opely) Oznacme oa (ob, oc) vzdalenost bodu O od strany a (b, c), VA, VB, 
Ve prusecik osy prislusneho uhlu a protilehle strany. Zjevne (r je polomer kruznice opsane) 

2 2 a2 2 2 b 2 2 c2 ,v v 

( )
2 

oa = r - ( 2 ) , ob = r - 2 , oc = r - ( 2 ) . Tud1z Oa < Ob < Oc, Protoze Oa < Ob, 

je bod O v polorovine CV B.3 Na ose uhlu totiz maji body stejnou vzdalenost od obou jeho 
ramen. Obdobne protoze Ob< Oc, je bod O v polorovine AVG. Je tedy bod O v uhlu CVVA. 
(Pro ostrouhly trojuhelnik ABC je dokonce O v trojuhelniku CVVA,) Odtud je uz jasne, ze 
primka OV protina strany a a c. 

3. uloha V rovine jsou dany kruznice k1, k2 se stredy S1, S2. Bod A1 probiha k1, A2 E k2 - -a usecky A1 S1 a A2S2 jsou nesouhlasne rovnobezne (tj. S1A1 = k S2A2, k < 0). Po jake 
krivce se pohybuje stred usecky A 1 A2? 

Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, ze r1 ~ r2 (ri je polomer ki). Oznacme B takovy 
al usecky A1, ze IA1 Bl = r2. Protoze BA182A2 je rovnobeznik a uhlopricky rovnobezniku 
·~uli, muzeme misto stredu A1A2 zkoumat stred S2B. Pokud bod A1 probiha k1, bod B 
probiha kruznici k (S1 , r 1 - r 2) a tudiz stred S2B probiha kruznici stejnolehlou se stredem 
S2. Odtud je tedy jasne, ze hledana krivka je kruznice se stredem ve stredu S1 S2 a polomerem 
!rt ;r2 I. Pro r 1 = r 2 samozrejme kruznici o nulovem polomeru rozumime jeden bod. 

Olohu bylo (vyjimecne) mozno resit jednoduse analyticky, proto zaporne imaginarni body 
dostali jen ti, jiz zvolili nevhodn~ soufadnou soustavu, a proto ziskali dlouhe rovnice. Pekna 
reseni pomoci stejnolehlosti obdrzela naopak kladne imaginarni body. Chybickou, jiz udelalo 
cca 80% z vas, ale kterou jsem nakonec bodove nepostihoval, bylo-Ii jinak reseni v poradku, 

2Nekdy lituji, ze nemohu udelit mene nez -2i. 
3 Polorovinou XY Z minim polorovinu s hranicni primkou XY obsahujici bod Z. 
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b~·lo, fo jste t.vrdili, ze vfslcdkem jc kruznice, aniz byste zvlasf z<luraznili pripad ri _ • - r2 kd:v I.at o krnznice degcncruje v bod. ' 

4. tiloha Nad strauami 6.ABC jsou vne sestrojeny ctverce se stredy S1, S2 , s3 . Na·det 
6.A BC pomoci kruzitka, pravitka a bodu S1, S2, S3. J e 

Lemma Jsou-/i X, Y Iibovoln6 body v ravine, pak slozenfm rotacf R (X, o) a R (Y, /3) (kde 
n + /3 ·l~) je nejaka rotace O uhel a + /3. 

Duka.z: Slozime-li dve prime4 shodnosti, dostaneme opet primou shodnost. Muze tedy vznik­
nout jen identitu, posunuti, nebo rotaci. 5 Zkoumejme, co se v nasem zobrazeni stane 8 pr• 
mkou. Je evidcntni, ze pri rotaci .o uhel w sviraji primka-vzor a pfimka-obraz uhel w. Provel 
deme-li R(X,o) a pak R(Y,/3), otoci se kazda primkao uhel a+/3, coz nen~ To znamena," 
ze vznikle zobrazeni neni identita, ani posunuti ( V tech se zachovava ,,orientovana rovnobez­
nost" ). Je to tedy rotace a vzhledem ke druhe vete tohoto odstavce rotace o uhel a+ /3. 
Q. E. D. 

Nech£ S1 1 S2, S3 jsou po fade stfedy ctvercu nad AB, BC a CA. Zobrazeni R : 
R3 (S3, 90°)0R2 (S2, 90°)oR1 (S1, 90°) je podle Lemmatu rotace o 270°. Evidentne6 R(A) = 
A, takze R = R(A, 270°). Nyni uz muzeme prejit k vlastni konstrukci. Zvolime v libovolne 
bod X a najdeme Y = R(X). Diky predpredposledni vete je A vrchol pravouhleho rovno­
ramenneho trojuhelnika AXY. Diky tomu muzeme bod A snadno najit jako pn'isecik osy 
XY a Thaletovy kruznice nad prumerem XY. Ze dvou pruseciku vybereme jeden tak, aby _,,.,. .~~ 
l<!Y AXI = +270. Body B, C najdeme uz snadno B = R1 (A), C = R2 (B). 

Uloha ma jedno nebo zadne reseni. Druha varianta nastane, pokud jsou body S1 , S2, s3 na primce nebo kdyz tvori tupouhly trojuhelnik. Pak totiz budou prislusne ctverce sestrojene 
dovnitr, nikoli vne. Podrobnejsi rozbor si zkuste sami. 

5. uloha Budiz k kruznice, p jeji tecna a M bod nap. Najdete mnozinu bodti C, pro nez 
existuje 6ABC takovy, ze M je stred AB, A, BE pa k je kruznice vepsana. 6.ABC. 

Mejme nejaky bod C a odpovidajid trojuhelnik ABC. Oznacme q tecnu k rovnobeznou 
s p, T clotykovy bod pa k, S dotykovy bod q a k, l kruznici pripsanou ke strane AB1 , I<a, Kb, 
I( c, La, Lb, Le dot.ykove body kruznic k, l a prislusnych st ran ( resp. odpovidajicich prime. 
trojuhclnika), x = IAKcl = IAKbl, y = IBKcl = IBKal a z = ICKbl = ICKal• 

• Mnozina U vsech bodu C je poloprimka opacna k ~ SLc bez bodu S. 
Nejprve ukazeme, ze poloha bodu Le je jednoznacne urcena body Ma T, tedy ze neza.lezi. 

na bodech A, B, C. Zjevne je ALc + BLc = x + y. Zaroven je (nebof ,,delka obou tecen" ke 

4to znamena ,,neprevracejici" - neni to napriklad osova soumernost 
5Zkuste si dokazat, zc jina prima shodnost neexituje. Navod: kazda shodnost je slozenim 

nejvfse tri osovych soumernosti (dokaztc!). 
6je totiz l<!AS1 Bl = 90°, tudiz R1 (A)= B. Analogicky dale. 
7 dotyka. sc primek AC a BC vne trojuhelnika a usecky AB 
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kruznici jc stejna) 

J.1/,cl = JALul = ICLi,J - :i: - z = ICI,,,J - y- z + y-x = 
= IBLal + Y - X = IBLel + Y - X = X + Y - IALel + y - X = 2x - jALcl. 

Proto IALcl = y. To znamena, ze IALcl = IBTI, a tedy M - Stred AB - je i stredem TLe, 
Takze bod Le je jednoznacne urcen body M a T. 

Nyni ukazeme, ze body C, S a Le lezi na prfmce. Uvazujme stejnolehlost h se stredem 
Ca koeficientem x+~+z. Tato stejnolehlost urcite prevadi bod Kb na Lb, Ka na La a tudfz 
k na kruznici, ktera se dotyka primky CA V Lb a primky CB V La - na kruznici l. Proto 
ovsem musi h take prevadet prfmku q - tecnu k (blizsi k C ze dvou rovnobeznych tecen) 

& na primku p - tecnu l rovnobeznou s q, blizsf k C; tedy i prunik k a q - bod S - na 
~·tmik l a p - bod Le. To ovsem znamena, ze body C, S a Le lezi na primce. 

Vime tedy, ze pro kazdou polohu bodu A, B Iezi odpovidajid bod C na primce LcS, 
Zarove11 je jasne, ze C nemuze lezet na poloprimce -+ S Le. Zbyva dokazat, ze pro libovolnou 
volbu bodu C v U lze sestrojit odpovidajid trojuhelnik ABC. Zvolme tedy nejaky takovy 
bod C v M. Ved'me bodem C tecnu ke k a jeji prusecik s p oznacme A. Zvolme B tak, aby 
!vl byl stred AB a bodem B ved'me tecnu ke k (ruznou od p). Jeji prusecik s tecnou z A 
ke k ( ruznou od p) oznacme C'. Protoze k je kruznice vepsana trojuhelniku ABC' a M je 
stred AB, lezi bod C' v U (to jsme uz dokazali). Takze body Ca C' lezi oba na primce SLe 
(jinak by nelezely v U) a na tecne z bodu Ake kruznici k (ruzne od p) (diky volbe bodu A a 
C'). Protoze tyto prf mky jsou evidentne ruzne (jedna je secnou a druha tecnou k), musi lezet 
body C, C' v jejich pruseciku a tudiz byt totozne. Takze trojuhelnik ABC =ABC' vyhovuje 
podminkam ulohy. Tim jsme dokazali, ze U je mnozinou vsech vyhovujicich bodu C. 

Tato ~ uloha by la jedna z tech tezsich, spravne ji vyresili jen dva resitele ( Michal Benes 
a Davidek Opela). Bohuzel jejich reseni nebyla prilis pekna (alespon podle meho nazoru) 
- vyuzivali analyticke geometrie, resp. trigonometrie a po rozlicnych upravach se dostali 
k Lomu, ze zkoumana mnozina je primka. 

~uloha r,e· 

Kornentare k 3. serii 

Ookazte, ze pro kazde prirozene k plati 

Lemma 1 Pro kazde k E No 

k 
""°"' (2k + l - i) hk+2 = ~ . 
. 0 1, 
t= 
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