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Komentare k 1. sérii

1.4loha Najdéte vechna n € I, pro kterd plati tento vztah:

1995! 28662 > 19951995

Lemma: Pro kazdén € N plati (1 + %)" < 3.
Dikaz: Podle binomické véty plati

] o 1 = - Dn=-2)...(n—k+1)1
urr=s -yt n L S

n
1
7 <Z—<—+1!+§__:22k_1<2+

Nyni dokdZeme néasledujici odhad faktoridlu:

(;—l)n <n!'< (n_z_-i-l)“

Nejprve dokaZeme levou &ast indukci. Pro n = 1 nerovnost plati. Doka.zeme-h Ze pri
prechodu od n k n + 1 se levd strana zvét3i ménékrat nez prava, tedy Ze

o0

(2" (1)
e v

budeme hotovi. Snadnou tipravou v8ak zjistime, Ze tento vztah je ekvivalentni s Lemmatem.
Prévé jsme provedli induk&ni krok a tim i diikaz matematickou indukei.

Zbyva ndm prava Cast nerovnosti. Tu ale dostaneme, umocnime-li na n-tou nerovnost
mezi aritmetickym a geometrickym priimérem pro &isla 1, 2, ... , n (soutin téchto Cisel je n!,
primér 1‘#) :

Nyni uz jsme pfipraveni k vlastnimu feSeni rovnice. Je snadno vid&t, Ze leva strana je
rostouci funkce z. Dokazeme-li, Ze 1995! 36663 > 19951995 > 19951 2666:2 Hydeme vadét g
viechna fefeni rovnice jsou N\ {1, 2}. =

Podle odhadu je 1995!3666:3 > 1995131995 > (1995)1%% 31005 _ 19951995 T by byla
jedna nerovnost. K diikazu druhé vyuZijeme Lemma a odhad.

1995 1995
1995! 2666:2 (E&—l) P332 (%1— L = 10951995 —
: 2 S 1995 2

1 1995 1
( + E) 319951995 < 19951995,

TakZe v3echna FeSeni jsou N\ {1, 2}.
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Ti, co TFeSeni spocitali na pocitadi, dostali 2 body (pFisté to bude méné — viz Gvodni text).
V2mn

rn
Mnoho FeSiteld nepochopilo, Ze v27n ()" = n! znamena, ze __(s)— — 1 pron — oo.

Jinak Feteno, pro mala n to neznamena viuboe nic. Resitelé, kieri t()lo nepochopili a vztah
chybné pouzili, dostali 3 body.

2.iiloha  Urete posledni trojeisli (neboli zbytek pfi délent tisicem) &isla 111"
Podle binomické véty je
1111 1

111]11 " (1+10)“11 2 Z (11

: )10"‘ =1+111110 4 (112“)100+
k=1

Kde viechny dalsi &leny jsou di‘litelné tisicemn. Potfebujeme zjistit zbytek po déleni &isla 111!
stem a zbytek po déleni &isla ( ) deseti! Op#t vyuzijeme binomickou vétu:

£
1111:(1+10)“=1+11-10+(2)100+---'_—“111(mod 100)
G It =1
( : )_11 —— =1:5=5 (mod 10).

Hledané posleni trojisli je tudiZ stejné jako posledni trojéisli 141111045100 = 1611, to
jest 611.

Asi tfetina feSeni vyuZivala kongruence a binomickou vétu. Tato Fe3eni byla obvykle sprav-
né. Nejkrasnéjsi byla feseni M. Benede, J. Stoly, origindlné ulohu vyftesila J. Flaskovd (v3e
5+ ).

Dal3i tietina feSeni vyuZivala tabulku poslednich trojéisli. Jen vyjime&n& byla ale viechna
fakta vypozorovana z tabulky také dokdzdna (zdsadni chyba!), n&kdy byla tabulka i 3patna.
Tato skupina obvykle obdrzela —: az —2:.

Asi ¢tvrtina Fefitelt se snaZila vyjadrit vzorcem 1., 2. a 3. cifru od konce. Obvykle viak
neuspéli (zapomenuti prenosu do vy3siho Fadu!).

Ctyfi feSeni (mezi nimi vSechna slovenska) vyuiivala Eulerovy véty. Dostala —i, nebot
dikazy byly zbyteZné sloZité.

Dva resitelé vyuzili Gpravu = i Trestuhodné, zvlast, kdyz v zadani 1. série
bylo Upozornéni, Ze toto neplati.

3.uloha Dokaite, Ze dekadicky z4pis nékteré mocniny &isla A = 1993199
skupinou A nul a cifrou 1 tj.

19961997
e kon
...500...01,

S e

A nul
kde j je nenulova &islice.

Lemma: Jelin=10%p+1,10¢tp,k > 2 prirozené &islo kondici skupinou pravé k — 1 nul
a jednickou, pak n'® konéf skupinou pravé k nul a jednickou.
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Dikaz: nl0 = (10%p+1)!0 = 14 10+ 10%p+ .. ., kde dalsi cleny uz jsou délitelné 102 tedy
i 10k+2(k > 2). Je tudiz
A0 ok El 4 10s) 4 1 = 10T g L1104 g

a tedy n!% mé na konci svého zdpisu o nulu vice nez n. Indukci se snadno-dokaze, ze giglo
n1% m4 na konci svého zapisu o [ nul vice nez n.
Viimnéme si nejprve, ze 1993% = (=7)* = 49® = (50 — 1) = 2500 — 2.50 + 1 = |
1997 e :
(mod 100). Protoge &islo 19941995'%%° " je evidentné délitelné &tyfmi, je A = (1993%)s =
1* =1 (mod 100) — &islo A kon&i alespoi jednou nulou pied koncovou jednitkou. Ozna¢me
n potet téchto nul. Je-lin > A, je A =10"c+1 > 10" > 10:_, ale A < 104 pro viechna
piirozend A. Je tedy n < A. Podle lemmatu pak gislo A0 konéi pravé A nularg,
jednickou. Q.E.D. .
Regitelé, kteii vyuzitim Eulerovy véty ukazali, ze existuje mocnina A, jeZ kon&i skupinoy
alesponi A nul a jednitkou obdrzeli 2 + 0. Ti, co ukazali totéz jinak, obdrZeli body podle
toho, jak bylo jejich feeni daleko od cile. Nejkrasnéjsi reSeni mél Toma$ Bdrta.

1}

4.1ulocha Definujme posloupnost:
7‘1:2, Ti+1=2r“.

DokaZte:
JneEN: Vk>n: r,=r; (mod1995).

Tvrzeni neplati jen pro 1995, nybrz pro kazdé prirozené z na misté zakladu kongruence.
DokéaZeme jej matematickou indukci podle z.

1) Pro z = 1 tvrzeni evidentné plati, kazda dv& celd &isla jsou kongruentni modulo
jedna.
2) Necht je z > 1 a pro viechny zdklady men3i neZ z tvrzeni plati. Rozlidime dva
piipady:
(i) Necht je z sudé. MtZeme ho tedy psit jako z = 29m, m je liché. Protoze
m < z,plati 3n € N: Vk > n: m | (rp — ra). Protoze kazdym krokem se
v posloupnosti r, zvét3uje exponent u dvojky, bude urité Vk > n+q: zg
29m | (rg, — o). Tim je v této &asti diikaz hotov.
(i) Necht je z liché. VyuZijeme Eulerovy vétyl | ktera rika:

3
4

Va,meN: (a,m)=1 = a*(™ =1 (mod m).

lo(m) znali polet pfirozenych &isel menSich ne m a nesoud&lnych s m. Jeli m =

sm=n(i=3)-.-(1-3)
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Diikaz neni pfili§ obtiZny, vyzkousejte si ho za domaci tkol. Pouzijeme
tuto vétu pro a = 2,m = z. ProtoZe z je liché, je (2.2) = 1. Urcité je
o(2) < z. takZe pro zdklad ©(z) dokazované tvrzeni plati. To znamena. 7o od
jistého indexu maji vSechny cleny stejny zbytek po déleni 2(2) a tudiz rozdil
po sobé jdoucich Clend je ndsobek ¢(z). Pouzitim Eulerovy véty dostaneme

. . Wk _
Pt — 21-,—. = Ql"n—'i"n-l 2’n-l = 21\59(-) T'n = (2\‘9('-)) ™h = ]’\ “Th =Th (mod Z).

To znamend, Ze od indexu o jedna vét§iho, nez je ten pfi némz se zatnou
opakovat zbytky (mod ¢(z)) se zatnou opakovat zbytky (mod z), tedy i
pro z tvrzeni plati.

@ Timto je ditkaz matematickou indukei hotov. Protoze pravé dokazané tvrzeni plati pro
Qochny pirozené zdkiady, plati tim spiSe i pro zéklad 1995. Uf.

pivodné jsme predpoklédali, Ze uhodnete, Ze tvrzeni plati pro viechna n na misté 1995
2 dok4zete ho indukci. Takové feseni mél jen Michal Benes. Ostatni dlohu fesili zkoumanim
délky periody v posloupnosti 2" (mod m) pro riiznd m. Takto napf. zjistili, Ze pro m = 1995
je délka periody 36, a tedy k tomu, aby dokazované tvrzeni platilo, stati, aby se od jistého
indexu zacaly opakovat zbytky (mod 36). Analogicky postupovali dale. Nektefi regitelé si
ale zkomplikovali praci tim, Ze tvrzeni nedokazovali (mod 1995), ale (mod 3), (mod 5),

(mod 7) a (mod 19). Protoze 3, 5, 7 a 19 jsou nesoudélnd a 3-5-7-19 = 1995, plyne odsud
tvrzeni (mod 1995). To sice vypada jako dobry ndpad, ale ve skute¢nosti to Feeni prodlouzi.

v

5. Gloha Urcete posledni ¢islici &isla (3 + V/7)k1995 pied desetinnou ¢arkou, kde
k1 =1995,  kiyy = 1995%

K zkoumanému &slu pficteme a odeéteme (3 — V/7)1995. Protoze 0 < 3 — V7 < 1, je
i pfi¢teny vyraz mendi neZ jedna. Posledni tislice zadaného Cisla pfed desetinnou arkou je
tedy o jedna men3i nez posledni &islice &isla (3 + v/7)k1995 4+ (3 — /T)k1995 | co3 je celé &islo.
Sestavime posloupnost {c;}$2; poslednich Cislic ¢isel (3 + VT)i4+(3— V7)'. Snadno sestavime
rekurentni vztah pro ¢;:

Cnt1 = 6cn — 2¢p—1  (mod 10), g =2, ¢ =18,
je totiz
® oVt = (B+VD"+3-vD") (B+VD+3-VD) -
= (@+ VI @ VDY) (34 VT) (3-A).

Spotitdme-li prvni &leny této posloupnosti, zjistime, Ze c24 = 2 = ¢, c25 = 6 = ¢), je proto
Ci+24 = ¢;. Stali ndm proto zjistit k1995 mod 24. To je ale uZ snadné. Staéi si uvédomit, Ze
1995 =3 (mod 24), a 7e 3.9 = 3 (mod 24). Plati tedy

19952m+l = 32m+1 —3.9.9.....9=3 (mod 24).

Cisla k; jsou jisté lich4, je tedy kigos = 3 (mod 24), a proto ¢k, 4s = c3 = 0. Posledni &islice
pred desetinnou ¢arkou je tudiZ ve zkoumaném é&isle 0 — 1 mod 10 = 9.
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