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Komentare k 1. serii 

1. uloha Najdetc vscchna n E I~, pro ktera plati te11tu vztah: 

1995!x666x > 19951995_ 

Lemma: Pro kazde n EN platf (1 + ¼ t < 3. 

Dukaz: Podle binomicke vety plati 

(l+.!.t=t(n)_l =tn(n-l)(n-2) ••• (n-k+l)2_< ~ 
n k=O k nk k=O nk k! 

nl 1 1 n 1 00 1 
< L k' < 0,·+ 11 + L 2k-1 < 2 + L 2k-1 = 3 

- k=O • • • • k=2 k=2 

Nyni dokazeme nasledujici odhad faktorialu: 

- < n! < --(n)n (n+l)n 
3 . 2 

Nejprve dokaz_eme levou cast indukci. Pro n = I nerovnost plati. Dokazeme-li, ze pfi 
prechodu od n kn+ 1 se leva strana zvetsi menekrat nez p~ava, tedy ze 

budeme hotovi. Snadnou upravou vsak zjistime, ze tento vztah je ekvivalentni s Lemmatem. 
Prave jsme provedli indukcni krok a tfm i dukaz matematickou indukci. 

Zbyva nam prava cast nerovnosti. Tu ale dostaneme, umocnfme-li na n-tou nerovnost 
mezi aritmetickym a geometrickym prumerern pro cisla 1, 2, ... , n (soucin techto cisel je n!, 
prumer nil). • 

Nyni uz jsme pfipraveni k vlastnfmu reseni rovnice. Je snadno videt, ze leva strana je 
rostouci funkce x. Dokazeme-li, ze 1995! 3666•3 > 19951995 > 1995! 2666•2 , budeme vedet~ 
vsechna feseni rovnice jsou N \ { 1, 2}. _ 

Podle odhadu je 1995! 3666•3 > 1995! 31995 > ( 19i5 ) 
1995 

31995 = 19951995 . To by byla 
jedna nerovnost. K dukazu druhe vyuzijeme Lemma a odhad. 

( 
1) 1995 

1995! 26~6-2 < 199~ + 21332 < 1995 + 1 ! 19951995 = 
( ) 

1995 

· . 1995 3 

= 1 + -- -19951995 < 19951995. ( 
l ) 1995 l 

1995 3 

Takze vsechna reseni jsou N \ {1, 2}. 
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Ti, co reseni spocitali 11a pocitaci. dostali 2 body (pi'fste to bude mcne -- viz uvodni text). 

t-.lnoho i'rsitclu ncporhopilo, zc ~ ( !..!. ) " = n! znaml'na, ie ✓:r;;i"~ ;- )" - 1 pro n - oo. 
C n . 

.linak i'rc-<?110, pro 111ala n tu 111·zna111e11,1 rnl,Pr 11ic. f<1•sif<'I<\ ktci"i toto 111•pod1opili a ,·ztalt 
chybne pouzili, dostali 3 body. 

2. uloha Urcete poslcdnf trojcfsH (m~buli zbytek pi'i dcleni tisicem) cisla 11 1111
. 

Podle binomicke vety je 

11 II 
11 11 (1111) (1111) 11

11 
=(1+10)

11 
= L .. 10k =1+11 11 10+ 100+ ... , 

~ k=l k . 2 

'l'rde vsechny dalsi cleny jsou delitelne tisfcem. Potrebujeme zjistit zbytck po delenf cisla 11 11 

stem a zbytck po dclcuf cisla (11
2

11
) de~eti.' Opet vyuzijcme binomickou vetu: 

1111 = (1 + 10)
11 

= 1 + 11 • {o + (\
1
) 100 + · · · = 111 (mod 100) 

(
1111) 1111 - l 

2 
= 11 11 

2 
= 1 • 5 = 5 (mod 10). 

Illedane posleni trojcislf je tudfz stejne jako posledni trojcisli 1 + 111 • 10 + 5 • 100 = 1611, to 
jest 611. 

Asi tretina i'eseni vyuzivala kongruence a binomickou vetu. Tato i'eseni byla obvykle spra.v
ne. Nejkrasnejsi byla reseni M. Benese, J. Stoly, originalne ulohu vyresila J. Flaskova (vse 
5 + i). 

Daisi tretina reseni vyuzivala tabulku poslednich trojcisli. Jen vyjimecne byla ale vsechna 
fakta vypozorovana z tabulky take dokazana (zasadni chyba!), nekdy byla tabulka i spatne. 
Tato skupina obvykle obdrzela -i az -2i. 

Asi ctvrtina resitelt'.i se snazila vyjadrit vzorcem 1., 2. a 3~ cifru od konce. Obvykle vsak 
neuspeli (zapomenuti pi'enosu do vyssiho ta.du!). 

Ctyri reseni (mezi nimi vsechna slovenska) vyuzivala Eulerovy vety. Dostala -i, nebot 
dukazy byly zbytecne slozite. 

Ova resitele vyuzili upravu 11
1111 = 11 l l. 11

• Trcstuhodne, zvlast, kdyz V zadani l. Serie 
bylo Upozorneni, ze toto neplati. 

~i 

19961997 
3. uloha Doka.zte, ze dekadicky zapis n~ktere mocniny cisla A= 199319941995 konci 
skupinou A nul a cifrou 1 tj. 

kde j je nenulova cislice. 

. . . j 00 ... 01, 
~ 

A nul 

Lemma: Je-Ji n = lOkp + 1, 10 f p, k ~ 2 piirozene cislo koncicf skupinou prave k - I nul 
a jednickou, pak n 10 konci skupinou pra.ve k nul a jednickou. 
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Dukaz: n 10 = ( 10k· p + J )10 = l + 10. 10kp + ... , kde dalsi cleny uz jsou delitelne 1Q2h·, tedy 

i 1ok·+2 (k > 2). Je tuc.Hz 

IL IO = lOh' +I(µ+ JOs) + l = 10i•+ I (J + 1, 10 f q 

a tedy n10 ma na konci sveho zapisu o nulu vice nez n. l11dukci se snadno·dokaze, ze cislo 

n 101 ma na konci sveho zapisu o l nul vice nez n. 

Vsimneme si nejprve, ze 19934 = (-7)4 = 492 = (50 - 1)
2 = 2500 - 2.50 + 1 == 1 

1997 , 
(mod 100). Protoze cislo 199419951996 je evidentne delitelne ctyrmi, je A= (19934 )" == 
1 s = 1 (mod 100) - cislo A konci alespon jednou nulou prcd koncovou jednickou. Oznacme 
n pocet techto nul. Je-li n > A, je A = 10nc + 1 > 10n > 10A, ale A < 10A pro vsechna 
prirozena A. Je tcdy n ~ A. Podle lemmatu pak cislo .4 ioA- n konci prave A nular~. 
jednickou. Q.E.D. • _, 

Resitele, ktcri vyuzitim Eulcrovy vety ukazali, ze existuje mocnina A, jez konci skupinou 
alespon A nul a jednickou obdrzeli 2 + Qi. Ti, co ukazali totez jinak, obdrzeli body podlc 
toho, jak bylo jejich reseni daleko od die. Nejkrasnejsi reseni mel Tomas B,frta. 

4. uloha Definujme posloupnost: 

Dokazte: 

r1 = 2, 2r· 
ri+1= '· 

3n E N: Vk 2: n : rn = rk (mod 1995). 

Tvrzeni neplati jen pro 1995, nybrz pro kazde prirozene z na miste zakladu kongruence. 
Dokazeme jej matematickou indukd podle z. -

1) Pro z = 1 tvrzeni evidentne plati, kazda dve cela cisla jsou kongruentni modulo 
jedna. 

2) Neche je z > l a pro vsechny zaklady mensi nez z tvrzeni plati. Rozlisime dva 
pripady: 

(i) Neche je z sude. Muzeme ho tedy psat jako z = 2qm, m je liche. Protoze 
m < z, plati 3n E N : Vk 2: n : m I (rk - rn)- Protoze kazdym krokem se 
v posloupnosti rn zvetsuje exponent u dvojky, bude urcite 'Vk 2: n + q : llllllii., 
2Qm I (rk - rn)- Tim je v teto casti dukaz hotov. r~ ~' 

(ii) Neche je z liche. Vyuzijeme Eulerovy vety1 , ktera rika: 

Va, m E N : (a, m) = 1 ==> acp(m) = 1 (mod m). 

1cp(m) znaci pocet prirozenych cisel mensich nez m a nesoudelnych s m. Je-li m = 
01 Ok • P1 . , .. . pk , Je 

cp(m) = m (1 - ..!:_) • ... • (1 - ..!:_) 
Pl Pk 
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Dukaz 11e1H prilis obt.izny, vyzkouscjte si ho za dom,ici 11kol. Pouzijemc 
tuto vetu pro a = 2, m = z. Protozc z jc lichc, jc (2 . .:) = I. Urcit(> je 
.p(z) < z. t.akfr pro z,iklad i;(z) clokawrnnc tvrz(•11f phttf. To zn,1111<•11,1. Z<' od 
jisteho i11dcxu 111aji vscchuy cleuy stcjuy zbytek po delc11f .,:i(z) a 1.udiz rozdil 
po sobe jdoucich clenu je nasobek ip(z ). Pouzitim Eulerovy vety dostaneme 

21'n - 2rn-Tn-l 2"n-l = 2krp(::) r = (2rp(z))k r = 11.:. r - r (mod z). 
r11+I = - n 11 - n - n 

To znamena, ze od indexu o jedna vetsiho, nez je ten pi'i nemz se zacnou 
opakovat zbytky ( mod ip( z)) se zacnou opakovat zbytky ( mod z), tedy i 
pro z tvrzcni plati. 

A Tfmto jc dtikaz ~~tematick~u, indu~ci. hotov ·, Protoze prave dokazane tvrzcnf plati pro 
~~cchny prirozene zak1ady, plat, t1m sp1se 1 pro zaklad 1995. Uff. 

Ptivodnc jsme predpokla.dali, ze uhodnctc, ze tvrzcni plati pro vsechna n ria. miste 1995 
a clokazetc ho indukci. Takovc i'eseni mel jen Michal Benes. Ostatni ulohu resili zkouma.nim 
delky periody v posloupnosti 211 (mod m) pro ruzna. m. Takto napr. ijistili, ze prom= 1995 
jc delka periody 36, a tedy k tomu, aby dokazovane tvrzeni platilo, staci, aby se od jistelto 
indcxu zacaly opakovat zbytky (mod 36). Analogicky postupovali dale. Nekteri fositele si 
ale zkomplikovali praci tim, ze tvrzeni nedokazovali (mod 1995), ale (mod 3), (mod 5), 
(J11od 7) a (mod 19). Protoze 3, 5, 7 a 19 jsou 11esoudelua a 3 • G • 7 • 19 = 199G, ply11e oclsud 
tvrzeni (mod 1995). To sice vypada jako dobry napad, ale ve skutecnosti to reseni prodlouzi. 

5. uloha Urcete posledni cislici cisla (3 + /7)k1995 pred desctinnou carkou, kdc 

k1 = 1995, ki+I = 1995k;. 

K zkoumanemu cislu prictemc a odecterne (3 - v7)k 1995 . Protoze 0 < :3 - Ji < 1, jc 
i pricteny vyraz mensi nez jedna. Posledni cislice zadaneho cisla pred desetinnou carkou je 
tedy o jedna mensi nez posledni cislice cisla (3 + v7)k 1995 + (3 - v7)ki99s, coz je cele cislo. 
Sestavime posloupnost { Ci }~1 poslednich cislic cisel (3 + v7)i + (3 - Ji)i. Snadno sestavime 
rekurentni vztah pro Ci: 

c11 +1 = 6cn - 2Cn-1 (mod 10), CO = 2, Ct = 6, 

je totiz 

~ (3 + v11r+1 + (3 - fir+1 = ((3 +fit+ (3 - fir) ((3 + fi) + (3 - fi)) -

- ((3 + fit- 1 + (3- fir- 1
) (3 + fi) (3- fi). 

Spocitame-li prvni cleny teto posloupnosti, zjistime, ze c24 = 2 = co, c2s = 6 = c 1, je proto 
ci+24 = Ci- Staci nam proto zjistit k1995 mod 24. To je ale uz snadne. Staci si uvedomit, ze 
1995 = 3 (mod 24), a ze 3.9 = 3 (mod 24). Plati tedy 

19952111 +1 = 32m+I = 3 • 9 · 9 · ... • 9 = 3 (mod 24). 

Cisla ki jsou jiste licha, je tedy k1995 = 3 (mod 24), a proto ck1995 = c3 = 0. Posledni r•c;Jice 
pred desetinnou carkou je tudiz ve zkoumanem cisle 0 - 1 mod 10 = 9. 
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