
7. serie 
Terna: Vsehochu! 

Termin odeslani: 2. KVETNA 1995 

1. ULOHA 

t'lekneme, ze konecna mnozina M bodt1 roviny je rozptylena, jestlize platf: jsou-li x, y dva 
rtizne body z M , pak majf vzdalenost aspon 1. 
(a) Naleznete co nejvetsi c > 0, ke kteremu existuje d > 0 tak, ze pro kazde r > 0 existuje 
rozptylena rnnozina lezicf V kruhu O polomeru r, ktera ma aspon c(r - d)2 prvkti. 

- N aleznete co nejmensi konstantu C > 0, ke ktere existuje D > 0 tak, ze platf: kdykoli je 
. rozptylena. mnozina lezfd V kruhu O polomeru r, potom ma Af nejvyse C(r + lb)2 prvku. 

Poznamka: Nemusite nalezt nejlepsi mozne hodnoty ca C. Podstatny je dukaz, ze hodnoty 
c, C opravdu splnuji podminky zadani. Na druhou stranu, om lepsi konstanty, tfm vice bodti. 

2. ULOHA 

V trojuhelniku ABC zvolime na strane AB, BC resp. CA bod D, E resp. F . Pro jakou volbu 
bodu je IDEI + IEFI + IFDI nejmensi? ' 

3 . ULOHA 

Mejme graf Go· n vrcholech, splnujici nasledujici podminku: ke kazdym dvema vrchohlm a, 
b existuji cad tak, ze dvojice ac, ad, be a bd jsou spojeny hranou. Dokazte, ze vrcholy G lze 
o'cislova.t a1 , ... ,an tak, ze dvojice a1a2 , ... ,an-lan, anal jsou spojeny hranou. 

4. ULOHA 

Lagrangeova veta pravi, ze kazde ptirozene cislo lze napsat jako soucet ctver~u ,ct)rf neza.por­
nych celych ci'sel. Dokazte, ze pokud lze n 2 napsat jako soucet k kladnych celych cfsel pro 
k = 2, 3, 4, pak to lze pro vsechna k splnujici 1 $ k $ n 2 - 14. Dokazte, ze pro k = n 2 - 13 
uz to nejde. 

5. ULOHA 

.• rc~e 'P v':11nozi~u vsech polynomu s realnymi koe.ficienty (vcetne nuloveho) a prop, q E 'P 
nuJme prirozenym zpusobem pq a p+ q. Prop E 'P oznacme p'P := {pq ; q E 'P}, nazveme 

ji idealem generovanym p. Dokazte: mnozina A ~ 'P splnuje podminky 

(i) p, ,q E A ~ p + q E A 
(ii) p E A ~ p'P ~ A 

pra.ve tehdy, kdyz existuje r E 'Ptak, ze A= r'P. Jinymi slovy, tvrzenf prvni ulohy seste serie 
plati i v teto situaci. 
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