, -
[.sérle
Téma: V3ehochut

Termin odeslani: 2.KVETNA 1995

1. ULOHA

Rekneme, Ze konetnd mnoZina M bodl roviny je rozptylend, jestliZe platf: jsou-li z,y dva

rizné body z M, pak maji vzdalenost aspoii 1.

(a) Naleznéte co nejvétsi c > 0, ke kterému existuje d > 0 tak, Ze pro kaZdé r > 0 existuje

rozptylend mnoZina leZici v kruhu o poloméru r, kterd ma aspoh ¢(r — d)? prvkd.

Nalezn&te co nejmens3i konstantu C > 0, ke které existuje D > 0 tak, Ze plati: kdykoli je

- rozptylend mnoZina leZici v kruhu o polomé&ru r, potom mé M nejvy3e C(r + @) prvki.

Poznamka: Nemusite nalézt nejlepsi moZné hodnoty ¢ a C. Podstatny je diikaz, Ze hodnoty

¢, C opravdu spliiuji podminky zadani. Na druhou stranu, &m lepsi konstanty, tim vice bodil.

2. 0LOHA

V trojihelniku ABC zvolime na strané AB, BC resp. CA bod D, E resp. F. Pro jakou volbu
bodil je |DE|+ |EF|+ |FD| nejmen3i?

3.0LOHA

Mgéjme graf G o n vrcholech, spliiujici nésledujici podminku: ke kaZdym dvéma vrcholiim a,
b existuji ¢ a d tak, Ze dvojice ac, ad, bc a bd jsou spojeny hranou. DokaZte, Ze vrcholy G lz
olislovat ay, ... ,an tak, Ze dvojice ajay, ... ,ap_1Gn, ana; jsou spojeny hranou. ]

4. ULOHA
Lagrangeova véta pravi, Ze kaZdé pfirozené &islo lze napsat jako soucet ctverci Ctyf nezdpor-
nych celych &isel. DokaZte, Ze pokud lze n? napsat jako soudet k kladnych celych &isel pro

k = 2,3,4, pak to lze pro v3echna k splisjici 1 < k < n2 — 14. Dokazte, Ze pro k = n2 — 13
uZ to nejde.

5. 0LOHA

iaéme P mnoZinu vSech polynomt s redlnymi koeficienty (v&etn& nulového) a pro p,q € P
nujme pfirozenym zpiisobem pq a p+ q. Pro p € P oznaéme pP := {rq: q € P}, nazvéme
Ji idedlem generovanym p. DokaZte: mnoZina A C P spliiuje podminky
(i) nq€A = p+g€e A
(ii) peA = pPCA

pravé tehdy, kdyZ existuje r € P tak, e A = rP. Jinymi slovy, tvrzeni prvni tlohy Sesté série
plati i v této situaci.
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