
6. serie 
Terna: Idealy 

Termin odeslani: 18. DUBNA 1995 

Ovod: Oznacme Z mnozinu celych cisel. NecM n E Z je dano. Mnozinu 

nZ := { nk : k E Z} 

nazveme ideal mnoziny Z generovany cislem n (povsimnete si, ze samotna mnozina Z je take 
idealem, je generovana cfslem 1, resp. -1; zrejme {O} = OZ). Dale definujme operace scitani a 

nasobeni podmnozin mnoziny Z takto: neche AC Z, BC Z. Potom 

A+ B :={a+ b: a EA, b E 'B}, A· B := { ab : a E A , b E B}. 

I. ULOHA 

Dokazte, ze neprazdna mnozina A C Z je idealem prave tehdy, kdyz jsou splneny nasledujid 
podminky 

(i) a, b E A ⇒ a + b E A 
(ii) aEA,cEZ ⇒ caEtA 

2. ULOHA ~4. .,_,) .., ....... ( <,) J 
Necht: AC Z, BC Z jsou idealy. Potom A+ B, A · Ba An B jsou idealy. Dokazte a zjistete, 
kterymi celymi cisly jsou tyto idealy generovany. 

3.1JLOHA 

Definujme nyni podil idealu A C Z a celeho cisla k: 

A~ k = {l E Z: lk EA}. 

a radikal idealu 

Dokazte, ze prave definovane mnoziny jsou idealy. Zjistete, cim jsou generovany. 

"'4.1ULOHA 

Ideal A""se nazyva maximalni, jestlize plati: je-li JLideal takovy, ze A ~ B, pak bud' B = A ~ 
nebo B = Z. Naleznete vsechny maximalnf idealy. ,.;.,.. - · /.,.!,.{_ (.~~r- ~•.,.,, :lu~ ~ 

~ -o- - ' J 
, """',. ~ A ""-.NI -:s) l'-1 ~ p---...:,C:.,:.~ '\ // 

5. ULOHA 

Necht A je ideal. Dokazte, ze nasledujfci ctyri podmfnky jsou ekvivalentnL 

/, (i) A je maximalni ideal. · 
C,dii) 'va, b E Z : ab E A ==> a E A nebo b E A. vodc&' -. ?""'"c:; ,J._ 
~(iii) 'va,b E Z: (({a}+ A)· ({b} +A) = A) ==> ({a}+ A= A nebo {b} +A= A). 

(iv) VaEZ\A: 3bEZ\A: (({a}+A)·({b}+A))={l}+A. 
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