
b EA, je B ~ A a tedy A= B. Pokud c EA, je a I c, c I a, tj . c = a (obe cfsla jsou kladna) 
a b = 1 tj. B = Z. 
(iii) ===} (ii): Vsimneme si, ze je-li A ideal, je pro x - y E A dokonce {x} + A = {y}A 
a pro x - y ~ A je ( {y} + A) n ( {x} + A) = 0. Je-li nynf ab E A, snadno odhaHme, ze 
({a}+ A)· ({b} +A)= {ab+ ap + bq + pq: p,q EA}~ A, a poditfm (iii) a toho, co bylo 
receno vyse, z toho vyplyva. a EA nebo b EA. 
(iv) ===} (iii) Predpokladejme ({a}+ A)• ({b} + A) ~ A; stejnou uvahou jako v minule 
implikaci z toho odvodime ab EA. Necht dale {a}+ A cf:. A (tj. a~ A); chceme ukazat, ~e 
pak uz nutne b E A . Z podminky (iv) najdeme k cislu a takove c E Z \ a tak, aby ca EA+ 1 
(a tedy ca - 1 EA. Pak ale take cab - b = (ca - l)b EA a protoze ab Ea (a tedy cab EA), 
musf byt take b = cab- b EA. 

a===} (iv) Necht! p je genera.tor A. Pokud p = 1, neni co resit (pak zatezko vybrat nejake 
• Bucf tedy p prvocfslo, )1 = pZ, a E Z \ A. uvazujme mnoziny {ja} + A, kde j probiha. 

0, 1, . . . , p-1. Kdyby napr. { ia} + A a {j} + A mely nepra.zdny pr-&nik, musely by uz ( stejnou 
uvahou jako vyse) byt nutne stejne a j - i EA, coz pro i '/; j z {O, . . . ,p-1} nejde. Jsou tedy 
po dvou disjunktni. Snadno nahledneme, ze kazda. z uvazovanych mnozin musi obsahovat 
nektere z cisel 0, . . . , p-1 a vzhledem k disjunktnosti kazda jine. Protoze ma.me p mnozin, 
musi nektera {ia} + A obsahovat jednicku. Pak a.le {ia} +A= {l} + A, tedy ia E {l} + A 
a zjevne i ~ A. Zbyva. si uvedomit, ze z ia E {1} + A uz plyne ({i} +A)· {{a}+ A)~ A. 

Komentare k 7. serii 

I. uloha Rekneme, ze konecna. mnozina M bodu roviny je rozptylena, jestlize plati: jsou-li 
X' y dva ruzne body z M, pak maji vzdalenost aspon 1. 
(a) Naleznete co nejvetsi c > 0, ke kteremu existuje d > 0 tak, ze pro kazde r > 0 existuje 
rozptylena mnozina lezici V kruhu o polomeru r , ktera _ma aspon c(r - d)2 prvku .. 
(b) Naleznete co nejmensi konstantu C > 0, ke ktere existuje D > 0 tak, ze plati: kdykoli je 
M rozptylena. mnozina lezici v kruhu o polomeru r, potom ma M nejvyse C(r + d)2 prvku. 
Pozna.mka: Nemusite nalezt nejlepsi mozne hodnoty ca C . Podstatny je dukaz, ze hodnoty 
c, C opravdu splnuji podminky zadani. Na druhou stranu, cim lepsi konstanty, tim vice bodu. 

~ Bez ujmy obecnosti muzeme konstruovat M v kruhu K se stfedem v pocatku a polo­

.rem R. Oznacme A(u, v) bod o soufadnicich (u + ½v, 4,v). Snadno spocita.met ze ctverec 
vzda.lenosti A{u1,v1) aA(u2,v2)je 

(u2 - u1)2 + (~2 -u1)(v2 - v1) + (v2 -vi)2 = ({tt2 - ul) + ½(v2 -v1))
2 + ¾(v2 -v1)2 

= ((v2 -vi)+ ½(u2 - u1))
2 + ¾(u2 - u1)2. 

Predpokladejme, ze ui, Vi jsou cela.. Z druheho a tretiho tvaru vidime, ze pokud je u1 ¥, u2 
nebo v1 '¢ v2 , je ctverec vzda.lenosti aspon ¾. Z prvniho tvaru ale vidime, ze je to cele cislo, 
takze je to aspon jedna. Mnozina M tech A( u, V ), ktere lezi V kruhu, je tedy rozptylena. 
Nynf odhadneme zdola pocet jejich prvku. Bucf K' kruh se stredem v poca.tku a polomerem 
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R - '4-- a A nektery jeho bod. Pak A = A( u, v) pro nektera. u , v rea.lna., najdeme u_, v cela. 

tak. aby I u - 11.I a It• - ii I byly nejv1rse ½ · Pak je vzdalenost. A( u , v) a A( ii, v) nejvyse :I/­
a A(u, v) je tedy prvkem M . Mnozina tech A(u, v), pro kteraje ju - uol a Iv - vol nejvyse ½, 
je kosoctverec O strane jedna.. Prave jsme uka.za.li, ze nechame-li A( uo, vo) probihat Af I pokryji 

nam takove kosoc~verce K'. Plocha jednoho kosoctverce je '4--, plocha K' je 1r( R - '4-- )2 , M 

ma tedy nejvyse 73(R- '4--) prvku. Vyhovuje tedy konstanta 73. 
(b) Bud' M ~ K rozptylena mnozina a I( kruh o polomeru r . Ozna.cme K' kruh se stejnym 

stredem a polomerern o ½ vetsim. Uva.zujrne ke kazdernu bodu M kruh o polorneru ½ -
vsechny tyto kruhy lezi v I(' . Protoze vzdalenost libovolnych dvou bodd z M je nejvyse 1, 

zadne dva z techto kruh,\ se neprekryva.ji. Plocha jejich sjednoceni je tedy IMI 1r( ½ )2 (I~ 

znaci pocet prvku M), plocha I<' je 1r(r + ½ )2. Porovnanirn dosta.nerne IMI $ 4(r + . , 
I<onstanta C = 4 tedy vyhovuje. . 

Poznamky. Dukaz casti (a) je ponekud neprehledny, ale konstruuje se tam obycejna troj­

uhelnikova sif a pak se ukaze, ze dost uzhi site lezi v kruhu. I<onstanta 73 ..:. 3.63 je opravdu 

nejlepsi (tj. vyhovuje i v (b)) . ale dukaz je slozitejsi. Jestli vyrnyslim nejaky hezky dukaz 

do soustredeni, tak ho tarn zajerncurn ukazu. To, co je ve vzoro·,em reseni, by stacilo na 

pet bodu; pres upozorneni, ze na prvnirn rniste je korektnost dukazu, vetsina resitehi pouze 

prohla.sila, ze je jasne, ze trojuhelnikova siC je nejlepsi, nebo se to pokusili krajne pochybnym 

zpusobern zduvodnit. Na.vie se okradli i pri odhadu v (a), takze jim vyslo pouze c = 3 . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

PRVNI ULOHA 

F 

DRUHA ULOHA 

B 

2. uloha V trojuhelniku ABC zvolirne na strane AB, BC resp. CA bod D , E resp. F . Pro 

jakou volbu bodu je IDEI + IEFI + IFDI nejmensi? 

Jak je dobrym zvykern u podobnych uloh, budeme vyuzivat "principu zrcadla". Divejte 
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se na obra.zek. Mejme trojuhelnik ABC s nejvetsim uhlem pri vrch l C O , B dl v, k AC , o u . znacme B' bod soumerne sdruzeny s po e pnm y a A bod soumerne sdruzen, A , 
• V l v C' C zv . V t . , h l , y s podle B C Pro uplnost Jeste po ozme = . reJme roJu e mk A' B' C' vznikne ABC , · 

• V D' E' F' b D z otocemm okolo C O uhel 2,. Oznacme , , o razy , E, F v tomto otoceni Sna.d hlLd ' FEDF FED'F' · · , · no na t: neme ze delky lomenych car a Jsou steJne. Body F E D' m·.._x 1. l'b ' , ' ' u;c.eme VO 1t 1 ovolne bod F' je obraz F v otocem. ' 
P_o~ud, je,-y ostryvnebo pra~y.:._ nab~va. sev~ini~a; pripade, ze Ea D' lez{ na FF' a IFF'I 

je mmimalm. Protoze <!.FC F - 2-y Je pora.d steJny, nastane to v pripade, ze IFCI = IF' Cl 
bude minima.lni, tedy pokud F bude pata. vysky spustene z C na stranu AB z d . k 

FF, d d d' " . . po mm Y, ze E a. D' lezi na. sna no O VO 1me, ;c.e pa.k 1 D a. E budou paty prislusny'ch •v k ( , , . , , vyse pro pravouhly troJuhelmk bude D = E = C). 
~ Je-li trojuhelnik tupouhly, bude 2-y vetsi nd 1r, takze Fa F' nepdjde jednoduse s o'it 
' -~ckou (neprotina.la by usecky AC a. B' C'). V tomto pripa.de bude zrejme nejkratsi spofnlce 

pro dane F pri volbe D' = E =Ca. delka. lomene cary bude 21Fc1: IFCI je opet minima.lni 
pro F patu vysky. Minima se tedy u tupouhleho trojuhelnika nabyva. pro D = E = ca F 
pa.tu vysky na AB. 

3. uloha Mejme graf G o n vrcholech, splnujici nasledujici podmfnku: ke kazdym dvema 
vrcholiim a, b existuji c a. d tak, ze dvojice ac, ad, be a. bd jsou spojeny hranou. Dokazte, 
ze vrcholy G lze ocislovat a1, ... ,an tak, ze dvojice a1a2, ... ,an-lan, anal jsou spojeny 
hranou. 

Tvrzeni neplati. Mejme graf o deviti vrcholech P1, P2, Pa, P.,, Ps, Qi, Q2, Q3, Q 4. Hranou 
jsou spojeny dvojice PiQi (1 ~ i ~ 5, 1 ~ j ~ 4) a. QiQj (1 ~ i,j ~ 4). Snadno overime, ze 
ke kazdym dvema vrcholum najdeme dva spolecne sousedy. Na druhou stranu, kdybychom 
kruznici prochazeli v jednom zvolenem smeru, muselo by po kazdem Pi nasledovat nektere 
Qi (Pi a Pi spojeny nejsou), a to po kazdem jine; bodd Pi je ale pet a body Qi jen ctyri. 
V tomto grafu tedy ma.xima.lni kruznice neexistuje. 

4. uloha Lagrangeova veta pra.vi, ze kazde prirozene cislo lze napsat jako soucet ctvercu 
ctyr neza.pornych celych cisel. Dokazte, ze pokud lze n2 napsat jako soucet k kladnych celych 
cisel pro k· = 2, 3, 4, pak to lze pro vsechna k splnujici 1 < k ~ n 2 

- 14. Dokazte, ze pro 
k = n 2 - 13 uz to nejde . 

• Tam melo sa.mozrejme byt ll ••• jako soucet k ctvercu kladnych cisel ... ". Vzhledem 
k citaci Lagrangeovy vety a zdurazneni rozdilu mezi neza.pornych a kladnych se to ale ?~10 
pochopit. Lidu sbirkovemu (nepredpokla.da.m, ze by od casd, kdy jsem byl na ~m~azm'. 
tento typ resiteld vymrel) prozra.dim, ze uloha. je inspirovana sestou ulohou z 33. mezmarodm 
matematicke olympia.dy (Moskva 1992); z tvrzeni nasi ulohy plyne pomerne snadno plyne 
reseni te puvodni1 . 2 · ·c k 

Dukaz druhe casti je jednoduchy. Cislo n 2 lze urcite napsat jako soucet n Jedndl _e . 
V • , v , , , v • h , t t k v vzdy a 2 jednicek nahra 1me YJadrem pomoc1 mens1ho poctu ctvercu lze c apa a , ze . , V • 2 13 

xt • x• 2 2 J v • ' z pro vyJadrem n - 1., verci 1.,1S}em a , cimz pocet scitancd snizime O a - 1. e zreJme, e 

1 reseni z nasledujidho odstavce jsem ale vymyslel az po soutezi 
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i 

nemuzeme pouzit 42 = 16 ani nic vetsiho. Pouzijeme-li vyse uvedeny pohled na vec, vidime, 
ze pouzijeme-li p ctyrek a q devitek, dostaneme n.2 - 3p - Bq scitancu. Pro za.dna. p., q ~ 0 

cela. ale neni 3p + 8q = 13. 
Zna.me tvrzeni (doka.zte si sami- neni to tezke} pravi, ze mame-li x, y > 1 cela. nesoudelna., 

pak nejvetsi prirozene cislo, ktere nejde vyjadrit ve tvaru px + qy, kde P, q ~ 0 jsou cela, 
je pq - p - q. Mejme g, h prirozena. (vetsi nez jedna} a poskla.dejme p-kra.t g2 a q-kra.t h2

. 

To muzeme provest pra.ve tehdy, kdyz pg2 + qh2 ~ n 2
. Podle tvrzeni lze zmensit pocet 

scitancu o m = p(g2 - 1} + q(h2 - 1} pro m ~ (g2 
- l}(h2 

- 1) - (g
2 

- 1) - (h2 
- 1). 

Protoze (pg2 + qh2 ) - (p(g2 - 1) + q(h2 - 1}) = p + q ~ m/ min(g2 
- 1, h 2 

- 1), bude pro 
k = n 2 - m = n 2 / min(g2 , h 2 ) splnena i dodatecna. podminka. . 

Pro g = 2, h = 3 dostaneme n 2 - 14 ~ k ~ ¼n2
; protoze nejmensi cislo, ktereho se 

uloha tyka., je '"l. = 13, j~ ¼n2 ~ n2 - 97. Volba. g = 3, h = 4 nam pak da. reseni PA 
n 2 -98 ~ k ~ !n2. Pro vyja.dreni pomod mene scitanci budeme postupovat z druhe stra~ 
pomoci nasledujiciho klicoveho lemma.tu: 

Lemma. Bud'n pfirozene c{slo nizne od 1 a 3. Pak lze n 2 napsat jako soucet ctyf ctvercu 
kladnych c{sel. 

Je-li n = ab, b2 = p2 +q2 +r2 + s2 , je n 2 = (ap)2 +(aq)2 +(ar )2 +(as )2
. Lemma tedy staci 

doka.zat pron prvocisla (n -j; 3) apron= 9. Devitka se vyresi pomoci 81 = 82 +32 + 22 + 22
. 

Mejme tedy n -j; 3 prvocislo. Podle Lagrangeovy vety lze n napsat jako soucet ctyr ctvercu. 
Rozlisme pripady podle toho, kolik z nich je nenulovych. Jeden to byt nemuze: n je prvocislo, 
takze neni ctverec. Je-li n = a2 + b2 , je n 2 = (a2 ) 2 + (ab) 2 + (ab) 2 + (b2

)
2 a za.dny scitanec 

nemuze byt nulovy; sem spada. i n = 2. 

Mejme n = a2 +b2 +c2 ; pak muzeme psa.t n 2 = (a2 +b2 -c2 ) 2 +(ac+bc)2+(ac-bc)2+(c2 )2 . 
Prvni zavorka je urcite nenulova., protoze jinak by bylo a2 + b2 = c2 

J, n by bylo sude; jedine 
.. sudc prvocislo (dvojku) vsak uz ma.me. Urcite muzeme prohodit a, b, c tak, a.by a-:/; b (kdyby 

bylo a = b = c, bylo by n delitelne tremi, coz prvocisla ruzna od ti'i nebyvaji); pak uz je 
nenulova i ti'eti zavorka. 

Mejrne n = a 2 + b2 + c2 + d2 . Pak n 2 = (a2 + b2 + c2 - d2 )
2 + (2ad)2 + (2bd)2 + (2cd)2

. 

Nenulovost prvni za.vorky .plyne ze stejne uvahy jako v minulem odstavci. 

Pokud nyni ma.me n.2 vyjadreno jako soucet k kladnych ctvercu, kde k < ½n2
, musi aspon 

jeden z nich byt vetsi nez devet. Pak na nej aplikujcme lemma a dostaneme vyjadreni pomod 
k + 3 kla.dnS''ch ctvercu. Protoze vime, ze k = 1, 2, 3 funguji , dostaneme odtud vsechna k 
splnujici 1 '.S k < ½n2 , cimz je dukaz hotov. Vida, predpoklad, ze najdeme vyjadreni po~6')\ 
ctyr kladnych ctvercu, byl zbytecny. ~ J 

5. uloha Oznacme 'P mnozinu vsech polynomu s realnymi koeficienty ( vcetne nuloveho) 
a pro p, q E P definujme prirozenym zpusobem pq a p + q. Pro p E 'P oznacme p'P := {pq : 
q E P}, nazveme ji idealem generovanym p. Dokazte: mnozina A~ 'P spli'mJe podminky 

(i) p,qEA ~ p+qEA 
(ii) p EA ~ pP ~ A 

pra.ve tehdy, kdyz existuje r E Ptak, ze A = r'P. Jinyrni slovy, tvrzeni prvni ulohy seste serie 
plati i v teto situaci. 

10 



Pro polynom p ozna.cme degp jeho stupeii (deg O = -1). Mejme p, q E 'P , q # 0. Tvrdim 
ze pokud degp ;::: degq, pak ~xistuje polynom r tak, ze deg(p - rq) < degp. Bud' p(x) :: 

x o+ · . ·+Pm Xm , q(x) = qox + · · ·+qnxn, m;::: n . Pak oznacme r(x) = p(x)-q(x)Eil.xm-n 
~ ~ . 
Pokud deg(p - rq) ~ deg q, mtlzeme tento postup opakovat. Po konefoem poctu krokil tak 
dostaneme polynd'my r, s takove, ze p =qr+ s a deg.,< deg q (nen{ tonic jineho nd delen{ 

olynomu se zbytkem; r je podfl a ., zbytek). 
p Snadno opet overfme, ze kazda. mnozina typu p'P spliiuje (i) a (ii). Mejme tedy A c 
p splnujki (i) a (ii). Protoze {O} = OP, mu~eme se omezit na pripad A # {O}. Poto~ 
existuje aspoii jeden nenulovy polynom v A. Stupne vsech takovych nenulovych polynomu 
jsou neza.porna. cela. cfsla.; ozna.cme m nejmensi z nich a. q nektery polynom z p, ktery ma 
stupen m. Mejme nyni nejaky polynom p E A. Potom existujf r, s tak, ze p = qr+ s, 

~g. 8 < deg q._ Podle podmi?ek (i) a. (ii) je a.le s = p - qr EA a protoze deg s < deg q = m, 
··usf nutne (viz. volba q) byt s = 0. Tedy P E q'l, a tedy A ~ q'l,. Naopak, protoze q E A, 

dostaneme snadno z (i) a (ii) opacnou inkluzi. Tedy q'l, = A . 

Patou serii vymyslel Dr. Jifi Kottas. Olohy opravili Petr Cizek, Stanislav Hencl 
a Michal Kubecek. Vzorova. foseni napsal Pe-tr Cizek. 

· Sestou serii vymyslel Dr. Jifi Kottas. Olohy opravili Stanislav Hencl, Michal Ku­
becek a Vit Novak. Vzorova. feseni napsal Michal Kubecek. 

Sedmou serii vymyslel Michal Kubecek. Olohy opravili Stanislav Hencl, Michal Ku­
becek a Tomas Visek. Vzorova. fesenf napsal Michal Kube~ek. 
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