be A jeBC Aatedy A= B. Pokud c€ 4, jea|c, c|a, tj. c = a (ob& &sla jsou kladna)
ab=1tj. B=12.
(iii) = (ii): VSimnéme si, Ze je-li A ideél, je pro * —y € A dokonce {z} + A = {y}A
aprox—y & Aje ({y} + A) N ({z} + A) = 0. Je-li nyni ab € A, snadno odhalime, Ze
({a} + A)- ({8} + A) = {ab+ ap+bg+pq: p,q € A} C A, a pouZitim (iii) a toho, co bylo
receno vyse, z toho vyplyvd a € A nebo b € A.
(iv) = (iii) Pfedpoklidejme ({a} + A) - ({6} + A) C A; stejnou Gvahou jako v minulé
implikaci z toho odvodime ab € A. Necht dale {a} + A € A (tj. a ¢ A); chceme ukézat, Ze
pak uZ nutné b € A. Z podminky (iv) najdéme k &islu a takové c € Z \ a tak, aby ca € A +1
(a tedy ca — 1 € A. Pak ale také cab— b = (ca — 1)b € A a protoZe ab € a (a tedy cab € A),
musi byt také b = cab— b € A.
& —> (iv) Necht p je generdtor A. Pokud p = 1, neni co feSit (pak zat&%ko vybrat né&jaké
! Bud tedy p prvoéislo, A = pZ, a € Z\ A. uvaZujme mnoZiny {ja} + A, kde j probiha
0,1,...,p—1. Kdyby napt. {ta}+ A a {j} + A mély neprazdny priinik, musely by uZ (stejnou
tvahou jako vySe) byt nutné stejné a j—1i € A, coZ proi # j z {0,...,p—1} nejde. Jsou tedy
po dvou disjunktni. Snadno nahlédneme, Ze kaZda z uvaZovanych mnoZin musi obsahovat
nékteré z &isel 0,...,p—1 a vzhledem k disjunktnosti kaZda jiné. ProtoZe mame p mnoZin,
musi nékterd {ia} + A obsahovat jedni¢ku. Pak ale {ia} + A = {1} + A, tedy ia € {1} + A
a zjevné i ¢ A. Zbyva si uvédomit, Ze z ia € {1} + A uZ plyne ({i} + A) - ({a} + A) C A.

Komentare k 7. sérii

1.dloha Rekneme, Ze kone¢nd mnozina M bodi roviny je rozptylena, jestliZe plati: jsou-li
z,y dva rizné body z M, pak maji vzdalenost aspoii 1.

(a) Naleznéte co nejvétsi ¢ > 0, ke kterému existuje d > 0 tak, Ze pro kaZdé r > 0 existuje
rozptylend mnoZina leZici v kruhu o poloméru =, ktera ma aspoii ¢(r — d)? prvkd.

(b) Naleznéte co nejmensi konstantu C > 0, ke které existuje D > 0 tak, Ze plati: kdykoli je
M rozptylena mnoZina leZici v kruhu o poloméru r, potom ma M nejvyse C(r + d)? prvki.
Poznamka: Nemusite nalézt nejlepsi mozné hodnoty ¢ a C. Podstatny je diikaz, Ze hodnoty
¢, C opravdu spliiuji podminky zadani. Na druhou stranu, &m lepsi konstanty, tim vice bodi.

Bez uymy obecnosti miZeme konstruovat M v kruhu K se stfedem v podatku a polo-
rem R. Oznafme A(u,v) bod o souradnicich (u + %v, lg—iv). Snadno spocitame, Ze Etverec
vzdélenosti A(uy,v1) a A(uz,v2) je

(u2 = u1)? + (w2 — w)(vz — v1) + (v2 — v1)% = ((uz = u1) + L(vz — 21))* + &(vz — v1)?

= ((UZ}.‘ "—?)I) + %(‘UQ --u:]_))2 o .43_(”2 '3 U1)2.

Piredpokladejme, Ze u;, v; jsou celd. Z druhého a tretiho tvaru vidime, Ze pokud je uy # u2
nebo v # v, je ¢tverec vzdalenosti aspon %. Z prvniho tvaru ale vidime, Ze je to celé ¢islo,
takZe je to asponi jedna. MnoZina M téch A(u,v), které lezi v kruhu, je tedy rozptylena.
Nyni odhadneme zdola poéet jejich prvkd. Bud K’ kruh se stfedem v poatku a polomérem



R - J@ a A néktery jeho bod. Pak A = A(u,v) pro néktera u, v realna, najdéme i, ¥ cela
tak. aby |u— | a [v — ©| byly nejvyse % Pak je vzdalenost A(u,v) a A(i,7) nejvyse lg_ﬁ
a A(i, 9) je tedy prvkem M. MnoZina téch A(u,v), pro které je |[u — ug| a |v — vo| nejvyse %,
je kosoZtverec o strané jedna. Pravé jsme ukazali, Ze nechame-li A(uo,vo) probihat M, pokryji

nam takové koso&tverce K'. Plocha jednoho kosogtverce je Jéi, plocha K' je (R — l@)z, M

ma tedy nejvyse %(R - 3@) prvkid. Vyhovuje tedy konstanta —37_%

(b) Bud M C K rozptylena mnoZina a K kruh o poloméru r. Ozna¢me K’ kruh se stejnym
stfedem a polomérem o % v&t3im. UvaZujme ke kaZdému bodu M kruh o poloméru % -
viechny tyto kruhy lezi v K'. ProtoZe vzdalenost libovolnych dvou bodd z M je nejvyse 1,
34dné dva z téchto kruhf se neprekryvaji. Plocha jejich sjednoceni je tedy |M]| w(%)2 (I
znaéi podet prvkd M), plocha K' je m(r + %)2. Porovnanim dostaneme |[M| < 4(r +
Konstanta C = 4 tedy vyhovuje. ;

Poznamky. Diikaz &asti (a) je pondkud nepiehledny, ale konstruuje se tam oby&ejnd troj-

™

helnikova sit a pak se ukaZe, Ze dost uzli sité leZi v kruhu. Konstanta %5 = 3.63 je opravdu
nejlepsi (tj. vyhovuje i v (b)), ale dikaz je slozit&jsi. Jestli vymyslim né&jaky hezky dikaz
do soustfedéni, tak ho tam zajemctim ukaZu. To, co je ve vzoro/ém feSeni, by stadilo na
pét bodi; pfes upozornéni, Ze na prvnim misté je korektnost dikazu, v&tSina feSiteld pouze
prohlasila, Ze je jasné, Ze trojihelnikova sit je nejlepsi, nebo se to pokusili krajné pochybnym
zptisobem zdtvodnit. Navic se okradli i pfi odhadu v (a), takZe jim vySlo pouze ¢ = 3.
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2.uloha V trojuhelniku ABC zvolime na strané AB, BC resp. CA bod D, E resp. F. Pro
jakou volbu bodi je |[DE|+ |EF|+ |FD| nejmensi?

Jak je dobrym zvykem u podobnych tloh, budeme vyuZivat “principu zrcadla”. Divejte



se na obrazek. Méjme trojihelnik ABC s nejvétsim thle
soumérné sdruZeny s B podle ptimky AC a A’ bod soumérné sdrujen
aplnost jesté polozme C' = C. Ztejmé trojihelnik A’'B'" vznikne z
C o thel 2y. Oznaime D', E', F' obrazy D, E, F v to
délky lomenych &ar FEDF a FED'F' jsou stejné. Bo
bod F' je obraz F' v otoleni.

Pokud je v ostry nebo pravy, nabjva se minima v pipad¥, %e E a D' Jey na FF' o |FF!|
je minimélni. ProtoZe <FCF' = 27 je pofad stejny, nastane to v Pfipadi, e |FC| = |F'C|
bude minimalni, tedy pokud F bude pata vysky spusténé z C na stranu AB. Z podmink
e E a D' lezi na FF' snadno odvodime, %e pak i D a E budou paty prislusnych vyZek (pz;
pravouhly trojihelnik bude D = E = C).

Je-li trojihelnik tupodhly, bude 2v v&t%i ne? , takie F a F' nepijde jednoduse spojit

eckou (neprotinala by aseZky AC a B'C"). V tomto pfipadé bude zfejmé nejkrati spojnice
pro dané F pfi volbé D' = E = C a délka lomené Cary bude 2|FC]. |FC| je op& minimaln{
pro F patu vySky. Minima se tedy u tupothlého trojihelnika nabyvipro D=E=Ca F
patu vysky na AB.

m pfi vrcholu C. Oznagme B’ boq

Y s A podle B'C. Pro
ABC ototenim okolo
mto otofeni. Snadno nahlédneme, 3e
dy F, E, D' miZeme volit libovoiné,

3.1dloha Mé&jme graf G o n vrcholech, spliujici nasledujici podminku: ke kaZzdym dvéma
vrcholim a, b existuji ¢ a d tak, Ze dvojice ac, ad, bc a bd jsou spojeny hranou. DokaZte,
Ze vrcholy G lze olislovat ay, ... ,an tak, Ze dvojice ajas, ... ¥@n—1Gn, Ana] jSOU Spojeny
hranou.

Tvrzeni neplati. Mé&jme graf o deviti vrcholech Py, Py, Ps, Py, Ps, Qq, Q2, Q3, Q4. Hranou
jsou spojeny dvojice P;Q; (1<i<5,1<j<4)a QiQ; (1 <1,7 <4). Snadno ovéfime, Ze
ke kaZdym dvéma vrcholim najdeme dva spole¢né sousedy. Na druhou stranu, kdybychom
kruZnici prochézeli v jednom zvoleném sméru, muselo by po ka%dém P; nasledovat n&které
Q; (P: a P; spojeny nejsou), a to po kazdém jiné; bodd P; je ale pét a body Q; jen étyfi.
V tomto grafu tedy maximalni kruZnice neexistuje.

4.aloha Lagrangeova véta pravi, Ze kaZdé pfirozené &islo lze napsat jako soudet &verct
Ctyf nezdpornych celych &isel. Dokaite, e pokud lze n? napsat jako souget k kladnych celych
Cisel pro k = 2,3,4, pak to lze pro viechna k spliinjici 1 < k < n? — 14. Dokate, Ze pro
k=n%—13 uz to nejde.

e Tam mélo samozfejm& byt * ... jako soutet k &tverct kladnych &sel ... ”. Vzhledem
k citaci Lagrangeovy véty a zddraznéni rozdilu mezi nezdpornych a kladnych se to ale ,d;.ilo
Pochopit. Lidu sbirkovému (nepfedpokladam, ze by od &asi, kdy jsem byl na A e
tento typ feSiteld vymiel) prozradim, Ze tloha je inspirovana Sestou m°h°u,z 2 mez1narcl>dnl
matematické olympiddy (Moskva 1992); z tvrzeni nasi dlohy plyne pomérné snadno plyne
feSeni té plvodnil. : et n? jednicek

Dikaz druhé &asti je jednoduchy. Cislo n? lze uréité napsat _]akfz’ ?ouc.e.t . JE n:ymf;
Vyjadreni pomoci mensiho podtu &tverct lze chapat tak, Ze vidy 2 J.edl}lcgk nf3 rva;v;rd
Cislem a2, &m¥ pocet séitancd snizime o a — 1. Je zfejmé, Ze pro vyjadreni n® — 15 €

!¥edeni z nasledujiciho odstavce jsem ale vymyslel aZ po sout&i




nemiZeme pouzit 42 = 16 ani nic vétsiho. Pouzijeme-li vySe uvedeny pohled na vé?, vidime,
e pouZijeme-li p étyfek a q devitek, dostaneme n? — 3p — 8q stitancl. Pro Zadnd p,q > 0
cela ale neni 3p + 8¢ = 13.

Znamé tvrzeni (dokaZte si sami — neni to t&2ké) pravi, Ze mame-li z,y > 1 cela nesoudélni,
pak nejvétsi prirozené &islo, které nejde vyjadrit ve tvaru pz + qy, kde p,gq > 0 jsou celd,
je pg — p — q. Mé&me g, h pfirozena (vét3i neZ jedna) a posklidejme p-krat g% a g-krat h2,
To miZeme provést pravé tehdy, kdyZ p92 + qh2 < n?. Podle tvrzeni lze zmenSit podet
s¢itancd o m = p(g% — 1) + q(h? — 1) pro m > (g2 = 1)(h? = 1) — (¢® = 1) — (hZ - 1).
ProtoZe (pg? + gh?) - (p(g® — 1) +qh?2-1) =p+q<m/ min(g? — 1,h? — 1), bude pro
k = n2 — m = n?/min(g2, h?) splnéna i dodateéni podminka.

Pro g = 2, h = 3 dostaneme n? — 14 > k > inZ?; protoZe nejmensi &islo, kterého se
dloha tyka, je = = 13, je in? < n? — 97. Volba g = 3, h = 4 ndm pak dd feSeni p’
n?2-98>k > %nz. Pro vyjadieni pomoci méné séitanci budeme postupovat z druhé stran
pomoci nasledujiciho kli¢ového lemmatu:

Lemma. Bud n prirozené é&islo riizné od 1 a 3. Pak Ize n? napsat jako soucet &tyr Etvercd
kladnych Ccisel.

Je-lin = ab, b2 = p2 +q2 +r2+s2, je n? = (ap)?+(aq)? +(ar)?+(as)?. Lemma tedy sta&i
dokazat pro n prvoéisla (n # 3) a pro n = 9. Devitka se vyfesi pomoci 81 = 82 432 422 422,
Méjme tedy n # 3 prvotislo. Podle Lagrangeovy véty lze n napsat jako soucet Ctyr Ctverci.
Rozlisme ptipady podle toho, kolik z nich je nenulovych. Jeden to byt nemiZe: n je prvoislo,
takZe neni ¢tverec. Je-li n = a2 + b2, je n? = (a?)? + (ab)? + (ab)? + (b%)? a Zadny sitanec
nemiiZe byt nulovy; sem spadd i n = 2.

Mé&jme n = a24b2+c2; pak mizeme psat n? = (a24+b2—c?)?+(ac+bc)?+(ac—be)?+(c?)2.
Prvni zavorka je uréité nenulova, protoZe jinak by bylo a2 + b2 = ¢2 a n by bylo sudé; jediné
sudé prvotislo (dvojku) viak uz mame. Uréité miZeme prohodit a, b, c tak, aby a # b (kdyby
bylo a = b = ¢, bylo by n délitelné tfemi, coZ prvodisla rizna od tfi nebyvaji); pak uZ je
nenulova i tfeti zavorka.

Méjme n = a2 + b2 + ¢ + d?. Pak n2 = (a2 + b2 4 ¢ — d?)? + (2ad)? + (2bd)? + (2cd)?.
Nenulovost prvni zavorky plyne ze stejné ivahy jako v minulém odstavci.

Pokud nyni mame n? vyjadieno jako souet k kladnych &tverci, kde k < %nz, musi aspon
jeden z nich byt v&t3i nez devét. Pak na néj aplikujeme lemma a dostaneme vyjadieni pomoci
k + 3 kladnych &tverci. ProtoZe vime, ze k = 1,2,3 funguji, dostaneme odtud v3echna k
spliiujici1 <k < %nz, &im7 je ditkaz hotov. Vida, pfedpoklad, Ze najdeme vyjadieni pomd\
&tyr kladnych &tverci, byl zbytelny. )
5.1iloha  Oznatme P mnoZinu viech polynomii s realnymi koeficienty (véetn& nulového)
a pro p,q € P definujme pfirozenym zptisobem pgq a p + q. Pro p € P oznalme pP := {pq:
q € P}, nazvéme ji idedilem generovanym p. DokaZte: mnozina A C P spliiuje podminky

(i) pgE A = p+q€ A
(i) pe A = pPC A

pravé tehdy, kdyZ existuje r € P tak, Ze A = rP. Jinymi slovy, tvrzeni prvni Glohy Sesté série
plati i v této situaci.
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Pro polynom p oznalme d"-'g?_’ jel-xo stupefi (deg 0 = —1). M&jme P,9€P,q#0. Tvrdim
se pokud degp > deggq, pak :xnstu_]e polynom r tak, Ze deg(p — rq) < degp. Bud p(z) ='
poJJ0+‘ e q(z) = qox"+- - +gqnx™, m > n. Pak oznaime T(x)e= p(:r)—q(;r)mxm—n'
Pokud deg(p — rq) > deg g, miZeme tento postup opakovat. Po kone&ném podtu qu(:)kﬁ tak
dostaneme polyndgmy 7, 8 takové, Ze p = gr + s a deg s < deg g (nenf to nic jiného ne% dé&len{
polynomi se zbytkem; 7 je podil a s zbytek). _

Snadno opét ovéfime, Ze kaZdd mnoZina typu pP spliiuje (i) a (ii). M&jme tedy A C
P splijici (i) a (ii). ProtoZe {0} = 0P, miZeme se omezit na pfipad A # {0}. Potom
existuje aspof jeden nenulovy polynom v A. Stupné& vSech takovych nenulovych polynomi
jsou nezaporna cela &isla; ozname m nejmensf z nich a ¢ n&ktery polynom z P, ktery ma
stupeit m. M&jme nyni néjaky polynom p € A. Potom existuji r, s tak, %e p = qr + s,

egs < degg. Podle podminek (i) a (ii) je ale s = p — gr € A a protoZe degs < degq = m,

.usi nutn& (viz. volba q) byt s = 0. Tedy p € qZ a tedy A C ¢Z. Naopak, protoZe q € A,

dostaneme snadno z (i) a (ii) opaénou inkluzi. Tedy ¢Z = A.

Patou sérii vymyslel Dr. Jifi Kottas. Ulohy opravili Petr Ci%ek, Stanislav Hencl
2 Michal Kubed&ek. Vzorova feSeni napsal Petr CiZek.
' Zestou sérii vymyslel Dr. Jifi Kottas. Ulohy opravili Stanislav Hencl, Michal Ku-
beéek a Vit Novak. Vzorova feSeni napsal Michal Kubeéek.
Sedmou sérii vymyslel Michal Kubeé&ek. Ulohy opravili Stanislav Hencl, Michal Ku-
befek a Tomas ViSek. Vzorova feSeni napsal Michal Kubedek.
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