B: Nyni jiz vim, jaka jsou to gisla.
Vite to i vy?

NapiSme si tabulku se dvéma sloupci, do kte;é bzudime d? levého sloupce psat mogng
soudty a+b a do pravého sloupce moZné hodnoty a®+b* pfi daném sou¢tu. Na konci uki¥eme
Je se milzeme omezit jen na prvnich 17 tadkt.Po prvni odpovédi .} miZeme vySkrtnout tS:
hodnoty, které se v pravém sloupci vyskytnou jen jednou, takZe nam zbyde tato tabulka:

8 50

9 65

10 50

11 65, 85

13 85, 125, 145 e
14 130, 170

15 125

16 130, 200

17 145, 185, 205

C'isla 50, 65, 85, 125 a 145 se na dalSich fadcich uz v pravém sloupci nevyskytnou. Po
prvni informaci od A miZeme vySkrtnout fadky, na kterych je vpravo jen jedno &islo, tedy
soucty 8, 9, 10 a 15. Druhé tvrzeni B vylouci Zislo 65 (soudet 11) a 125 (soudet 13) - tato
&isla uz zbyla napravo jen jednou. Druhé tvrzeni A vyloudi soucet 11. Po tfetim vyroku B
vyskrtneme 85 z fadku se souctem 13 a tfeti odpovéd A vylou&i tento Fadek uplné. Ctvrté
tvrzeni B ukazuje, Ze soudet je 17, soucet Ctvercl je 145 a hledana ¢isla jsou 8 a 9.

Aby byly tvahy korektni, je potfeba jesté ukazat, Ze i po provedenych upravich budou
na fadcich po&inaje osmnactym v pravém sloupci vzdy alespoii dvé &isla. Pro soucet 18 to
plyne z rovnosti 112 + 72 = 132 + 12 (na Ffadku 14 nam 170 zbyla). Pro souZet 19 to plyne
2 rovnosti 824112 = 424132 (na Fadku 17 nam 185 zdstalo). Pro soucet 20 to plyne z rovnosti
102 + 102 = 22 + 142 (200 na fadku 16 zbyla), pro 21 z rovnosti 16% + 7% = 42 + 172 (305
na fadku 22 jsme neskrtli — po odpovédi B proto, Ze 305 se porad vpravo vyskytuje aspoi
dvakrat, po odpovédi A proto, Ze na fadku jsou pofad aspon dvé &isla). Druha &isla do téchto
tadka a ob& do Fadkd se souétem aspoii 22 dostaneme pouZitim identity (a+ 2b)?2 +(2a=b)2 =
(a — 2b)2 4 (2a+b)2 proa> 7, b=1,2.3 a podobné Gvahy (rozmyslete si detaily).

Komentare k 6. séril ®

1.dloha DokaZte, Ze neprazdna mnozina A C Z je idedlem pravé tehdy, kdyZ jsou splnény
nasledujici podminky
(i) a,beEA=>a+beA
(ii) a€ A,c€Z = ca € L.
Do zadani se opét vloudila chybitka. V podmince (ii) ma samo.fejmé spravné byt ca € A
To, Ze kazdy idedl spliiuje podminky (i) a (ii), neni potfeba moc rozebirat. Jadro tvrzenl J€



tedy v opa&né implikaci.

Pokud A = {0}, je zjevné A = 0Z. Pfedpokladejme, 7e A obsahuje né&jaké nenulové &islo.
Kdyby bylo zaporné, mizeme pouzit (ii) s n = —1; A tedy uréité obsahuje aspoii jedno kladné
Cislo. OznaZme n nejmensi takové. Snadno z (ii) odhalime, Ze nZ C A. Mé&jme nyni libovolné
k € A. Podle (ii) je —n € A a podle (i) jsou v A i viechna &sla typu & +nj kde j € Z. Jedno
z nich ale musi leZet v {0,1,...,n—1} (zbytek k po déleni n). ProtoZe n byl nejmensi kladny
prvek A, musi to byt nula. Tedy k je ndsobkem n, coZ jsme chtéli dokazat.

Umluva: Pokud v nasledujicim textu feknu “generator idedlu A”, myslim tim pro A = {0}
nulu, jinak nejmensi kladny prvek.

,ﬁloha Necht A C Z, B C Z jsou idealy. Potom A+ B, A- B a AN B jsou idealy. Doka7te
a zjistéte, kterymi celymi &isly jsou tyto idedly generovany.

Je-li napf. A = {0}, je A+ B = B, analogicky pro B = {0}. Omezme se tedy na pfipad, kdy
A a B jsou nenulové. Necht A = aZ, B = bZ a oznaime (a, b) nejvétsiho spoleZného délitele
Cisel a, b..Pak pro r € A+ B existuji p € A, ¢ € B tak, e p+ ¢ = r; p je nasobkem a, q je
nasobkem b, obé jsou tedy nasobkem (a, b); pak ale musi byt ndsobkem (a,b) i jejich soucet,
proto A+B C (a,b)Z. Na druhou stranu snadno ukaZeme, Ze A+ B spliiuje podminky (i) a (ii)
z prvni tlohy a napfiklad z Eukleidova algoritmu dostaneme existenci s,t € Z takovych, Ze
(a,b) = sa+tb, dohromady dostaneme (a,b) € A+ B, a odtud aplikaci (ii) i (a, b)Z C A + B.

Je-li c € A - B, miZeme ho zapsat ve tvaru ¢ = (pa) - (¢b) = (pq)(ab) € (ab)Z. Naopak
pror € (ab)Z je r = (a) - (rb) € A- B.

Pomoci podminek z prvni tlohy snadno zjistime, Ze AN B je ideal: je-li p, q € AN B, pak
ur¢ité p + q € A (protoZe p i ¢ jsou v A) a stejné tak i p+ q € B, tedy p + q € AN B, je-li
PEANB, ke€Z jekpe A(p€ A)akpe B (p€ B), tedy kp € AN B. Je tedy podle
tvrzeni prvni Glohy AN B ideal. Nahlédneme-li do dikazu, zjistime, Ze je generovany svym
nejmensim kladnym prvkem (AN B = {0} pravé tehdy, kdyz A = {0} nebo B = {0}, jinak
0 # ab € AN B, déle se budeme zabyvat p¥ipadem, kdy a # 0 # B). Z definice AN B vidime,
Ze obsahuje pravé ta Cisla, ktera jsou nasobky a i b; nejmensi takové kladné &islo je jejich
nejmensi spoleény nasobek.

.'ﬂoha Definujme nyni podil idedlu A C Z a celého &isla k:
A:k={leZ: lke A).
a radikal idedlu
VA:={leZ: existuje k € N tak, ze I* € A}.
Dokazte, Ze pravé definované mnoziny jsou 1dedly. Zjistéte, &im jsou generovany.

Ziejmé {0} : k = {0}, A: 0 = Z a \/{0} = {0}; dale si uvédomme, Ze (-n)Z = nZ

a A: (=k) = A: k. Omezme se tedy na pfipad k > 0 a A = aZ, a > 0. M&me k =
Pi:lpgzp§3 ooy a = pilp32p3% ... prvodiselné rozklady &isel k a a. Cislo b = p?l.p;?pg: -

Je pak prvkem A pravé tehdy, kdyZz b; > a; pro ka¥dé i € N. Prvodiselny rozklad é&isla bk,



kde b = p'{'pgng“ - p[;l +k1p;2 +k2  Odtud uZ snadno nahlédneme, Ze b € A4 : pravi
tehdy, kdyZ b; > ¢; = max(a; — ki, 0), tedy A: k =cZ, kde c = RS

Mgjme a = ¢1¢2%...q8", a; > 0 prvociselny rozklad a a ozname ¢ = qq5 ., £y
oznatme nejvétsi z Eisel a;. M&me | € ¢Z; exponenty u vSech prvoéisel ¢; v Prvodiselném
rozkladu ! budou kladné, pfisluné exponenty v rozkladu {™ budou tedy aspoii m, teq
vEt&i nebo rovné exponentiim u a. Bude tedy | € v/A. Naopak, pokud by ! nebylo délitelnyé

¢=q1q2-..9r, pak nenil dé&litelné nékterym g;; potom ale timto prvoc&islem nebude délitelng
ani 74dna jeho mocnina. Je tedy VA =CZ.

4.tloha Ideil A se nazyva maximalni, jestliZe plati: je-li B idedl takovy, Ze A C B, pak
bud b = A nebo B = Z. Naleznéte viechny maximalni idealy.

Z¥ejmé {0} neni maximalni idedl a Z je. Podobn& jako u minulé dlohy se OmEmeeé
situaci A = aZ, a > 1. Je-li a sloZené, je pro jeho vlastniho délitele b urtité A C bZ, A # pZ
(napt. b ¢ A) a protoZe b > 1, je také b # Z.

Naopak, bud A = aZ ideél, ktery neni maximalni, a > 1; B bud takovy ideil, ze A C B,
A # B # Z, b bud kladny generator B. Pak zfejméb | a,b # a, b # 1 (to je prepis jEdnotIi;}?ch '
podminek na B). Zavér: maximalni idedly jsou praveé idealy generované prvodisly a Z.

5.uloha Necht A je ideil. Dokazte, Ze nasledujici ctyfi podminky jsou ekvivalentni.

(i) A je maximalni ideal.

(ii) Va,b€EZ: ab€E A = a € Anebo b € A.

(iii) Va,b€ Z: (({a} + A)- ({b} + A) = A) = ({a} + A= A nebo {b} + A = A).
(iv) Va€ Z\A: 3beZ\ A: (({a} +A4)-({d}+4)) ={1} + A

V této tloze se sedly celkem t¥i chyby v zadani, takZe vysledkem bylo, Ze nakonec nebyly
spolu ekvivalentni #adné dvé podminky. Ideal {0} je protipfikladem na (ii) = (i), (iii) =
(i), (ii) = (iv) a (iii)) = (iv). Pro A = 5Z, a = 2 jsou urité 1 prvkem pravé strany
v (iv), ale viechny prvky {a} + A mé v3echny prvky rizné od %1, takZe pro Zadné b neni
jednika prvkem levé strany; podle vysledku &tvrté dlohy je ale 5Z maximalni, neplati tedy
(i) = (iv). Podminka (iii) je splnéna pro kazdy ideal: je-l ({a} + A) - ({b} + B) = A, musi
tento soutin obsahovat nulu; pak ji ale obsahuje aspoii jedna ze zavorek, a tedy bud a € A
nebo b € A, co je ekvivalentni s pravou stranou. ProtoZe napf. 6Z nesplituje (ii), neplati ani

(iii) = (ii). @
Pro jistotu jesté uvedu, jak méla dloha znit a jak by vypadalo jeji FeSeni.

5.tloha Bud A ideal riizny od {0}. Pak jsou nésledujici &ty¥i podminky ekvivalentni:
(i) A je maximalni,
(ii) Va,b€Z: (abe A) = (a€ A)V(b€E A),
(iii) Va,b€Z: (({a} + A) - ({b) + A) T A) = (({a} +AC A)V ({b} +AC A),
(iv) Vae Z\A: e Z\A: ({a} +A) ({8} +A) C {1} + A
(i) => (i): Bud A C B, B ideal. Oznatme a generator A, b generator B. Protozea € A C B,
je a nasobkem b, tedy existuje c tak, Ze a = bc, tedy bc € A a bud b nebo ¢ lezi v A. Pokud



be A jeBC Aatedy A= B. Pokud c€ 4, jea|c, c|a, tj. c = a (ob& &sla jsou kladna)
ab=1tj. B=12.
(iii) = (ii): VSimnéme si, Ze je-li A ideél, je pro * —y € A dokonce {z} + A = {y}A
aprox—y & Aje ({y} + A) N ({z} + A) = 0. Je-li nyni ab € A, snadno odhalime, Ze
({a} + A)- ({8} + A) = {ab+ ap+bg+pq: p,q € A} C A, a pouZitim (iii) a toho, co bylo
receno vyse, z toho vyplyvd a € A nebo b € A.
(iv) = (iii) Pfedpoklidejme ({a} + A) - ({6} + A) C A; stejnou Gvahou jako v minulé
implikaci z toho odvodime ab € A. Necht dale {a} + A € A (tj. a ¢ A); chceme ukézat, Ze
pak uZ nutné b € A. Z podminky (iv) najdéme k &islu a takové c € Z \ a tak, aby ca € A +1
(a tedy ca — 1 € A. Pak ale také cab— b = (ca — 1)b € A a protoZe ab € a (a tedy cab € A),
musi byt také b = cab— b € A.
& —> (iv) Necht p je generdtor A. Pokud p = 1, neni co feSit (pak zat&%ko vybrat né&jaké
! Bud tedy p prvoéislo, A = pZ, a € Z\ A. uvaZujme mnoZiny {ja} + A, kde j probiha
0,1,...,p—1. Kdyby napt. {ta}+ A a {j} + A mély neprazdny priinik, musely by uZ (stejnou
tvahou jako vySe) byt nutné stejné a j—1i € A, coZ proi # j z {0,...,p—1} nejde. Jsou tedy
po dvou disjunktni. Snadno nahlédneme, Ze kaZda z uvaZovanych mnoZin musi obsahovat
nékteré z &isel 0,...,p—1 a vzhledem k disjunktnosti kaZda jiné. ProtoZe mame p mnoZin,
musi nékterd {ia} + A obsahovat jedni¢ku. Pak ale {ia} + A = {1} + A, tedy ia € {1} + A
a zjevné i ¢ A. Zbyva si uvédomit, Ze z ia € {1} + A uZ plyne ({i} + A) - ({a} + A) C A.

Komentare k 7. sérii

1.dloha Rekneme, Ze kone¢nd mnozina M bodi roviny je rozptylena, jestliZe plati: jsou-li
z,y dva rizné body z M, pak maji vzdalenost aspoii 1.

(a) Naleznéte co nejvétsi ¢ > 0, ke kterému existuje d > 0 tak, Ze pro kaZdé r > 0 existuje
rozptylend mnoZina leZici v kruhu o poloméru =, ktera ma aspoii ¢(r — d)? prvkd.

(b) Naleznéte co nejmensi konstantu C > 0, ke které existuje D > 0 tak, Ze plati: kdykoli je
M rozptylena mnoZina leZici v kruhu o poloméru r, potom ma M nejvyse C(r + d)? prvki.
Poznamka: Nemusite nalézt nejlepsi mozné hodnoty ¢ a C. Podstatny je diikaz, Ze hodnoty
¢, C opravdu spliiuji podminky zadani. Na druhou stranu, &m lepsi konstanty, tim vice bodi.

Bez uymy obecnosti miZeme konstruovat M v kruhu K se stfedem v podatku a polo-
rem R. Oznafme A(u,v) bod o souradnicich (u + %v, lg—iv). Snadno spocitame, Ze Etverec
vzdélenosti A(uy,v1) a A(uz,v2) je

(u2 = u1)? + (w2 — w)(vz — v1) + (v2 — v1)% = ((uz = u1) + L(vz — 21))* + &(vz — v1)?

= ((UZ}.‘ "—?)I) + %(‘UQ --u:]_))2 o .43_(”2 '3 U1)2.

Piredpokladejme, Ze u;, v; jsou celd. Z druhého a tretiho tvaru vidime, Ze pokud je uy # u2
nebo v # v, je ¢tverec vzdalenosti aspon %. Z prvniho tvaru ale vidime, Ze je to celé ¢islo,
takZe je to asponi jedna. MnoZina M téch A(u,v), které lezi v kruhu, je tedy rozptylena.
Nyni odhadneme zdola poéet jejich prvkd. Bud K’ kruh se stfedem v poatku a polomérem
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