
B: Nyni jiz vim , jaka. jsou to cisla. 

Vite to i vy? 

Napisme si tabulku se dvema sloupci, do ktere budeme do leveho s loupce psat m x • 
2· b2 ~· d , 01.ne 

soucty a+b a do praveho sloupce mozne hodnoty a + pn anem souctu. Na konci ukile 

ze se muzeme omezit jen na prvnich 17 ra.dku.Po prvni odpovedi . J mtUeme vyskrtnou~e, 

hodnoty, ktere se v pravem sloupci vyskytnou jen jednou, takze nam zbyde tato tabulka: y 

8 50 

9 65 

10 50 

11 65, 85 

13 85, 125, 145 

14 130, 170 

15 125 

16 130, 200 

17 145, 185, 205 

Cisla 50, 65, 85, 125 a 145 se na dalsich radcich uz v pravem sloupci nevyskytnou. p0 

prvni informaci od A muzeme vyskrtnout radky, na kterych je vpravo jen jedno cislo, tedy 

soucty 8, 9, 10 a 15. Druhe tvrzeni B vylouci cislo 65 (soucet 11) a 125 (soucet 13) - tato 

cisla uz zbyla napravo jen jednou. Dru he tvrzeni A vylouci soucet 11. Po tretim vyroku B 

vyskrtneme 85 z raclku se souctem 13 a treti odpoved' A vylouci tento radek uplne. Ctvrte 

tvrzeni B uka.zuje, ze soucet je 17, soucet ctvercu je 145 a hledana cisla jsou 8 a 9. 

Aby byly uvahy korektni, je potreba jeste uka.zat, ze i po provedenych uprava.ch budou 

na raddch pocinaje osmna.ctym v pravcm sloupci vzdy alespon dve cisla. Pro soucet 18 to 

plyne z rovnosti ll2 + 72 = 132 + 12 (na radku 14 na.m 170 zbyla). Pro soucet 19 to plyne 

z rovnosti 82 +ll2 = 42 +132 (na radku 17 nam 185 Zttstalo). Pro soucet 20 to plyne z rovnosti 

102 + 102 = 22 + 142 (200 na raclku 16 zbyla), pro 21 z rovnosti 162 + 72 = 42 + 172 (305 

na radku 22 jsme neskrtli - po odpovedi B proto, ze 305 se porad vpravo vyskytuje aspon 

dvakra.t, po odpovedi A proto, ze na radku jsou po:rad aspoii dve cisla). Druha. cfsla do techto 

radku a obe do ra.dku se souctem aspon 22 dostaneme pouzitim identity (a+2b)2 +(2a-b)2 = 

(a - 2b)2 + (2a + b)2 pro a~ 7, b = 1, 2, 3 a: podobne uvahy (rozmyslete si detaily}. 

Komentare k 6. serii 

1. uloha Dokazte, ze ncprazdna mnozina A C Z jc idealem prave tehdy, kdyz jsou splneny 

nasledujici podminky 

(i) a , b EA ⇒ a+ b EA 
(ii) aEA,cEZ ⇒ caEZ. 

Do zadani se opet vlouclila chybicka. V podmince (ii) ma samo ... rejme spravne byt ca E 1· 
To, ze kazdy ideal splnuje podminky (i) a (ii) , neni potreba moc rozebirat. Jadro tvrzeni Je 
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tedy V opacne implikaci. 

Pokud A = {O}, je zjevne A= OZ. Predpokladejme, ze A obsahuje nejake nenulove cislo. 
I<dyby bylo zaporne, muzeme pouzit (ii) s n = -1; .4 tedy urcite obsahuje aspon jedno kladne 
c{slo. Oznacme n nejmensi takove. Snadno z (ii) odhalime, ze nZ ~ A. Mejme nyni libovolne 
k E A. Podle (ii) je -~ E A a podle (i) jsou v A i vsechna cisla typu k + nj kde j E z. Jedno 
z nich ale mus{ lezet v {O, 1, ... , n-1} (zbytek k po deleni n). Protoze n by! nejmensi kladny 
prvek A , musi to byt nula. Tedy k je nasobkem n, coz jsme chteli dokazat. 

Omluva: Pokud v nasledujidm textu reknu "generator idealu A", myslim tfm pro A = {O} 
nulu, jinak nejmensi kladny prvek. 

'uloha NecM .4 CZ, BC Z jsou idea.ly. Potom A+ B, A· Ba An B jsou idealy. Dokazte 
a zjistete, kterymi celymi cisly jsou tyto idealy generovany. 

Je-li napr. A= {O}, je A+B = B, analogicky pro B = {O}. Omezme se tedy na pripad, kdy 
A a B jsou nenulove. Neche A = aZ, B = b7l a oznacrne (a, b) nejvetsiho spolecneho delitele 
cisel a, b . . Pak pro r E A+ B existuji p E A , q E B tak, ze p + q = r ; p je nasobkem a , q je 
nasobkem b, obe jsou tedy nasobkem (a, b); pak ale musi byt nasobkem (a, b) i jejich soucet, 
proto A+B ~ (a, b)7l. Na druhou stranu snadno ukazeme, ze A+B spliiuje podminky (i) a (ii ) 
z prvni 61ohy a napriklad z Eukleidova algoritmu dostaneme existenci s , t E Z takovych, ze 
(a,b) = sa+tb, dohromadydostaneme (a,b) E A+B, aodtud aplikad (ii) i (a,b)7l ~ A+B. 

Je-li c E A • B , miizeme ho zapsat ve tvaru c = (pa) · (qb) = (pq)(ab) E (ab)7l. Naopak 
pro r E ( ab )7l je r = (a) · ( rb) E A · B . 

Pomoci podminek z prvni ulohy snadno zjistime, ze An B je ideal: je-li p, q E An B, pak 
urcite p + q E A (protoze p i q jsou v A) a stejne tak i p + q E B , tedy p + q E An B ; je-li 
p E An B , k E 7l, je kp E A (p E A) a kp E B (p E B), tedy kp E An B . Je tedy podle 
tvrzeni prvni ulohy An B ideal. Nahledneme-li do diikazu, zjistime, ze je generovany svym 
nejmensim kladnym prvkem (An B = {O} prave tehdy, kdyz A = {O} nebo B = {O}, jinak 
0 'I= ab E AnB, dale se budeme zabyvat pripadem, kdy a 'I= 0 #- B). Z definice AnB vidime, 
ze obsahuje pra.ve ta cisla, ktera jsou na.sobky a i b; nejmensi takove kladne cfslo je jejich 
nejmensi spolecny na.sobek. 

.loha Definujme nyni podil idealu A C Z a celeho cisla k: 

A : k = {l E 7l : lk EA}. 

a radika.1 idealu 

../A := {l E 7l: existuje k EN tak, ze tk EA}. 

Dokaztel ze prave definovane mnoziny jsou idealy. Zjistete, cim jsou generovany. 

Zrejme {O} : k = {O}, A : 0 = 7l a j{o} = {O}; dale si uvedomme, ze (-n)7l = n7l 
a A : (-k) = A : k. Omezme se tedy na pripad k > 0 a A = a7l, a > 0. Mejme k = 

k 1 k2 k3 _ a 1 a2 a3 v• l • kl d v, } k C' ) ·b b1 b2 b3 p1 p2 p3 . .. , a - p1 p2 p3 . . . prvoc1se ne roz a y c1se a a. 1s o = p
1 

p
2 

p
3 

.. . 

je pak prvkem A pra.ve tehdy, kdyz bi ~ ai pro kazde i E N. Prvociselny rozklad cfsla bk, 
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kde b = Pb' Pb2 lJ ... je pb' +1
ti p~2 +k2 .••• Odtud uz sna.dno na.hledneme, ze b E A : k , 

1 2 3 1 ,.,, kd q c2 CJ prave 
tehdy, kdyz b; ~ c, = max(ai - k;, 0). tedy A: k = c{Lj, cc = P1 P2 p3 . . .. 

o I n ., 0 O v • I • klad v 

~Iejme a = q1 q2 - ... qr' , ai > prvoc1se ny roz a a. ozna.cme c == q1 q2 .. . qr . m 

oznacme nejvetsi z cisel Oj . Mejme l E cZ; exponenty u vsech prvocisel qj V prvociselne 

rozkladu l budou kladne, prislusne exponenty v rozkladu lm budou tedy aspon m t dm 
r:. ' e y 

vet~{ nebo rovne exponentum u a. Bude tedy l E v rt. Naopak, pokud by l nebylo delitelne 

c = q1 q2 ... qr , pak neni l delitelne nekterym qi; potom ale tfmto prvocislem nebude delitelna 

ani zadna jeho mocnina. Je tedy v'A = cZ. 

4. uloha Ideal A se nazyva. ma.ximalni, jestlize plati: je-li B idea.I takovy, ze A ~ B, pa.k 

bud b = A nebo D = Z. Na.lezaete vsechny maxima.lni idea.ly. 

Zrejme {O} neni maxima.lni ideal a Z je. Podobne jako u minule ulohy se omezime. 

situaci A = aZ, a > 1. Je-li a slozene, je pro jeho vlastniho delitele b urcite A ~ bZ, A :j:. bZ 

(napr. b </:. A) a protoze b > 1, je take b # Z. 

Naopak, bud' A = aZ ideal, ktery neni maximalni. a> l ; B bud' takovy ideal, ze A ~ B , 

A :f:.. B # Z, b bud' kladny generator B. Pak zrejme b I a, b # a, b :f:.. l (to je prepis jednotlivych 

podminek na B). Zaver: ma.xima.lni idealy jsou prave idealy generovane prvocisly a. z. 

5. uloha Necht A je ideal. Dokazte, ze nasledujici ctyri podminky jsou ekvivalentni. 

(i) A je maximalni ideal. 
(ii) 'va, b E Z : ab E A ==> a E A nebo b E A . 

(iii) 't/a,bEZ: (({a}+A)·({b}+A)=A) ==> ({a}+A=Anebo{b}+A=A). 

(iv) v'a E Z \A: 3b E Z \A: (({a}+ A)· ({b} +A))= {1} + A . 

V teto uloze se sesly celkem tri chyby v zadani, takze vysledkem bylo, ze na.konec nebyly 

spolu ekvivalentni zadne dve podminky. Ideal {O} je protiprikladem na. (ii) ==> (i), (iii) ==> 
(i), (ii) ==> (iv) a (iii) ==> (iv). Pro A = 5Z, a = 2 jsou urcite 1 prvkem prave strany 

v (iv), ale vsechny prvky {a} + A ma. vsechny prvky rtizne od ±1, ta.kze pro zadne b neni 

jednicka prvkem !eve strany; podle vysledku ctvrte ulohy je a.le 5Z maximalni, neplatf tedy 

(i) ==> (iv). Podminka (iii) je splnena pro kazdy ideal: je-li ({a}+ A)· ( {b} + B) = A, musi 

tento soucin obsahovat nulu; pak ji ale obsahuje aspoii jedna ze zavorek, a tedy bud' a E A 

nebo b E A, coz je ekvivalentni s pravou stranou. Protoze napr. 6Z nespliiuje (ii), neplati ani 

(iii) ==> (ii). ~ 

Pro jistotu jeste uvedu, jak mela uloha znit a ja.k by vypadalo jeji resent. W , 

5. uloha Bud A ideal ruzny od {O}. Pak jsou nasledujid ctyri podminky ekvivalentnf: 

(i) A je maxima.lni, 
(ii) 'va.bEZ: (abEA) ==> (aEA)V(bEA), 

(iii) v'a,bEZ: (({a}+A)·({b}+A)~A) ==> (({a}+A~A)V({b}+A~~), 

(iv) v'aEZ\A: 3bEZ\A : ({a}+A)·({b}+A)~{l}+A. 

(ii) ==> (i): Bud A~ B, B ideal. Oznacme a generator A , b generator B. Protoze a EA ~ B, 

je a nasobkem b, tedy existuje c tak, ze a= be, tedy be E A a bucf b nebo c lezf v A . Pokud 
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b EA, je B ~ A a tedy A= B. Pokud c EA, je a I c, c I a, tj . c = a (obe cfsla jsou kladna) 
a b = 1 tj. B = Z. 
(iii) ===} (ii): Vsimneme si, ze je-li A ideal, je pro x - y E A dokonce {x} + A = {y}A 
a pro x - y ~ A je ( {y} + A) n ( {x} + A) = 0. Je-li nynf ab E A, snadno odhaHme, ze 
({a}+ A)· ({b} +A)= {ab+ ap + bq + pq: p,q EA}~ A, a poditfm (iii) a toho, co bylo 
receno vyse, z toho vyplyva. a EA nebo b EA. 
(iv) ===} (iii) Predpokladejme ({a}+ A)• ({b} + A) ~ A; stejnou uvahou jako v minule 
implikaci z toho odvodime ab EA. Necht dale {a}+ A cf:. A (tj. a~ A); chceme ukazat, ~e 
pak uz nutne b E A . Z podminky (iv) najdeme k cislu a takove c E Z \ a tak, aby ca EA+ 1 
(a tedy ca - 1 EA. Pak ale take cab - b = (ca - l)b EA a protoze ab Ea (a tedy cab EA), 
musf byt take b = cab- b EA. 

a===} (iv) Necht! p je genera.tor A. Pokud p = 1, neni co resit (pak zatezko vybrat nejake 
• Bucf tedy p prvocfslo, )1 = pZ, a E Z \ A. uvazujme mnoziny {ja} + A, kde j probiha. 

0, 1, . . . , p-1. Kdyby napr. { ia} + A a {j} + A mely nepra.zdny pr-&nik, musely by uz ( stejnou 
uvahou jako vyse) byt nutne stejne a j - i EA, coz pro i '/; j z {O, . . . ,p-1} nejde. Jsou tedy 
po dvou disjunktni. Snadno nahledneme, ze kazda. z uvazovanych mnozin musi obsahovat 
nektere z cisel 0, . . . , p-1 a vzhledem k disjunktnosti kazda jine. Protoze ma.me p mnozin, 
musi nektera {ia} + A obsahovat jednicku. Pak a.le {ia} +A= {l} + A, tedy ia E {l} + A 
a zjevne i ~ A. Zbyva. si uvedomit, ze z ia E {1} + A uz plyne ({i} +A)· {{a}+ A)~ A. 

Komentare k 7. serii 

I. uloha Rekneme, ze konecna. mnozina M bodu roviny je rozptylena, jestlize plati: jsou-li 
X' y dva ruzne body z M, pak maji vzdalenost aspon 1. 
(a) Naleznete co nejvetsi c > 0, ke kteremu existuje d > 0 tak, ze pro kazde r > 0 existuje 
rozptylena mnozina lezici V kruhu o polomeru r , ktera _ma aspon c(r - d)2 prvku .. 
(b) Naleznete co nejmensi konstantu C > 0, ke ktere existuje D > 0 tak, ze plati: kdykoli je 
M rozptylena. mnozina lezici v kruhu o polomeru r, potom ma M nejvyse C(r + d)2 prvku. 
Pozna.mka: Nemusite nalezt nejlepsi mozne hodnoty ca C . Podstatny je dukaz, ze hodnoty 
c, C opravdu splnuji podminky zadani. Na druhou stranu, cim lepsi konstanty, tim vice bodu. 

~ Bez ujmy obecnosti muzeme konstruovat M v kruhu K se stfedem v pocatku a polo­

.rem R. Oznacme A(u, v) bod o soufadnicich (u + ½v, 4,v). Snadno spocita.met ze ctverec 
vzda.lenosti A{u1,v1) aA(u2,v2)je 

(u2 - u1)2 + (~2 -u1)(v2 - v1) + (v2 -vi)2 = ({tt2 - ul) + ½(v2 -v1))
2 + ¾(v2 -v1)2 

= ((v2 -vi)+ ½(u2 - u1))
2 + ¾(u2 - u1)2. 

Predpokladejme, ze ui, Vi jsou cela.. Z druheho a tretiho tvaru vidime, ze pokud je u1 ¥, u2 
nebo v1 '¢ v2 , je ctverec vzda.lenosti aspon ¾. Z prvniho tvaru ale vidime, ze je to cele cislo, 
takze je to aspon jedna. Mnozina M tech A( u, V ), ktere lezi V kruhu, je tedy rozptylena. 
Nynf odhadneme zdola pocet jejich prvku. Bucf K' kruh se stredem v poca.tku a polomerem 
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