
Komentare k 5. serii 

1. uloha Necht m E M, n E M. Potom m · n E Ml. 

J I. _ 2 + b2 n = c2 + d2 muzeme psa.t soucin mn ve tvaru 
e-1m-a , , 

2. uloha Nccht' m E M, n E M a necht ';; E N. Potom ';; E M. • 3. uloha Necht m EM, n E ML Potom NSD(m, n) EM a NSN(m, n) EM 

z cuforie nad jC'dnoduchosti 1. ulohy ,·etsina resitelu prohlasila, ze tvrzeni 2. ulohy plyne 

z identity 

a 
2 + b2 

( ac - bd) 
2 

( ad + be) 
2 

c2 + d2 = c2 + d2 + c2 + d2 

Jenze napr. pro a = 3, b = 4, c = 0, d = 5 je zlomek v prvni za.vorce raven -!, coz neni 

cele cislo. Pro spravne vyreseni druhe a treti ulohy je treba ziskat lepsi znalost struktury 

mnoziny ML Rozdelme prvocisla podle toho, zda lezi v mnozine M na prvocisla prvniho 

i\ clruheho druhu. Da se uka.zat , ze prvocisla prvniho druhu jsou dvojka a prvocisla tvaru 

4k + 1, zatimco druheho druhu jsou prvocisla tvaru 4k + 3, a ze existuje nekonecne mnoho 

prvocisel obou druhu. Nebudeme to vsak potfebovat k feseni; postaci nam nasledujid veta: 

Veta. Pfirozene cislo m lezi V mnozine M prave tehdy, kdyz se V jeho prvocfselnem rozkladu 

vyskytuji prvocisla druheho druhu pouze v sudych mocninacl1. 

Pokud je nejake prvocislo V sude mocnine V rozkladu cisel m a n, potom je take V sude 

mocnine v rozkladu cisel ';, NSD(m, n} a NSN(m, n}. Odtud jiz ihned plyne tvrzeni druhe 

a treti ulohy. I< dukazu vety uzijeme nasledujici lemma: 

Lemma. Bud' p prvocislo ax, y cela cisla takova, ze p I (x2 + y 2 ) a pf x. Potom p je 

prvocislo prvniho druhu. • 

Drikaz: pf x, tedy existuje prvek x- 1 takovy, ze xx- 1 = 1 (mod p) (je to vlastne ukazano 

V reseni ctvrte a pate ulohy seste serie). Polozme a= yx-1 • Potom p I x 2 + (ax}2, tedy 

P I a2 + 1. Uvazujrne nyni cisla ia pro O ~ i < .jp. Techto cisel je vice nez .jp, tedy podle 

Dirichletova principu musi byt zbytek rozdilu nekterych dvou z nich modulo p mensi nez ./P· 
Nee.ht (ia - ja) mod p < .jp. Polozme x = i - j , y = (ia - ja} mod p = ax mod p. Potom 

P I x2 + Y2 a O < lxl, !YI < '1ft, tedy O < i 2 + y2 < 2p, tedy x2 + y2 = p a p E M. 

Drikaz vety: Pokud prvociselny rozklad m obsahuje prvocisla druheho druhu pouze v sudych 

mocninach, clostanerne m E M z toho, ze prvocisla prvniho druhu a ctverce prvocisel druheho 

druhu jsou v Ml a z tvrzeni prvni t'.ilohy. · 
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To udelame indukd podle souctu exponentu u prvocisel druheho druhu. Je-li to nula, 
neni co dokazovat. Nech( t.cdy p Im= x 2 + y2 a. p je prvocislo druheho druhu. Potom podl~ 
lemmatu p IX a tedy i p I y . Dostavame 

tedy -3- lezi take v M a podle indukcniho predpokladu ma vsechna prvocisla druheho druhu p 

ve svem rozkladu V sude mocnine, tedy i V prvociselnem rozkladu m se prvocisla druheho 
druhu vyskytuji pouze v sudych mocninach. 

• V • 'd"' , k O v• M • k vt d vt .'!. v • X , • d v , 4. uloha yJa rent prv u mnozmy Ja o souc u vou c vercu zreJm1;: nem Je noznacne: 
25 = 02 + 52 = 32 + 42 . Dokazte nasledujici tvrzeni: 

(1) Ke kazdemu k E N existuje m E M tak, ze m lze vyjadrit jako soucet dvou ctvercu 
cisel z N alespoii k ruznymi zpusoby. 

(2) Existuje nekonecne mnoho prvku v M, pro nez je toto vyjadreni (az na pofadi 
scitancti) jednozna<:ne. 

(3) Existuje nekonecne mnoho cisel z N, ktera nelezi v M. 

(1) Polozme xo = 1, YO = 0, Xn+l = 3xn - 4yn, Yn+l = 4xn + 3Yn• lndukci se snadno 
uka.ze, ze xi + Yl = 52

" a ze cfsla Xk a Yk nejsou nasobky peti. Nyni ukazeme matematickou 
indukci, ze 52k lze vyjadrit jako soucet dvou ctvercu aspoii k + 1 zpusoby. Pro k = 0 je 
1 = 12 + 02

. Nech( 52
k = ai +bi= ···= ai+i + bi+l . Potom 

coz (xk+l a Yk+l nejsou delitelna peti) je vyjadieni k + 2 ruznymi zpusoby. 

(2) Ukazeme indukci, ze pro cisla typu 2k je vyja.dreni ve tvaru souctu ctvercu jednoznacne. 
Rozklady 2° = 1 = 12 + 02 a 21 = 2 = 12 + 12 jednoznacne jsou. Dale necht! k ~ 2 a 2k = 
x

2 +y2
. Protoze ctverce sudych cisel jsou delitelne ctyrmi a ctverce lichych cisel davaji zbytek 

jedna, vyplyva z 4 I x2 + y2
' ze X a y jsou suda. Pak ale muzeme psat 2k-2 = ( 1) 2 + ( ~) 2 

(ffotoze podle predpokladu je toto vyja.dreni jedine, je jediny i rozklac.l 2k = x2 + y2 . 

\ . 1 Podobnou uvahot:. jako ve (2) odhalime, ze zadne cislo typu 4k+3 nelezi" Ml. Rozmyslete 
si, ze dokonce existuje nekonecne mnoho prvocisel tohoto typu ( dukaz je obdobou klasickeho 
dtikazu toho, ze existuj,: nekonecne mnoho prvocisel). 

5. uloha Jsou dana dve cisla a, b E N. Zak A zna jejich soucet, zak B zna. soucet jejich 
ctvercti. Probehl tento rozhovor: 
B: Nevim, jaka. jsou to cisla. 
A: Nevim, jaka. jsou to cisla. 
B: Nevim, jaka jsou to cisla. 
A: Nevim, jaka. jsou to cisla. 
B: Nevim, jaka jsou to cisla. 
A: N evim, ja.ka. jsou to cisla. 
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B: Nyni jiz vim , jaka. jsou to cisla. 

Vite to i vy? 

Napisme si tabulku se dvema sloupci, do ktere budeme do leveho s loupce psat m x • 
2· b2 ~· d , 01.ne 

soucty a+b a do praveho sloupce mozne hodnoty a + pn anem souctu. Na konci ukile 

ze se muzeme omezit jen na prvnich 17 ra.dku.Po prvni odpovedi . J mtUeme vyskrtnou~e, 

hodnoty, ktere se v pravem sloupci vyskytnou jen jednou, takze nam zbyde tato tabulka: y 

8 50 

9 65 

10 50 

11 65, 85 

13 85, 125, 145 

14 130, 170 

15 125 

16 130, 200 

17 145, 185, 205 

Cisla 50, 65, 85, 125 a 145 se na dalsich radcich uz v pravem sloupci nevyskytnou. p0 

prvni informaci od A muzeme vyskrtnout radky, na kterych je vpravo jen jedno cislo, tedy 

soucty 8, 9, 10 a 15. Druhe tvrzeni B vylouci cislo 65 (soucet 11) a 125 (soucet 13) - tato 

cisla uz zbyla napravo jen jednou. Dru he tvrzeni A vylouci soucet 11. Po tretim vyroku B 

vyskrtneme 85 z raclku se souctem 13 a treti odpoved' A vylouci tento radek uplne. Ctvrte 

tvrzeni B uka.zuje, ze soucet je 17, soucet ctvercu je 145 a hledana cisla jsou 8 a 9. 

Aby byly uvahy korektni, je potreba jeste uka.zat, ze i po provedenych uprava.ch budou 

na raddch pocinaje osmna.ctym v pravcm sloupci vzdy alespon dve cisla. Pro soucet 18 to 

plyne z rovnosti ll2 + 72 = 132 + 12 (na radku 14 na.m 170 zbyla). Pro soucet 19 to plyne 

z rovnosti 82 +ll2 = 42 +132 (na radku 17 nam 185 Zttstalo). Pro soucet 20 to plyne z rovnosti 

102 + 102 = 22 + 142 (200 na raclku 16 zbyla), pro 21 z rovnosti 162 + 72 = 42 + 172 (305 

na radku 22 jsme neskrtli - po odpovedi B proto, ze 305 se porad vpravo vyskytuje aspon 

dvakra.t, po odpovedi A proto, ze na radku jsou po:rad aspoii dve cisla). Druha. cfsla do techto 

radku a obe do ra.dku se souctem aspon 22 dostaneme pouzitim identity (a+2b)2 +(2a-b)2 = 

(a - 2b)2 + (2a + b)2 pro a~ 7, b = 1, 2, 3 a: podobne uvahy (rozmyslete si detaily}. 

Komentare k 6. serii 

1. uloha Dokazte, ze ncprazdna mnozina A C Z jc idealem prave tehdy, kdyz jsou splneny 

nasledujici podminky 

(i) a , b EA ⇒ a+ b EA 
(ii) aEA,cEZ ⇒ caEZ. 

Do zadani se opet vlouclila chybicka. V podmince (ii) ma samo ... rejme spravne byt ca E 1· 
To, ze kazdy ideal splnuje podminky (i) a (ii) , neni potreba moc rozebirat. Jadro tvrzeni Je 
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