Komentare k 9. sérii

1. Gloha Necht m€ M, n € M. Potom m -1t € M.

2 A &n mn ve tvar
Jelim=a2+b% n= 2 + d2, miZeme psat soucin ve u

n=a’c? +ad’ + b2c? + b%d® = (ac+ bd)? + |ad — be|?.

m

2. tloha Necht meM,n€EMa necht ™ € N. Potom 7 € M. .

3.1uloha Necht m € M, n € M. Potom NSD(m,n) € M a NSN(m,n) € M

7, euforie nad jednoduchosti 1. alohy vétsina feitell prohlasila, Ze tvrzeni 2. dlohy plyne

z identity
a2 +b2 (o.c—bd)2 e (ad+bc)2
2+d2  \c2+d? c2+d2)
4

Jenze napf. proa =3,b=4,¢c=0,d =35 je zlomek v prvni zavorce roven —z, coZ nenf
celé &slo. Pro spravné vyfeseni druhé a treti ulohy je tfeba ziskat lepSi znalost struktury
mnoziny M. Rozdélme prvotisla podle toho, zda leZi v mnoZiné M na prvoéisla prvniho
a druhého druhu. Dé se ukazat, Ze prvocisla prvniho druhu jsou dvojka a prvocisla tvaru
4k + 1, zatimco druhého druhu jsou prvoéisla tvaru 4k 4 3, a 7e existuje nekoneéné mnoho

prvocisel obou druhii. Nebudeme to viak potfebovat k feSeni; postati nam nasledujici véta:

Vita. Prirozené &slom lezi v mnoziné M pravé tehdy, kdyz se v jeho prvodiselném rozkladu
vyskytuji prvoéisla druhého druhu pouze v sudych mocninach.

Pokud je n&jaké prvoéislo v sudé mocning v rozkladu Zisel m a n, potom je také v sudé
mocniné v rozkladu &isel =, NSD(m,n) a NSN(m,n). Odtud jiz ihned plyne tvrzeni druhé
a tfeti ulohy. K diikazu véty uZijeme nasledujici lemma:

Lemma. Bud p prvoéislo a z, y celd ¢isla takova, Ze p | (z%2 +y?) ap{ x. Potomp Je
prvoéislo prvniho druhu.

Dikaz: pfx, tedy existuje prvek z—! takovy, ze zz—! =1 (mod p) (je to vlastng dkazTHo
v feSeni &tvrté a paté ulohy Sesté série). Polozme a = yz—1. Potom p | 22 + (az)?, tedy
p | a2 + 1. UvaZujme nyni &isla ia pro 0 < i < /p. Téchto &isel je vice nez /P, tedy podle
Dirichletova principu musi byt zbytek rozdilu nékterych dvou z nich modulo p mensi neZ /P.
Necht (ia — ja) mod p < VP- PoloZme &t =i —j,y = (ia — ja) mod p = aF mod p. Potom
p |32+ 3% a0<|F][g] < /7. tedy 0 < 2 +§2 < 2p, tedy E2 + 72 =pap €M

Dikaz véty: Pokud prvotiselny rozklad m obsahuje prvoéisla druhého druhu pouze v sudych

mocninach, dostaneme m € M z toho, Ze prvoé&isla prvniho druhu a ¢tverce prvodisel druhého
druhu jsou v M a z tvrzeni prvni Glohy.

A —



To udélame indukci podle soudtu exponent u prvoéisel druhého druhu. Je-li to nula,

neni co dokazovat. Necht tedy p | m = a2 + y2 a p je prvoéislo druhého druhu. Potom podle
lemmatu p | x a tedy i p | y. Dostavame

ot 2 v\ 2
il By S ey
p p P
tedy f‘;— leZi také v M a podle indukéniho predpokladu méa vSechna prvoéisla druhého druhu

ve svém rozkladu v sudé mocning, tedy i v prvo&iselném rozkladu m se prvo&isla druhého
druhu vyskytuji pouze v sudych mocninach.

4.uloha Vyjadreni prvki mnoZiny M jako souétu dvou &tverci zfejmé& neni jednoznaéné:
25 = 0% 4 52 = 32 4+ 42. Doka’te nasledujici tvrzeni:

(1) Ke kazdému k € N existuje m € M tak, Ze m lze vyjadFit jako soucet dvou &tvercl
cisel z N alespoii k riiznymi zptisoby.

(2) Existuje nekone¢né mnoho prvki v M, pro né% je toto vyjadfeni (a% na poradi
s¢itancil) jednozna&né.

(3) Existuje nekoneéné mnoho &isel z N, kterd nelezi v M.

(1) PoloZme 20 = 1, yo = 0, Tn4+1 = 3Tn — 4Yn, Yn+1 = 4%n + 3yn. Indukci se snadno
ukaze, Ze :r:i -+ yz = 52k a Je Cisla z; a yi nejsou nasobky péti. Nyni ukdZeme matematickou
indukci, Ze 52% lze vyjadfit jako souget dvou Etvercti aspoii k + 1 zpfisoby. Pro k = 0 je
1 =1% +0%. Necht 5%* =a} + b =---=a?_ , +b2,,. Potom

52k+2 _ :1:;2:+1 +yry =(Bar)? +(561)2 =--- = (5ax+1)* + (5bk41)%,

coZ (Tg4+1 2 Yk41 nejsou délitelnad péti) je vyjadieni k + 2 riiznymi zpusoby.

(2) UkéaZeme indukci, Ze pro &isla typu 2* je vyjadreni ve tvaru sou&tu &tvercit Jednoznalné.
Rozklady 2° =1 =12 +0? a 2! = 2 = 12 4 12 jednoznatné jsou. Déle necht k > 2 a 2% =
22 4+y2. Protoze &verce sudych &isel Jsou délitelné &tyFmi a Etverce lichych &isel davaji zbytek
jedna, vyplyvé z 4 | % 4 y?, Ze z a y jsou sud4. Pak ale miizeme psat 22 = (%)2 + (%)2
otoZe podle pfedpokladu je toto vyjadfeni jediné, je jediny i rozklad 2% = z2 -} y2.

\-, Podobnou avahou jako ve (2) odhalime, Ze 4dné &islo typu 4k+3 nelezi v M. Rozmyslete
si, Ze dokonce existuje nekone&n& mnoho prvoéisel tohoto typu (dikaz je obdobou klasického
dikazu toho, Ze existuj:: nekone&n& mnoho prvoéisel).

5.uloha Jsou dana dvé &isla a,b € N. Zak A zna jejich soucet, 74k B zna soudet jejich
¢tvercli. Probéhl tento rozhovor:

B: Nevim, jaka jsou to &isla.
A: Nevim, jaka jsou to é&isla.
B: Nevim, jakd jsou to &isla.
A: Nevim, jaka jsou to &isla.
B: Nevim, jaka jsou to &isla.
A: Nevim, jaka jsou to ¢isla.



B: Nyni jiz vim, jaka jsou to gisla.
Vite to i vy?

NapiSme si tabulku se dvéma sloupci, do kte;é bzudime d? levého sloupce psat mogng
soudty a+b a do pravého sloupce moZné hodnoty a®+b* pfi daném sou¢tu. Na konci uki¥eme
Je se milzeme omezit jen na prvnich 17 tadkt.Po prvni odpovédi .} miZeme vySkrtnout tS:
hodnoty, které se v pravém sloupci vyskytnou jen jednou, takZe nam zbyde tato tabulka:

8 50

9 65

10 50

11 65, 85

13 85, 125, 145 e
14 130, 170

15 125

16 130, 200

17 145, 185, 205

C'isla 50, 65, 85, 125 a 145 se na dalSich fadcich uz v pravém sloupci nevyskytnou. Po
prvni informaci od A miZeme vySkrtnout fadky, na kterych je vpravo jen jedno &islo, tedy
soucty 8, 9, 10 a 15. Druhé tvrzeni B vylouci Zislo 65 (soudet 11) a 125 (soudet 13) - tato
&isla uz zbyla napravo jen jednou. Druhé tvrzeni A vyloudi soucet 11. Po tfetim vyroku B
vyskrtneme 85 z fadku se souctem 13 a tfeti odpovéd A vylou&i tento Fadek uplné. Ctvrté
tvrzeni B ukazuje, Ze soudet je 17, soucet Ctvercl je 145 a hledana ¢isla jsou 8 a 9.

Aby byly tvahy korektni, je potfeba jesté ukazat, Ze i po provedenych upravich budou
na fadcich po&inaje osmnactym v pravém sloupci vzdy alespoii dvé &isla. Pro soucet 18 to
plyne z rovnosti 112 + 72 = 132 + 12 (na Ffadku 14 nam 170 zbyla). Pro souZet 19 to plyne
2 rovnosti 824112 = 424132 (na Fadku 17 nam 185 zdstalo). Pro soucet 20 to plyne z rovnosti
102 + 102 = 22 + 142 (200 na fadku 16 zbyla), pro 21 z rovnosti 16% + 7% = 42 + 172 (305
na fadku 22 jsme neskrtli — po odpovédi B proto, Ze 305 se porad vpravo vyskytuje aspoi
dvakrat, po odpovédi A proto, Ze na fadku jsou pofad aspon dvé &isla). Druha &isla do téchto
tadka a ob& do Fadkd se souétem aspoii 22 dostaneme pouZitim identity (a+ 2b)?2 +(2a=b)2 =
(a — 2b)2 4 (2a+b)2 proa> 7, b=1,2.3 a podobné Gvahy (rozmyslete si detaily).

Komentare k 6. séril ®

1.dloha DokaZte, Ze neprazdna mnozina A C Z je idedlem pravé tehdy, kdyZ jsou splnény
nasledujici podminky
(i) a,beEA=>a+beA
(ii) a€ A,c€Z = ca € L.
Do zadani se opét vloudila chybitka. V podmince (ii) ma samo.fejmé spravné byt ca € A
To, Ze kazdy idedl spliiuje podminky (i) a (ii), neni potfeba moc rozebirat. Jadro tvrzenl J€
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