
5. uloha Nech!: trojuhelnik ABC je rovnoramenny, IABI = IACI. Nechf H je pata vysky 
va a E je pata kolmice spustene z bodu H na pfimku AB. Nechf M je stred usecky HE. Pak 
jsou primky AM a EC navzajem kolme. Dokazte. 

Uvedomme si nejprve, ze E lezi vzdy na usecce AB. Zvolme na BE bod F tak, aby HF 11 

CE. Pak jsou zrejme 6.BH Fa 6.BCE podobne. Protoze IBCI = 2 IBHI, je i IBEI = 2 IBFI. 
Ze shodnosti odpovfdajicich uhlu snadno nahledneme, ze l::.BH E ~ !::.BAH a !::.BAH ~ 
6.H AE, tedy 6.BH E ~ 6.H AE. Protoze F je stred BE a M je stred HE, jsou podobne 
take l::.BH Fa 6.H AM. Odtud 4.BCE = 4.BH F = 4.H AM, z cehoz uz snadno AM l.EC. 

Komentare k 4. serii 

1. uloha Zjistete jaky je soucet vsech koeficientu polynomu: 

(x5 _ Sx3 + 3x2 + 2)1995(x4 _ 3x2 + x + 2)1994 

Neni tezke prijit na to, ze ·soucet koeficientd polynomu neni vlastne nic jineho nez hodnota 
v jednicce. Soucet koeficientu naseho polynomu je tedy ( 15 - 5 • 13 + 3 . 12 + 2) 1995 (14 - 3 . 
12 + 1 + 2) 1994 = 1. 

2. uloha Zjistete zda existuje takovy polynom P(x) s nezapornymi koeficienty, ze 'vx E IR 
je P(x3_ + x) = ((x - 3)1995 + l)((x + 3)1994 + 1). 

Mejme Q(x) = anxn + · · · + a1x + ao, a, 2 O; pak ma.me Q(x) + Q(-x) = 2amxm + 
• • • + 2a2x2 + 2ao, kde m = n pron sude am= n - 1 pron liche,- Q(x) + Q(-x) je tedy 
vzdy nezaporne. Predpokladejme, ze ma.me polynom P splnujid podminky za.dani. Potom 
P(30) + P(-30) = P(33 + 3) + P((-3)3 - 3) = 61994 + 1 + (-6)1995 + 1 < 0, coz je spor. 

3. uloha Ukazte, ze polynom 4(n3 - n)x2n+l - 3(n2 - n)xn + 2x2 - 1 nema pro za.dne 
n 2 2 celociselny koren. 

V zadani jsme zapomeli uvest, ze n ma byt cele (ale nejspis to vsichni pochopili). Pro 
kazde n pfirozene je n2 - n = n(n - 1) sude cislo. Pro x cele tedy sna.dno nahledneme, ze -
4(n3 - n)x2n+l -3(n2 -n)xn +2x2 je sude cislo, a tedy 4(n3 -n)x2n+l -3(n2 -n)xn+2x2 -l ~ 
liche. Pro za.dne X cele to tedy neni nula. 

4. uloha Mejme funkce f : IR-+ IR, g: 1R-+ 1R takove, ze 'vx E IR, 'vy, z > 0 plati 

(1) f(x + y - z} < f(x + y + z) 
(2) g(x) - f(y) < g(x + y) - f(4y). 

Dokazte, ze pak existuje maximalne jedno rea.lne reseni rovnice f(g(g(f(x)))) = 0. 
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Ukileme, ze obe funkce /, g jsou rostoucf. Budte s, t libovolna dve realna cfsla, s < t. 
Polozime-li x = s, y = z = ½(t - s), bude y > O, z > 0 a podle predpokladd tedy f(s) = 
f(x+y-z) < f(x+y+z) == f(t). Je tedy pro ka!da dve rea.lna cfsla s < t =} f(s) < f(t). 
Spousta resitelu se vubec neobtezovala ukazat, ze pro kazda. dve s, t takova, ze s < t opravdu 
najdeme x E IR, y, z E jR+ tak, ze s == x + y - z, t == x + y + z. Uvedomte si, ze kdyby platnost 
podminky byla zajistena napr. pouze pro x, y, z E !R+, f uz by nemusela byt rostouci. 

Mejme opet s, t dve rea.lna cisla, s < t. Polozme x == s, y = t - s. Pak podle druhe 
podminky mame 

g(x) - f(y) < g(x + y) - /(4y) 
g(s) = g(x) < g(x + y) + /(y) - /(4y) < g(x + y) == g(t) 

Qe totiz 4y > y, a tedy (f je rostouci) take /(y)- /(4y) < 0). Funkce g je tedy take rostoucf. 
Protoze slozenim nekolika rostoudch funkci je opet rostoud funkce (s < t =} <11(s) < 

-) =} 1/J(<11(s)) < 1/J(ip(t)), je i x t-+ /(g(g(/(x)))) rost~ud funkce. Tvrzeni ulohy pak 
~ je ddsledkem toho, ze rostouci funkce je prosta (nemMe nabyvat za.dne hodnoty vice nez 

jednou). 

5. uloha Naleznete vsechny funkce f: IR--+ IR takove, ze 'vx, y, z E IR plati 

(1 - cos(x + y))(f(x - y + z) + J(-x + y + z) - J(z + z cos(x + y)))+ 
+2/(z) cos(x + y) - cos2 (x + y)f(z) = f(z - y) - /(-y). 

V zadani1 ktere bylo rozeslano, chybela jedna prava. zavorka (ted uz tam je - je to pfed tim 
plus na konci prvniho fa.dku). Ti, kdo na. to pouze upozornili a. nepokusili se ji nikam doplnit, 
obdrzeli za tento vykon na urovni prvni tfidy cely jeden bod. Kdo vyfesil nekterou z trivia.1-
nich verzi (jedna z nich se po chybe pfi psani zada.ni objevila coby ctvrta uloha posledni serie 
lonskeho rocniku; tentokra.t se to Tomas pokusil napsat spravne a zase se mu to nepovedlo ), 
dostal za to tfi body. Jeden z resitelu vyfesil dve ruzne trivialni verze a dostal 4 body. Ti, 
kdo yyresili tu spra.~nou (tezsi) ulohu, byli odmeneni peti pody. Zvlastniho oceneni zasluhuje 
Radek Erban (4.G GNPA), ktery rozebral vsech 17 moznost{, kam by zavorka mohla patfit 
a vsechny spravne vyresil. Za tento heroicky vykon obdrzel 6 bodu. 

Ma-Ii byt rovnost splnena pro kazde x, y, z E IR, musi platit take pro takove trojice, pro 
ktere je X = -y. 'Pak je cos(x + y) = 1 a dosazenim dostaneme /(z) == f(z -:'Y) - ·1(-y), tedy 

(1) - Vx, z E IR: /(z) + /(x) = f(z + x). · . _ 

aadime-li do (1) z = x = 0, dostaneme j(O) _:_ 0. Dosadime-li z == kx (k cele), dostaneme 
J((k + l)x) - /(kx) = f(x) .' Z techto dvou vztahu indukci snadno odvodime, ze 

(2) _ Vx E IR, k E Z: /(kx) = kf(x). 

Mejme nyni u E (0, 1) a zvolme x, y E IR tak, aby cos(x + y) = 1 - -u. Potom dosazenfm do 
rovnice a. pouzitim (1), {2) dostaneme (pro kazde z E IR, u E (O, 1)) 

u(/(-uz)) + 2/(z)(l - u) ::- (1 - u)~/{z) = f(z) 
(3) /(-uz) = 1.1.f(z). 
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Uvedomme si, le kazde realne cislo lze napsat ve tvaru ko:, kde ~ je cele a o: E (0, l). 
Pouiitim (2) a (3) pak dostaneme '<Ix E IR: /(x) = x/(1); funkce / Je tedy tyPu /(x) :::: ex 
kde c = /(1) je realna konstanta. Dosadime-li /(x) = ex do rovnice, snadno overitne, i~ 
naopak kazda funkce tohoto tvaru je resenim. 

Olohy 3. serie posbiral Michal Kubecek, ctvrtou vymyslel Toma! Vi§ek. Obe opravo­
vali Stanislav Hencl, Michal Kubecek, Vit N ovak a Toma§ Vi!ek. 

Tentokrat se budu snazit byt strucny. Iluze o tom, ze by mohli vsichni fesitele psat citelna 

C 

a srozumitelna (to neni totez) reseni na papir formatu A4 a opatfovat je standardni hlavickou 
si uz davno nedelam. Sfffcl se zlozvyk nepodepisovani feseni bych ale rad potlacil v same~ 
za.rodku. Nebijte mne, ja sam povazuji administrativu za tu zdaleka nejmene zabavnou cast 
organizace seminafe (s vyjimkou pfekladani rozmnozenych komentaru), ale nekdo to delat • 
musf. 

Nova doba s sebou nese nove problemy. Ministerstvo skolstvi uz od valky povazuje za svoji 
nejdulezitejsi ulohu stfidave ruseni a zavadeni devate tfidy; soucasnost nam to jeste zpestfila 
zavedeni nekolika typu zcela (nebo castecne) nekompatibilnkh tyPu strednich skol. Nakonec 
jsem podlehl a prislusne zmeny v programu udelal (krome toho jsem ho napsal cely znovu). 
Od nynejska se krome tfidy eviduje zvla.st jeji ekvivalentni vyjadfeni (0-4). Rozhodl jsem 
se, ze kvarta osmiletych gymna.zii a prvni rocnik petiletych budou mit nulu a prvni rocnik 
normalnkh gymnazii bude jednicka, aby se vsichni dopracovali ctvrte'ho fadku tabulky v roce, 
kdy budou maturovat. 

Nasleduje kratke upozorneni na casopis Rozhledy matematicko-fyzikalni, vysledkove listi­
ny a konecne take zada.ni poslednich dvou serii. Posledni serie se bude opet vracet k temat~m 
pfedchozfch a je o neco obtiznejsi nez bylo letos zvykem. Pofadi po ctvrte serii, ktere uvadim, 
je bez skrta.ni, pripominam, ze do za.verecneho pofadi se pocita jen pet nejuspesn~jsich serii. 

Poradi po 4. serii 
/It 

1. Michal Benes 3.D GWP 25 ~ 18 25 91 
2. Norbert Vanek 4.D GWP 212315 25 . 84 
3 . Tomas Barta 3.D GWP 19 25 15 23 82 

4-5. Robert Sama/ 4.D GWP 25 14 15 25 79 
Jan Stoia 2.D GWP 21 16 18 24 79 

6. Jan Brezina 2.D GPLB 25 17 11 25 78 
7. Radek Erban 4.G GNPA 25 25 - 26 76 
8. Petr Kanovsky 4.A GKJB 25 14 15 21 75 
0. Pavel Stniad 4.A GPLB 21 17 13 21 72 

10-11. Pavel Prihoda 2.A GJKT 21 8 18 24 71 
Toma.I Suda 3.A GKLA ~ 13 16 23 71 

12. Miroslav Krhounek qnt GKNV »4 17 17 70 
13. Lenka Kobliikova 4.B GHJH ), , 19 12 14 68 
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