5.uloha Necht trojihelnik ABC je rovnoramenny, |AB| = |AC|. Necht H je pata vysky
va a E je pata kolmice spusténé z bodu H na pfimku AB. Necht M je stfed Usetky HE. Pak
jsou pfimky AM a EC navzdjem kolmé. DokaZte.

Uv&domme si nejprve, e E lezi vidy na tiseéce AB. Zvolme na BE bod F tak, aby HF ||
CE. Pak jsou zfejmé ABH F a ABCE podobné. ProtoZe |BC| = 2|BH|, jei |[BE| = 2|BF|,
Ze shodnosti odpovidajicich thl& snadno nahlédneme, ¢ ABHE ~ ABAH a ABAH ~
AHAE, tedy ABHE ~ AHAE. Protoze F je stted BE a M je stied HE, jsou podobné
také ABHF a AHAM. Odtud <BCE = A<BHF = {HAM, z &ehoZ uZ snadno AM LEC.

Komentare k 4. sérii

1.dloha Zjistéte jaky je soucet viech koeficientii polynomu:

(3:5 . 53:3 = 3:':2 2 2)]995(1:4 e 3:52 o a:'l' 2)1994

Neni t&zké pfijit na to, Ze soucet koeficientd polynomu neni vlastng nic jiného ne hodnota
v jedni&ce. Souget koeficient® naSeho polynomu je tedy (15 —5-1% 4312 4 2)1995(74 _ 3.
193¢ 3. 2)19 =1,

2.uloha Zjistéte zda existuje takovy polynom P(z) s nezapornymi koeficienty, Ze Yz € R
je P(z® 4+ z) = ((x=3)'1°° + 1)((= + 3)1994 O

Méjme Q(z) = anx™ + --- + a1 + ap, a; > 0; pak mdme Q(z) + Q(—z) = 2ama™ +
-+~ + 2a3z2% + 2ag, kde m = n pro n sudé a m = n — 1 pro n liché; Q(z) + Q(—=z) je tedy
vidy neziporné. Piedpoklddejme, Ze mame polynom P splhujici podminky zadani. Potom
P(30) + P(—30) = P(3% + 3) + P((—3)% — 3) = 6199 + 1 + (—6)!9%° + 1 < 0, coZ je spor.

3.t4loha Ukaste, Ze polynom 4(n® — n)z2"t1 — 3(n? — n)z™ + 222 — 1 nema pro Zadné
n > 2 celociselny koren. ;

V zadani jsme zapoméli uvést, Ze n ma byt celé (ale nejspis to vSichni pochopili). Pro

kaZdé n pfirozené je n2 — n = n(n — 1) sudé &islo. Pro « celé tedy snadno nahlédneme, Ze .\
4(n® —n)z2™ 1 —3(n2 —n)z™ + 222 je sudé &islo, a tedy 4(nd—n)z2"t!1 —3(n2 —n)z" +2c2 -1 =

liché. Pro Zadné z celé to tedy neni nula.

4.1uloha Mgéjme funkce f : R — R, g: R — R takové, Ze Vz € R,Vy, z > 0 plati

(1) fle+y—2)< fz+y+2)
(2) g(=) = f(y) < 9(z +y) — f(4y).

Dokaite, Ze pak existuje maximélné jedno redlné feSeni rovnice f(g(g9(f(x)))) = 0.



UkéaZeme, Ze ob& funkce f, g jsou rostouci. Budte s, t libovolnd dvé& redlna &isla, s < ¢.
PoloZime-liz = s, y = 2 = l(t — s), bude y > 0, z > 0 a podle pfedpokladi tedy f(s) =
flze+y—2) < fz+y+2)= f(t) Je tedy pro ka#d4 dv& reélnd &isla s <t = f(s) < f(¢)-
Spousta fesiteli se viibec neobtéZovala ukazat, Ze pro kazda dvé s, t takova, Ze s < 't opravdu
najdemez € R, y,z € Rt tak,fes=z+y—z,t=z+y+2=. Uvédomte si, Ze kdyby platnost
podminky byla zajisténa napf. pouze pro z,¥, z € R¥, f uZ by nemusela byt rostauci.

M&jme op&t s, t dv& redlné &isla, s < t. PoloZme ¢ = 3, y = t — s. Pak podle druhé
podminky mame

9(z) - f(v) < 9(=z +v) — f(4y)
g(s) = g(z) < g(z +¥) + f(v) - f(4v) < g9(= + ) = 9(1)

(je totiZ 4y > vy, a tedy (f je rostouci) také f(y) — f(4y) < 0). Funkce g je tedy také rostouci.
ProtoZe slofenim n&kolika rostoucich funkei je op&t rostouci funkce (s < t = ¢(s) <

e) = P(p(s)) < Y(e(t), je iz — f(a(a(f(x))) rostouci funkce. Tvrzeni filohy pak
o7 je diisledkem toho, %e rostouct funkce je prosta (nemtiZe nabyvat Zidné hodnoty vice neZ

jednou).

5.tdloha Naleznéte viechny funkce f : R — R takové, Ze Vx,y, z € R plati

(1—cos(z+¥)(f(z—y+2)+ f(—z+y+2) — f(z+ zcos(z +y)))+
+2f(2)cos(z + y) — cos®(z + ) f(2) = f(z — v) — F(—v).

V zadani, které bylo rozeslano, chybé&la jedna prava zivorka (ted uZ tam je — je to pfed tim
plus na konci prvniho fadku). Ti, kdo na to pouze upozornili a nepokusili se ji nikam doplnit,
obdrZeli za tento vykon na turovni prvni tfidy cely jeden bod. Kdo vyfesil nékterou z triviil-
nich verzi (jedna z nich se po chybé& pfi psani zadani objevila coby &tvrta tiloha posledni série
lofiského ro&niku; tentokrat se to Tomas pokusil napsat spravné a zase se mu to nepovedlo),
dostal za to tfi body. Jeden z FeSiteld vyfFesil dvé rlizné trividlni verze a dostal 4 body. Ti,
kdo vyfesili tu spravnou (t2%3) tlohu, byli odmé&néni pé&ti body. Zvlastniho ocenéni zasluhuje
Radek Erban (4.G GNPA), ktery rozebral viech 17 mo#nosti, kam by zavorka mohla patfit
a vSechny spravné vyfesil. Za tento heroicky vykon obdrZel 6 bodi.

Ma-li byt rovnost splnéna pro kaidé x,y, z € R, musi platit také pro takové trojice, pro
které je ¢ = —y. Pak je cos(z +y) = 1 a dosazenim dostaneme f(z) = f(z—1vy) — f(—vy), tedy

(1) : - Vz,zeR: f(2)+ f(z) = f(z + ).

Osadlme-h do (1) z = z = 0, dostaneme f(0) = 0. Dosadime-li z = kz (k celé), dostaneme
Tk + 1)z) - f(kx) = f(z). Z té&chto dvou vztahi indukei snadno odvodime, Ze

(2) = Vo eR,ke€Z: f(kz)=kf(x).

Mé&jme nyni ue (0,1) a zvolme =,y € R tak, aby cos(z + y) = 1 — u. Potom dosazenim do
rovnice a pouZitim (1), (2) dostaneme (pro kaZdé z € R, u € (0,1))

U f(u2)) +2f()(1 = w) = (1= w2 F(z) = £(2)
(3) (uz) = uf(z).



Uvédomme si, Ze kaZdé redlné &islo lze napsat ve tvaru ko, kde k je celé a & € (0,1)
PouZitim (2) a (3) pak dostaneme Vz € R: f(z) = zf(1); funkce f je tedy typu f(z) =,cm.
kde ¢ = f(1) je redlna konstanta. Dosadime-li f(z) = cx do rovnice, snadno ov&fime, 5;
naopak kaZda funkce tohoto tvaru je feSenim.

Ulohy 3.série posbiral Michal Kubegek, &tvrtou vymyslel Tomas Vizek. ObZ oprave.
vali Stanislav Hencl, Michal Kube&ek, Vit Novak a Tomas ViSek.

Tentokrat se budu snaZit byt struény. Iluze o tom, Ze by mohli v3ichni fesitelé ps4t Citelna
a srozumiteln4 (to neni totéZ) feseni na papir formatu A4 a opatfovat je standardni hlavigkoy
si uZ dévno ned&ldm. Sific{ se zlozvyk nepodepisovén{ feSeni bych ale r4d potlagil v samém:
zarodku. Nebijte mne, j& sim povaZuji administrativu za tu zdaleka nejméns zébavnou ¥4st
organizace seminare (s vyjimkou pfeklédini rozmnoZenych koment4fd), ale nékdo to d&lat
musi.

Nova doba s sebou nese nové problémy. Ministerstvo 3kolstvi u% od valky povaZuje za svoji
nejdiileZit&jsi dlohu stfidavé rusenf a zavadéni devaté t¥idy; soudasnost nim to Je3t& zpestfila
zavedeni n&kolika typi zcela (nebo Eastetn&) nekompatibilnich typt stfednich $kol. Nakonee
jsem podlehl a pfisluiné zmény v programu udélal (kromé toho jsem ho napsal cely znovu),
Od nynéjska se kromé tfidy eviduje zvlast jeji ekvivalentn{ vyjddfeni (0-4). Rozhod] jsem
se, Ze kvarta osmiletych gymnazii a prvni roénik p&tiletych budou mit nulu a prvn{ ro¢nik
normaélnich gymnazii bude jednika, aby se vichni dopracovali &vrtého fadku tabulky v roce,
kdy budou maturovat.

Nésleduje kratké upozornéni na &asopis Rozhledy matematicko-fyzikilni, vysledkové listi-
ny a kone&né také zadani poslednich dvou sérii. Posledn{ série se bude opé&t vracet k témattim
pfedchozich a je o néco obtiZn&j3i neZ bylo letos zvykem. Pofadi po &tvrté sérii, které uvadim,

v

Je bez Skrténi, pfipominam, Ze do z4vére¢ného poradi se po&it4 jen pét nejaspésnéjsich sérii.

Poradi po 4. sérii

AL
1. Michal  Benes 3D GWP 2528618 25 91
2. Norbert Vanék 4D GWP 21231525 84
3. Tomdi  Biérta 3D GWP 19 25 15 23 82
4-5. Robert  Sdmal 4D GWP 25 14 15 25 79
Jan Stola 22D GWP 21 16 18 24 79
6. Jan Bfezina 2.0 GPLB 25 17 11 25 78
7. Radek Erban 4G GNPA 2525 - 26 76
8. Petr Kafiovsky 4A GKIB 2514 15 21 75
9. Pavel Strnad 4 A S GPLB= *21 17-13:21 72
10-11. Pavel P#thoda 2A GIJKT 21 818 24 71
Tomds  Suda 3.A GKLA 19013 16 23 71
12. Miroslav  Krhounek qnt GKNV~ 22 14 17 17 70
13. Lenka  Koblizkovi 4B GHJH 931912 14 68
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