Komentare k 3. sérii

L. ﬁlo}ha Jaka je plocha mezikruZi zadaného kruZnici vepsanou a opsanou pravidelnému
1994-Ghelnfku, ktery ma délku strany rovnu jedné?

Ozna&me S stfed 1994-thelnika, A, B dva sousedn{ vrcholy a P stfed isecky AB. Déile
bud  polomér kruZnice vepsané a R polomér kruZnice opsané. Trojihelnik SPB je zfejmé&
pravolhly, [PB| = 1, |SP| =r, |SB| = R. Podle Pythagorovy véty je pak R? = r2 + (3)%
takZe obsah mezikrusf je

7R? — 72 = 7(R® — 12) = %’JT.

.'lloha Necht je dan trojihelnik ABC. Zvolme na tiseéce BC bod P riizny od bodit B
a C. Usetka AP protina kruZnici vepsanou trojihelniku ABC ve dvou bodech. Oznaéme Q

ten z nich, ktery je bli%e k bodu A. Pro kterou volbu bodu P je pomér A?g, minimalni?

Ozname P’, Q' kolmé priméty bodi P, Q na vysku v4 (P’ je zfejmé pata této vysky).
Z podobnosti snadno nahlédneme, %e pomér |AQ)| : |AP)| je stejny jako |AQ'| : |AP'|. Délka
usetky AP’ je oviem (viz. vy3e) stile stejni. Pomér je tedy nejmen3i prévé tehdy, kdyz
je nejmen3f |AQ'|. To nastiva pravé tehdy, kdyZ @ je soum&rn& sdrueny s bodem dotyku
kruZnice vepsané a strany BC podle stfedu kruZnice vepsané.
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3.1uloha Necht M je vnitfni bod trojihelnika Aj A2 A3. Pfimka M A;, resp. M Az, resp.
M A3 protind prot&jsi stranu trojihelnika v bod& By, resp. Bj, resp. Bs. Jak je nutno zvolit
bod M, aby trojhhelniky A2 ByM, A3BsM a A; BaM mély stejnou plochu?

Jednoduché pozorovani: zvolime-li za M t&%i$t& trojihelnika, bude mit v3ech 3est troja-

helnikti, na které je AjAzA3 rozdélen svymi t&Znicemi, stejny obsah. Mezi nimi i A3 B1 M,
A3BaM a A1 Ba3M. Zbyva ukizat, %e jiny bod uZ tuto vlastnost nem4.
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Méme-li v roviné dany tfi body nelefici na pfimce, miZeme kaZzdému bodu M roviny
jednoznagnd pfifadit trojici &sel a1, o2, a3 tak, Ze M = o141 + 02 A2 + asAds a ay + ap +
a3 = 1 (to nenf t&%ké). Takov§y M je pak vnitinim bodem trojihelnfka pravé tehdy, kdyz
ay, a3, a3 > 0, Oznaéime-li d; délku strany lezici proti Ai, v; vy3ku na ni, a h; vzd4lenost
M od této strany, snadno spotitdme, Ze pak

ag
d3 = ds, hs = azvs.

a1 + a2 1—oa3

Qa3

|A1 B3| =

CyKklickou zaménou (indexy 1,2,3 nahradime 2,3,1 resp. 3,1,2) odvodime dalsf &tyfi analogické
vzorce. Protoe obsah trojithelnika A1BsM je 3ha|A1Bs|, opét pouZitim cyklické z4mény
dostaneme: vyhovuje-li M podminkdm zadéni, musi byt

aa3 azax)] a1
l1—a3 l—m 1—ay

Bez ijmy na obecnosti miZeme pfedpoklidat, Ze a1 je z naSich koeficientl nejvétsf. Pak
mame a3z < a1 a 1 —az > 1 — a1, prvni zlomek je tedy mensi nebo roven druhému. Rovnost
ale nastavé pouze v piipadé, feaz =ajal—-az=1-m (koeficienty jsou z (0, 1)), tedy
pro a; = az = a3 = 1 a to je pravé tehdy, kdyZz M je t&Ziste.

4.uloha Necht body C a D d&li na tfetiny t&tivu AB kruZnice k. Necht P je bod kruZnice
k rizny od bod& A a B. Pfimka PD resp. PC protiné kruZnici k v bod€ E resp. F. Pfimka
EC resp. FD protina kruZnici k v bod& G resp. H. Pfimka GF resp. HE protina tsetku
AB v bodé L resp. M. Potom |AL| = |BM|. Dokaite a pokuste se toto tvrzeni zobecnit pro

elipsu.

Nejprve nékolik definic. Mdme-li na pfimce tfi riizné body P, @, R, zavedme délici pomér
jako &islo (PQR) definované takto:

|PR|
|QR|

(PQR) = & pokud R € PQ, (PQR) = pokud R ¢ PQ.

"|QR|

Mame-li na pfimce &yfi riizné body P, Q, R, S, definujeme dvojpomeér &tvefice bodl (PQRS)
jako podil (PQR) /(PQS).! Snadno nahlédneme, Ze jakékoli podobné zobrazeni zachovava
délicf{ pomé&ry i dvojpoméry. Pro tuto {ilohu nas bude zajimat hlavné& nésledujici lemma, které
se d4 vyjadfit slovy “dvojpomér &tverice bodid se zachovéva pri stfedovém promitani”.

Lemma: Mé&jme piimku p a na nf riizné body A, B, C, D; déle méjme piimku p' a bod S
ktery neleZi na p ani p'. Oznaéime-li A', B', C', D' priseciky p' s pifmkami SA, SB, SC,
SD, potom plati (A'B'C'D") = (ABCD).

Dikaz: Omezime se na pfipad, kdy C i D le# na tisetce AB (tvrzeni sice plati obecné, ale
nam bude tento specidlni pfipad stagit). Pak také C’, D' lezi na A'B'.

1z4kladni vlastnosti d&lictho pomé&ru a dvojpoméru lze nalézt napiiklad v knize J. Svréek,
J. VanZura: Geometrie trojihelnika, SNTL 1988.
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Oznaime a = {SAB, f = ASBA, wxy = dXSY. Ze sinové véty dostaneme

1) JACL _Iscl _1AD| _|sp| _IBc| _lso| 1BD| _|sDj
sinwac sina’ sinwap sinae’ sinwpg sinf’ sinwpp sing

Z definice dvojpoméru a toho, Ze C, D leZi na fisece AB dostaneme za pouZit{ (1)

2) (ABCD) = |AC| |BD| _ sinwggsinf sinwppsina _ sinwsgsinwpp

|BC| |AD] " sinwggsina sinwgpsinf sinwgpsinwgg

Nyn{ si sta¢i uvédomit, Ze ivahy tohoto odstavce lze “oirkovat” a Ze vyraz plné napravo
v (2) je v obou pfipadech stejny. Tim je lemma dokézano. Vyraz tipln& vpravo v(2) se nékdy
nazyva dvojpomérem svazku polopfimek SA, SB, SC, SD (jak uZ bylo fe€eno, thly wyy

‘u vzajemné tlhly té&chto polopfimek, nezivisi tedy na volbé p).

~N

Zpatky k na3f tloze. Z véty o obvodovych thlech vime, Ze kdykoli vezmeme za X, Y
dva z bodi A, G, P, H, B, budou iihly <XFY a <XEY shodné. PouZijeme-li rovnost (2)
z dikazu lemmatu, dostaneme

sin<{AFPsin<d{BFH _ sin<{AEPsin <{BEH
sin {AFH sin <BFP sin<AEH sin <BEP

(ABCD) = = (ABDM)

a analogicky také (ABCD) = (ABLC), tedy (ABDM) = (ABLC). A protoZe (ABC) = —%,
(ABD) = —2, dostdvime odtud (ABL)(ABM) = 1, odkud uZ snadno odvodime, Ze |AL| =
BM|. |

Z platnosti tvrzeni pro kruZnici plyne snadno i analogické tvrzeni pro elipsu. Zobrazeni,
které bodu o soutadnicich (z,y) pfifadi bod (x, ay) (kde a > 0 zachovava pfimky a délici
pomery bodi leZicich na pfimkach. Mame-li nyni elipsu, zvolme za osy soufadného systému
jeji osy; pak snadno nalezneme vhodné a tak, aby jejim obrazem ve zmifiovaném zobrazen{
byla kruZnice. Bude-li tvrzeni llohy platit pro obrazy naSich bodfi (a to jsme ukazali, Ze
bude), bude platit i pro ptivodni body.

-ﬂ
[}
Al D'
A C D B H (o}

ProMiTACi LEMMA CTVRTA ULOHA PATA GLOHA



5.uloha Necht trojihelnik ABC je rovnoramenny, |AB| = |AC|. Necht H je pata vysky
va a E je pata kolmice spusténé z bodu H na pfimku AB. Necht M je stfed Usetky HE. Pak
jsou pfimky AM a EC navzdjem kolmé. DokaZte.

Uv&domme si nejprve, e E lezi vidy na tiseéce AB. Zvolme na BE bod F tak, aby HF ||
CE. Pak jsou zfejmé ABH F a ABCE podobné. ProtoZe |BC| = 2|BH|, jei |[BE| = 2|BF|,
Ze shodnosti odpovidajicich thl& snadno nahlédneme, ¢ ABHE ~ ABAH a ABAH ~
AHAE, tedy ABHE ~ AHAE. Protoze F je stted BE a M je stied HE, jsou podobné
také ABHF a AHAM. Odtud <BCE = A<BHF = {HAM, z &ehoZ uZ snadno AM LEC.

Komentare k 4. sérii

1.dloha Zjistéte jaky je soucet viech koeficientii polynomu:

(3:5 . 53:3 = 3:':2 2 2)]995(1:4 e 3:52 o a:'l' 2)1994

Neni t&zké pfijit na to, Ze soucet koeficientd polynomu neni vlastng nic jiného ne hodnota
v jedni&ce. Souget koeficient® naSeho polynomu je tedy (15 —5-1% 4312 4 2)1995(74 _ 3.
193¢ 3. 2)19 =1,

2.uloha Zjistéte zda existuje takovy polynom P(z) s nezapornymi koeficienty, Ze Yz € R
je P(z® 4+ z) = ((x=3)'1°° + 1)((= + 3)1994 O

Méjme Q(z) = anx™ + --- + a1 + ap, a; > 0; pak mdme Q(z) + Q(—z) = 2ama™ +
-+~ + 2a3z2% + 2ag, kde m = n pro n sudé a m = n — 1 pro n liché; Q(z) + Q(—=z) je tedy
vidy neziporné. Piedpoklddejme, Ze mame polynom P splhujici podminky zadani. Potom
P(30) + P(—30) = P(3% + 3) + P((—3)% — 3) = 6199 + 1 + (—6)!9%° + 1 < 0, coZ je spor.

3.t4loha Ukaste, Ze polynom 4(n® — n)z2"t1 — 3(n? — n)z™ + 222 — 1 nema pro Zadné
n > 2 celociselny koren. ;

V zadani jsme zapoméli uvést, Ze n ma byt celé (ale nejspis to vSichni pochopili). Pro

kaZdé n pfirozené je n2 — n = n(n — 1) sudé &islo. Pro « celé tedy snadno nahlédneme, Ze .\
4(n® —n)z2™ 1 —3(n2 —n)z™ + 222 je sudé &islo, a tedy 4(nd—n)z2"t!1 —3(n2 —n)z" +2c2 -1 =

liché. Pro Zadné z celé to tedy neni nula.

4.1uloha Mgéjme funkce f : R — R, g: R — R takové, Ze Vz € R,Vy, z > 0 plati

(1) fle+y—2)< fz+y+2)
(2) g(=) = f(y) < 9(z +y) — f(4y).

Dokaite, Ze pak existuje maximélné jedno redlné feSeni rovnice f(g(g9(f(x)))) = 0.
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