
Komentare k 3. serii 

1. uloha Jaka je plocha. mezikruM za.da.neho kruznid vepsa.nou a. opsa.nou pra.videlnemu 
l994-uhelnfku, ktery ma. delku stra.ny rovnu jedne? 

Ozna.one S stfed 1994-uhelnika, A, B dva sousedru vrcholy a P stfed usecky AB. Dale 
bud r polomer kruznice vepsane a R polomer kruznice opsane. 'Irojuhelnfk SP B je zfejme 
pravouhly, IPBI == ½, ISPI == r, ISBI = R. Podle Pythagorovy vety je pak R2 == r 2 + (½)2, 
ta.~e obsah mezikruzf je 

1rR2 - 1rr2 = 1r(R2 - r2) = ¼1r, 

aloha Nech£ je dan trojuhelnik ABC. Zvolme na usecce BC bod P ruzny od bodu B 
a C. Ose&a AP protfna kruznici vepsanou trojuhelnfku ABC ve dvou bodech. Oznacme Q 
ten z nich, ktery je blfze k bodu A. Pro kterou volbu bodu P je pomer j1jl minima.Inf? 

Ozna~me P', Q' kolme prumety bodu P, Q na vysku VA (P' je zfejme pa.ta teto vysky). 
Z podobnosti snadno nahledneme, ze pomer IAQI: IAPI je stejny jako IAQ'I : IAP'I• Delka 
usecky AP' je ovsem (viz. vyse) stale stejna. Pomer je tedy nejmensi prave tehdy, kdyz 

- je nejmensf IAQ'I• To nasta.va pra.ve tehdy, kdyz Q je soumerne sdruzeny s bodem dotyku 
- _,,, kruznice vepsane a strany BC podle stredu kruznice vepsane. 
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3. uloha Nech! M je vnitfni bod trojuhelru'lra A1A2A3. Pfimka MA1, resp. MA2, resp. 
MAa protina protejsi stranu trojuhelnika v bode B1, resp. B2, resp. Ba. Jak je nutno zvolit 
bod M, a.by trojuhelniky A2B1M, AaB2M a A1BaM mely stejnou plochu? 

Jednoduche pozorovani'.: zvolime-li za M teziste trojuhelru'lra, bude mit vsech sest troju
helniku, na ktere je A1A2Aa rozdelen svymi teznicemi, stejny obsah. Mezi nimi i A2B1M, 
AaB2M a A1 BaM. Zbyva uka.zat, ze jiny bod uz tuto vlastnost nema.. 
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Mame-Ii v rovine dany tfi body nelezkI na pfimce, muzeme kazdemu bodu M roviny 

jednoznacne pfifadit trojici cfsel 01, 02, a3 tak, ze M = a1A1 + a2A2 + 03A3 a 01 + ct2 + 
ct3 = 1 (to nen! tetke). Takovy M je pak vnitrnim bodem trojuhelnika prave tehdy, kdyz 

0:1 , 02, o 3 > o. Oznacime-li d, delku strany lezfd proti A,, v, vysku na ni, a h, vzdalenost 

M od teto strany, snadno spocftame, ze pak 

h3 = ct3113. 

Cyklickou zamenou (indexy 1,2,3 nahraclime 2,3,1 resp. 3,1,2) odvodime dalsi ctyfi analogicke 

vzorce. Protoze obsah trojuhelnika A1B3M je ½h3 IA1B3I, opet pouzit{m cyklicke zameny 
dostaneme: vyhovuje-li M podminkam zadanf, mus{ byt 

a203 0301 01a2 

1 - a3 1 - a1 1 - a2 • 

Bez ujmy na obecnosti muzeme pfedpokladat, ze 01 je z naskh koeficientll nejvetsf. Pak 

mame a2 ~ a1 a 1 - 03 ~ 1 - 01, prvnf zlomek je tedy mens£ nebo roven druhemu. Rovnost 

ale nasta.va pouze v pffpade, ze a2 = 01 a 1 - 03 = 1 - 01 (koeficienty jsou z (0, 1)), tedy 

pro a1 = a2 = 03 = i a to je pra.ve tehdy, kdyz M je teziste. 

4. uloha Nech! body Ca D deli na tretiny tetivu AB kruznice k. Nech! P je bod kruznice 

k nlzny od bodu A a B. P.fimka PD resp. PC protina. kruznici k v bode E resp. F. Prfmka 

EC resp. FD protina. kruznici k v bode G resp. H. Prfmka GF resp. HE protina usecku 

AB v bode L resp. M . Potom IALI = IBMI. Dokazte a pokuste se toto tvrzenf zobecnit pro 

elipsu. 

Nejprve nekolik definic. Ma.me-Ii na pfimce tri ruzne body P, Q, R, zavedme dllfd pomlr 

jako cfslo (PQR) definovane takto: 

(PQR) = -:~:: pokud RE PQ, (PQR) = :~:: pokud R ~ PQ. 

Ma.me-Ii na pfim.ce ctyfi ruzne body P, Q, R, S, definujeme dvojpomirctverice bodu (PQRS) 

jako podil (PQR)/(PQS). 1 Snadno nahledneme, ze jakekoli podobne zobrazeni zachovava 

deHd pomery i dvojpomery. Pro tuto ulohu nas bude zajimat hlavne nasledujfci lemma, ktere 

se da vyjadrit slovy "dvojpomer ctvefice bodrl se zachovava pii stfedovem promfta.nf" . 

Lemma: Mejme pffmku pa na nI rrlzne body A, B, C, D; dale mejme pffmku p' a bod S,. 

kterj nelezf nap ani p' . Oznacfme-li A', B', C', D' prrlsecfky p1 s pffmkami SA, SB, SC, ~ 
SD , potom platf (A' B'C' D') = (ABCD). 

Dukaz: Omezime se na pfipad, kdy C i D lei£ na usecce AB (tvrzeni sice plat{ obecne, ale 

na.m bude ten to specia.lni pffpad stacit ). Pak take C' I D' lez{ na A' B' . 

1zakladn{ vlastnosti delfcfho pomeru a dvojpomeru lze nalezt napriklad V knize J. Svrcek, 

J. Van.zura: Geometrie troj6.helnfka, SNTL 1988. 
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(1) 

Oznacme a= <tSAB, {3 = <tSBA, wxy = <tXSY. Ze sinove vety dostaneme 

IACI 1sc1 =-.-, 
sinwAc sma 

IADI 
sin WAD 

ISDI 
• I sma 

IBCI 1sc1 
sinwBo - sin ,8' 

IBDI 
sinWBD 

ISDI 
sin /3 

Z definice dvojpomeru a toho, ze C, D lezf na usecce AB dostaneme za pouzitf (1) 

(2) (ABCD) = IACI . IBDI = sinwAo sin,8 . sinwBD sin a = sinwAc sinwBD 
IBCI IADI sinwBcsina sinwAvsin/3 sinwAvsinwBc · 

Nynf si stacf uvedomit, ze uvahy tohoto odstavce lze "ocarkovat" a ze vyraz uplne napravo 
v (2) je v obou pripadech stejny. Tim je lemma dokazano. Vyraz uplne vpravo v(2) se nekdy 
nazyva dvojpomerem svazku poloprfmek SA, SB, SO, SD (jak uz bylo receno, u.hly wxy 
-u vzajemne uhly techto polopffmek, neza.visf tedy na volbe p ). 
~ ... 

Zpa.tky k na.sf uloze. Z vety o obvodovych uhlech vfme, ze kdykoli vezmeme za X, Y 
dva z bodu A, G, P, H, B, budou ubly <tXFY a <tXEY sbodne. Pouzijeme-li rovnost (2) 
z dukazu lemmatu, dostaneme 

( ) = sin<tAFPsin<tBFH = sin<tAEPsin<tBEH = (ABDM) 
ABCD sin<tAFHsin<tBFP sin<tAEHsin<tBEP 

a analogicky take (ABCD) = (ABLC), tedy (ABDM) = (ABLC). A protoze (ABC)=-½, 
(ABD) = -2, dosta.va.me odtud (ABL)(ABM) = 1, odkud uz snadno odvodime, ze IALI = 
IBMI. 

Z platnosti tvrzeni pro kruznici plyne snadno i analogicke tvrzeni pro elipsu. Zobrazenf, 
ktere bodu o soufadnicich (x, y) prifadi bod (x, ay) (kde a > O zachovava. primky a delid 
pomery bodu lezidch na primka.cb. Ma.me-li nyni elipsu, zvolme za osy soufadneho systemu 
jeji osy; pak snadno nalezneme vhodne a tak, aby jejim obrazem ve zminovanem zobrazenf 
byla kruznice. Bude-Ii tvrzeni uloby platit pro obrazy nasich bod ii ( a to jsme uka.zali, ze 
bude), bude platit i pro puvodni J:>ody. 

s 
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5. uloha Nech!: trojuhelnik ABC je rovnoramenny, IABI = IACI. Nechf H je pata vysky 
va a E je pata kolmice spustene z bodu H na pfimku AB. Nechf M je stred usecky HE. Pak 
jsou primky AM a EC navzajem kolme. Dokazte. 

Uvedomme si nejprve, ze E lezi vzdy na usecce AB. Zvolme na BE bod F tak, aby HF 11 

CE. Pak jsou zrejme 6.BH Fa 6.BCE podobne. Protoze IBCI = 2 IBHI, je i IBEI = 2 IBFI. 
Ze shodnosti odpovfdajicich uhlu snadno nahledneme, ze l::.BH E ~ !::.BAH a !::.BAH ~ 
6.H AE, tedy 6.BH E ~ 6.H AE. Protoze F je stred BE a M je stred HE, jsou podobne 
take l::.BH Fa 6.H AM. Odtud 4.BCE = 4.BH F = 4.H AM, z cehoz uz snadno AM l.EC. 

Komentare k 4. serii 

1. uloha Zjistete jaky je soucet vsech koeficientu polynomu: 

(x5 _ Sx3 + 3x2 + 2)1995(x4 _ 3x2 + x + 2)1994 

Neni tezke prijit na to, ze ·soucet koeficientd polynomu neni vlastne nic jineho nez hodnota 
v jednicce. Soucet koeficientu naseho polynomu je tedy ( 15 - 5 • 13 + 3 . 12 + 2) 1995 (14 - 3 . 
12 + 1 + 2) 1994 = 1. 

2. uloha Zjistete zda existuje takovy polynom P(x) s nezapornymi koeficienty, ze 'vx E IR 
je P(x3_ + x) = ((x - 3)1995 + l)((x + 3)1994 + 1). 

Mejme Q(x) = anxn + · · · + a1x + ao, a, 2 O; pak ma.me Q(x) + Q(-x) = 2amxm + 
• • • + 2a2x2 + 2ao, kde m = n pron sude am= n - 1 pron liche,- Q(x) + Q(-x) je tedy 
vzdy nezaporne. Predpokladejme, ze ma.me polynom P splnujid podminky za.dani. Potom 
P(30) + P(-30) = P(33 + 3) + P((-3)3 - 3) = 61994 + 1 + (-6)1995 + 1 < 0, coz je spor. 

3. uloha Ukazte, ze polynom 4(n3 - n)x2n+l - 3(n2 - n)xn + 2x2 - 1 nema pro za.dne 
n 2 2 celociselny koren. 

V zadani jsme zapomeli uvest, ze n ma byt cele (ale nejspis to vsichni pochopili). Pro 
kazde n pfirozene je n2 - n = n(n - 1) sude cislo. Pro x cele tedy sna.dno nahledneme, ze -
4(n3 - n)x2n+l -3(n2 -n)xn +2x2 je sude cislo, a tedy 4(n3 -n)x2n+l -3(n2 -n)xn+2x2 -l ~ 
liche. Pro za.dne X cele to tedy neni nula. 

4. uloha Mejme funkce f : IR-+ IR, g: 1R-+ 1R takove, ze 'vx E IR, 'vy, z > 0 plati 

(1) f(x + y - z} < f(x + y + z) 
(2) g(x) - f(y) < g(x + y) - f(4y). 

Dokazte, ze pak existuje maximalne jedno rea.lne reseni rovnice f(g(g(f(x)))) = 0. 
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